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Exercice 1. On définit une suite de polynomes (Ty)nen en posant To =1, Ty = X et

Ces polynémes sont appelés polynimes de Tchebychev de premiére espece.
1. (a) Expliciter Ty, Ts et Ty.
(b) Déterminer le degré et le coefficient dominant de Ty, pour tout n € N*,

(c) Montrer que, pour tout n € N, T; a la méme parité que n.
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Exercice 1 : Déterminer 'ensemble des polyndmes de IR[X] vérifiant : P = (X —-1)P".
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Exercice 4. Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.
1. On considére le polynéme P = X° —2X*4 + X3 — X2 +2X — 1.
V(a) Montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.
(b) Déterminer le spectre de P dans C.
2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et Ap = (X —3)?" + (X — 2)" —

Déterminer le reste de la division euclidienne de Ay par (X — 3)(X — 2).
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i Exercice 1. On appelle polyndme réciprogue un polynéme dont la suite des coefficients
est symétrique. Autrement dit, P = > p_g kX k avec an # 0 est réciproque si et seule-
ment si Vk € [0,n], ak = Gn—k-
1. Démontrer qu'un polynoéme de degré n est réciproque si et seulement si pour tout
_ 1
¢ € K*, P(z) =a"P ().
9. Démontrer que le produit de deux polynomes réciproques est un polyndme réci-
proque.
3. On suppose que P = (1 + X)Q.
(a) Démontrer que si P est un polynome réciproque alors @ lest aussi.
(b) Démontrer qu'un polynoéme réciproque de degré impair admet —1 comme ra-
cine.
(c) Montrer que si o est racine d’un polyndme réciproque, alors « # 0 et % est
racine de P.
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Exercice 2. Soit (P,)n>0 la suite de polyndmes de R[X] définie par Py =0, P, = 1 et

Vn € N, Pn+2 = XP.,H_l —P,.

1. Calculer Pg, P3 et P4.

2. Montrer que pour tout n € N*, P, est un polynéme de degré n— 1 & coefficient dans
Z et dont on précisera le coefficient dominant.

3. Montrer que pour tout n € N, la fonction polynomiale }3; est de méme parité que
n — 1.

4. Montrer que pour tout n € N, PT% 11 = 1+ P, Py . En déduire que P, et P, n’ont
pas de racine commune.

47?
P, - ><
P = X 2>(

VL AL @iMML V€
1>P</“) szgfn <o a/nw PA:LMVM{?/[%

2fxY aH dom (Pe] =1
CF iéffotﬁlpi:o

gl = doty Oxl =P Cz%%@f
> LU/\LXV),«LM,') /Vbq/J.

LA MM E(Y)/‘*'l ()’“&/vw’l-* LX{)M/),& o },%

Y,



V& /[@M & CZ'D SN
Ulvml\ ""*4— P l

L >
= [ w& g ez
(H.2) 5}\‘ H,rz,w

i ﬂ "o pme ol /\@/@W% CL/ \7//\« V% ¢ V ( A‘?
il VI

3) Uik €V 7 G0 e W%:rwﬂ Jey fu ot
/}/wfb V3 Ve & 4} )OAA( )

1 mot o S V€ R Pufn) = = Py

N

67’% o™ W /e /\rmwm N /}MW L(”““«/ZJ
et Ve N Y RPN o 2 (D ()
V\V\

Vo pgenes b Yot ﬂm)

O Cf)J,( ne ER P [ ) ( ) fi(”’c}
o= = 1) e

A
() St w0 Ellene PLA) D) -
Son %/\ jee PO Plonst) piy
\ﬁ,\ﬂ () = l"mf,L(ﬂo -.f (%) A

()= GO funlrd = G P )
- (‘/lj [nc }/)mr’}_[’qc) + (A:(“"”).S
C—
- P, ) @

ti



L A

=0 P () .

p £x ﬂd/m ﬁ (ML’“W ”(Q f"‘C/@VV%w g GWW’ \7L/zl € HW

(/VL] 2

i [V qe €8 N

VW/\ '\M’;(J i ) Vo =0 e 6)«7 ,/EW[O/Y/@=
R

7 W € IV ()[M] ‘;L\ P/‘«i = {L‘f&/)wzz

@ Yk g Wi Iy Plm) s [ USERE: K«/),.L,J
Chilo ey = At By (i Pss Pt
e At alois foit =P
TR P b A s b

= {)m'L (“’VMM_ ”'P"‘/) = f""‘*zz D
[

| ()M-?’l

L’W[W\ (/(‘ pcignce | o) /Lc/cwww/ Y€ IV ‘P(”’O :

e f@@wm g 4 L & I Notg, € MMAPE &
| \fm o (ZMV’L Wm y

P () = 44 () O TES
1 ! p
9 ¢ @



S (S

—




(WYL

| W = w | \75 u g,
Il [T] 3 || :
A | 3 |
2 T [ 11
7 L 1 ._A
= 4 ] ;
Y n | |
M ”
NA"\ i ! L& |
+ + u” o |
A}
m /vm\n _ 3 LN Ll
g - ¥
i 3 - : Re pr 3 §
I L] GE R # ol
z | N N
. 2 T € N rlr 3 4
DJ, Zb__n | N 4 ; :
aﬂN Z : Q UW ] ) \Y T X‘ W m T
w w ; b P W : | -
n : i T : 3 < + N &
s g T B : ] J
m ) 1 | > ‘lm ] X L L Ji
N W ¥ }L i i - < T r ‘
3 S L i i :
N _ g K
8 & d i : e :
= ¥ AN - = = | vw < e 3
L5 : : = X S IRRNAGRE < i
. 5 N =L P
1l W 0 NS\ Sy ] I
PO m :[lh n. I 16 1._. - s L | .M
W m \( W 3 ..(M _ | : f
B < il :
, S
N0
& \ ~Y| .II..M
| N NI & &
| y ﬂ w 1% nf/,w b
i S ™ m II ™~ <
1 WS S




Lav [[kir e

=97 452

Vi

2

A

NP
yd
V& 715




) /] /
I . 2= /s 7 /’) ( 0
T AV e A Vo Dpacie 7§

2.10

Soit P € R[X] non constant tel que P(z) > 0 pour tout réel z.

Montrer que le coefficient dominant de P est positif et que les racines réelles de P sont de multiplicité paire.
Montrer qu’il existe un polynéme C € C[X] tel que P = CC.

En déduire qu'il existe A et B dans R[X] tels que P = A% + B2
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2.9 2

Soit P un polynéme de R[X] de degré n\{yant n racines réelles distinctes.
1) Démontrer que toutes les racines de P’ sont réelles.

2) En déduire que le polynéme P? 4 1 n’admet que des racines simples.
3) Reprendre les questions si 'on suppose simplement que toutes les racines de P sont réelles.
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