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§ 1 RECONNAISSANCE D’UNE DERIVEE USUELLE A UNE CONSTANTE MULTIPLICATIVE PRES

Fonction Une primitive Intervalle de validité
Xx—a (aeR) X— ax R
K+l R sineN
x— x" (nezZ\{-1})) — ]
n+ ] —00,0[ ou ]0,+00] sin< -2
41
X— X t=— x— In(|x|) ] —00,0[ ou ]0, +oo[
X
xa+l
x— x% = e (geR\Z) — 10, +ool
a+1
e/lx
x— M AeC™ X— — R
A
x— In(x) x— xIn(x) - x 10, +oo|
X — sin(x) X — —cos(x) R
X — cos(x) X — sin(x) R
xX— =1+tan?(x) X — tan(x) ] —z, z [ (par exemple)
cos?(x) 2’2
x+— ch(x) x+— sh(x) R
x+— sh(x) x+— ch(x) R
— ——— =1-th?(x) x— th(x) R
ch?(x)
1 .
X — X — arcsin(x) 1-1,1[
1—x?
1 arctan(x) R
—_— X +— ar X
1+ x2
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§ 2 RECONNAISSANCE D’UNE DERIVEE DE COMPOSEE

Soient f: I —— R est une fonction dérivable sur I et u: ] —— I est une fonction dérivable sur J, alors:

x— f(u(x)) est une primitive de x — u/(x) x f'(u(x)) sur J.

La reconnaissance d'une dérivée de composée est un outil puissant dans le calcul de primitives. En voici quelques exemple ci-
dessous.

, o uneprimitive uo+l , une primitive 3?2 i’ une primitive
UWXU  AANNANN L AV AVAVAVAVAVA Sy AAANAANA 2V
a#-1 a+1 2 Vu
une primitive 2 u' une primitive -1 u' une primitive
u'xu W‘”glz 3 «/\/\p/\/\/\/\»_ - «/\/\p/\/\/\/wm”m)
3 u? u u
une primitive une primitive une primitive
u' x et W e u' x ch(u) R/\/\p/\/\/\/\% sh(u) u' x sh(u) /\/\/\p/\/\/w ch(w)
u une primitive une primitive une primitive
2 W th(w) u' x (1-th?(w) M th(z) u' x cos(u) W sin(u)
ch”(u)
une primitive u' une primitive une primitive
u' x sin(w) /\/\/\p/\/\/\m —cos(u) PO YIR m/\/\p/\/\/\/\a tan(u) ' x (1+tan*(w)) /\/\/\%\/\/\/\a tan(u)
cos?(u)
u' une primitive u' une primitive
ANAANANAN Arctan(u) AAAAAA Aresin(u)
1+ u? V1-u?

§ 3 PRIMITIVATION D’UN COSINUS-EXPONENTIELLE OU SINUS-EXPONENTIELLE

Soit (a, b) € R\ {(0,0)}. Pour calculer une primitive de :

f:x— e*cos(bx) et g: x— e**sin(bx)

on peut passer au champ complexe. Comme une primitive de la fonction h: x — e(@*0)* est :

e(a+ib)x ax
H: x— — = x (a—1ib) x (cos(bx) + isin(bx))
a+ib  a’+b?
R
€

des primitives de f et g sont données par :

(a+ib)x

a+ib

F:x—»Re(H(x))zRe( -
a+ib

e(a+ib)x
) et G:x—»Im(H(x)):Im( )

§ 4 PRIMITIVATION D’UN INVERSE D’UN POLYNOME DU SECOND DEGRE

Soient (a,b,c) eR* xRx R, P:= aX?+bX +c, et A:= b?> —4ac. On peut déterminer une primitive la fonction :

1
ax®+bx+c

al’aide de la forme canonique de P :
P=al|X+—| +—|.
2a 4a?

Une primitive de f est:
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1 1 X— X .
—x xIn si A >0 et Specy(P) = {x1, x2}
a X1—X2 X— X2
! ! iA=0etS (P) = {xo}
— = x siA=0e ec ={x
F:x— a XxX-—Xp PER 0
2ax+b .
x Arctan SiA<O0

§ 5 POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

(A) Soit(p,q) € NZ2. Pour primitiver la fonction :

f: x— cosP(x)sin?(x)

il convient d’abord d’analyser les exposants de p et q.

(1) Casoup=00oug=0 Alors f=cos” ou f =sin. Dans ce cas on linéarise I'expression f(x) a 'aide des formules d’Euler :
ix —ix ix _ e—ix
VxeR cos(x) = ——— et sin(x) = -
2 21

et de la formule du bindme de Newton :

n
Y(n,ab)eNxCxC (a+h)"=)Y (Z)akb”_k.
k=0

(2) Casou petqgsontpairs Alors au moyen de la relation de Pythagore :
cos? +sin’ = 1

et de la formule du bin6me de Newton, on se raméne a primitiver une combinaison linéaire de puissances de cos ou de puissances
de sin. On suit alors la démarche exposée en (1).

(3) Cas (le plus simple) o1 p ou g est pair Avec la relation de Pythagore et la formule du bindme de Newton, on se raméne a
primitiver une combinaison linéaire de fonctions de la forme :

cosxsin” ou sinxcos”  (reN)
ce qui est aisé puisque nous savons primitiver sans peine v’ x u%, pour a € N.

(B) Soit (p, q) e N* x N*. Pour primitiver une des fonctions :

x — cos(px)sin(gx) X — cos(px) cos(gx) X — sin(px) sin(gx)

on linéarise grace aux formule de trigonométrie :

cos(a) cos(b) = cos(a+b) er cos(a—Db) sin(a) sin(b) = —cos(a+ b)2+ cos(a—Db) sin(a) cos(b) = sin(a + b) 42— sin(a— b)

valables pour tout (a, b) € R?, qui se déduisent toutes des formules d’addition pour cos et sin.

§ 6 PRIMITIVATION A I’AIDE DU THEOREME FONDAMENTAL DE I’ANALYSE

Pour primitiver une fonction f: I —— C continue sur un intervalle I de R, on peut appliquer le théoréme fondamental de I'analyse
qui stipule que la fonction :

P
F: x—»[ f() dt
X0

est une primitive de f sur I (xp est un point de I préalablement fixé). On peut alors tenter de calculer les intégrales F(x) avec des
intégrations par parties, des changements de variables tels les classiques suivants.

t=au+b(a,bréels) t=1/u t=u? t=vu t=In(w) t=e" t=tan(u/2).



