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FEUILLE D’EXERCICES N°27

EXERCICE TD27.1 (NATURE DE SERIES)
Ftudier la nature des séries suivantes.

n
nd+1

o )

) Z%-ln(l—k%)

@ )

10) Z(n—l)”
(13) Zl—cos(%)

(16) Ze””—a—% (a,beR)

Vn+(=1)"

N ) (aeR)

19) Zln(

EXERCICE TD27.2 (SERIE LACUNAIRE)

)

)

(8)

(11

(14)

17

(20)

SERIES NUMERIQUES

) arctan(n+ a) —arctan(n) (a€R)

Y Vnd+an-vVn2+3 (aeR)

Etudier la nature de la série Z u, ou, pour tout n € N*

uni={

EXERCICE TD27.3 (SERIE DONT LE TERME GENERAL EST DEFINI PAR UNE SUITE RECURRENTE)

1/n

si n est un carré d’entier
sinon

Soit (1) nen la suite définie par gy > 0 et, pour tout n € N, Uy = V1 + uy.

1. Démontrer que (u,),eN converge vers un réel £.

2. Quelle est la nature de la série de terme général u, — ¢?

EXERCICE TD27.4 (AUTOUR DE LA FORMULE DE STIRLING)

Soit a > 0. Pour tout n € N*, on pose u,, :=

a’n!
nh

1. Etudier la convergence de la série ) _ u, lorsque a # e.

2. On suppose que a = e. Démontrer qu’a partir d'un certain rang

Un+1

n

EXERCICE TD27.5 (SERIE DONT LE TERME GENERAL EST UNE FRACTION RATIONNELLE)

1

Démontrer que la série ) ——
4 Z nd +3n?

EXERCICE TD27.6 (SERIE GEOMETRIQUE DERIVEE)

+0o 1

est convergente et calculer ) ———————.
=1 h°+3nc+2n
+0o

Soit x €] — 1, 1[. Démontrer que la série Z n-x" converge et calculer Z n-x".

n=1

(3)

(6)

9

(12)

(15)

(18)

21)

n
P
Y ew
Zn“a:!n)" (@€R)

> 1. Que dire de la nature de la série Z Up?
n
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EXERCICE TD27.7 (TELESCOPAGE)

1 2 1 oo
est convergente et calculer ) _ uy.

—_—+—
vn-1 vn Vn+1 =

Démontrer que la série de terme général u,, :=

EXERCICE TD27.8 (AUTOUR DE LA SERIE EXPONENTIELLE)
Justifier que les séries suivantes convergent et calculer leurs sommes.

n+l n¢-2 nd
> >

n! n! n!

EXERCICE TD27.9 (BANQUE CCINP)

On considere la série Z cos (n Vn2+n+1 )
1. Prouver qu’au voisinage de +oo

b4 7T 1
n-\/n2+n+1:n-n+5+a-—+0(—)

n n?
ol « est un réel que I'on déterminera.

2. En déduire que la série Z cos (71 vn?+n+1 ) converge.
3. Lasérie ) _cos (7‘[ vVn?+n+1 ) converge-t-elle absolument?

EXERCICE TD27.10 (BANQUE CCINP)

Justifier que
+Z°° (-D*
cos(l) =
= 2!
puis démontrer que cos(1) est irrationnel.
EXERCICE TD27.11 (FORMULE D’ADDITION POUR Arctan)
1. Déterminer la nature de la série ZArctan (2—)
n“+n+1
1
2. Soit k € N. Démontrer que Arctan(k + 1) — Arctan(k) = Arctan (—)
K+k+1
+00
3. Déterminer la valeur de la somme Z Arctan (2—)
=0 nc+n+1

EXERCICE TD27.12 (SOMME DES PREMIERS CARRES)

: - 1
Justifier la convergence et calculer la somme de la série ) —————.
12422 4.+ n?

EXERCICE TD27.13 (SERIE DONT LE TERME GENERAL EST DEFINI PAR UNE SUITE RECURRENTE)
. . PP T . . .
Soit (1) ,en la suite définie par ug € [0 ; 5] et la relation de récurrence : u;.; = sin (u,) valable pour tout n € N.

1. Démontrer que la suite (1) ,en converge vers 0.

1 . .
—— — — eten déduire la nature de la série E Up.
u
n+l n

2. Déterminer un équivalent de v, =

EXERCICE TD27.14 (EQUIVALENTS DES SOMMES PARTIELLES D’UNE SERIE GEOMETRIQUE DIVERGENTE)
Soit g un réel strictement positif.

n
1. Supposons g = 1. Donner un équivalent de Z qk quand n tend vers +oo.
k=0

n
2. Supposons g > 1. Donner un équivalent de Z qk quand 7 tend vers +oo.
k=0
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EXERCICE TD27.15 (EQUIVALENT DE V1+ V2 +.../n)

Déterminer la nature de la série de terme général u, =

VI+V2+..vn
EXERCICE TD27.16 (UNE SERIE DE BlERTRAND)
Etude de la nature de la série ) —_—
Vn-In“(n)
EXERCICE TD27.17 (SERIES DE BERTRAND)
Soient a > 0 et 8> 0. Démontrer
a>1
T converge <= ou
n-In"(n) a=1et f>1

EXERCICE TD27.18 (QUELQUES EQUIVALENTS ASSOCIES AUX SERIES DE RIEMANN)
Soit a un réel strictement positif.
+00
1. Supposons a > 1. Déterminer un équivalent de Z — lorsque 7 tend ver +oo.
k=n+1
71
2. Supposons a = 1. Donner un équivalent de 1; T lorsque n tend ver +oo.
71
3. Supposons a < 1. Donner un équivalent de Z @ lorsque n tend ver +oo.
k=1

EXERCICE TD27.19 (EQUIVALENT DE{ EN 17)
Déterminer un équivalent, lorsque x tend vers 1%, de la fonction { définie par

11,+o00[ — R
+00

1

¢ x — YL
n=1nx

EXERCICE TD27.20 (SOMMATION DES EQUIVALENTS)
Soient (i4,,) neN €t (V) nen deux suites de nombres réels telles que v, > 0 a partir d'un certain rang et u,,
n

+00 +00
1. Onsuppose que les séries ) _up et )_ v, convergent. Démontrer ) up ~ Y V.
k=nr1  "TF® kihma

n n
2. On suppose que les séries ) u, et ) v, divergent. Démontrer u ~ V.

EXERCICE TD27.21 (REGLE DE D’ALEMBERT)
Soit (1) nen une suite de réels strictement positifs. On suppose qu'’il existe ¢ € R tel que

Up+1
U, n—+oo

1. Si¢<1,alors ) u, converge.
2. Si¢>1,alors Z u, diverge.
3. Si¢=1%alors )_ u, diverge.

n n
. . . .. , . . X X 2
4. Soit x un réel strictement positif. Déterminer la nature des séries ) | =, > — et Y onlx™.
n n!

~  Up.

—+00
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EXERCICE TD27.22 (CRITERE DE COMPARAISON LOGARITHMIQUE)
Soient (1) nen €t (an) nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose que :

Un+1 An+1
"_gn_
Un Qn

a partir d'un certain rang. Démontrer que si Z an converge, alors Z u, converge.

EXERCICE TD27.23 (REGLE DE RAABE-DUHAMEL)
Soit (1) nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que

Up+1 1
U, n—+oo
avec un développement asymptotique de la forme
Upil a ( 1 )
— = 1—-—+o0|—
U, n—+o0  p n

ouaceR.
1. Montrer que si a > 1, alors Z u, converge.

2. Montrer que si a < 1, alors Zun diverge.
2x4x6x...x(2n)
1x3x5x...x2n+1)

3. Déterminer la nature de la série Z

ala+1)

4. Soient a et b des réels strictement positifs. Déterminer la nature de la série Z b+ D)

...(a+n)
...(b+n)’
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