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FEUILLE D’EXERCICES N°26

GROUPE SYMÉTRIQUE ET DÉTERMINANT

EXERCICE TD26.1 (ÉTUDE D’UNE PERMUTATION DE S7)
Soit σ ∈ S7 définie par

σ= ( 1 4 )◦ ( 1 2 3 )◦ ( 4 5 )◦ ( 1 4 )

1. Décomposer σ en produit de transposition.

2. Décomposer σ en produit de cycles à supports disjoints.

3. Déterminer la signature de σ.

4. Calculer σ2023.

EXERCICE TD26.2 (ÉTUDE D’UNE PERMUTATION DE S9)
Soit σ ∈ S9 définie par (

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 7 8 9 4 5 2 1 6

)
1. Calculer σ15227.

2. Déterminer l’ordre de σ dans S9.

3. Donner la signature de σ.

EXERCICE TD26.3 (CENTRE DE Sn )
Soit un entier n ⩾ 3. Démontrer que

Z (Sn) := {σ ∈ Sn : ∀τ ∈ Sn σ◦τ= τ◦σ} = {
id�1,n�

}
EXERCICE TD26.4 (An EST ENGENDRÉ PAR LES TROIS CYCLES)
Soit un entier n ⩾ 3. On pose

An := {σ ∈ Sn : ε(σ) = 1}

Démontrer que tout élément de An s’écrit comme un produit de 3-cycles.

EXERCICE TD26.5 (CONJUGUÉ D’UN CYCLE)
Soit un entier n ⩾ 3, p ∈ �2,n� et a1, . . . , ap des éléments deux-à-deux distincts de �1,n�. On pose

c := ( a1 a2 . . . ap )

Calculer, pour tout σ ∈ Sn , σ◦ c ◦σ−1.

EXERCICE TD26.6 (SIGNATURE D’UNE PERMUTATION)
Soit un entier n ⩾ 2 et

σ :=
(
1 2 3 . . . n n +1 n +2 . . . 2n
1 3 5 . . . 2n −1 2 4 . . . 2n

)
Déterminer la signature de σ.

EXERCICE TD26.7 (DEUX 3-CYCLES SONT CONJUGUÉS PAR UNE PERMUTATION PAIRE)
Soit un entier n ⩾ 5. Soient a1, a2, a3 des éléments distincts de �1,n� et b1,b2,b3 des éléments distincts de �1,n�. Démontrer
qu’il existe une permutation paire σ ∈ Sn telle que

σ◦ ( a1 a2 a3 )◦σ−1 = ( b1 b2 b3 )
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EXERCICE TD26.8 (ENDOMORPHISME DONT LE CARRÉ EN − id)
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n ⩾ 1 et f ∈L (E) tel que f 2 =− idE . Démontrer que n est paire.

EXERCICE TD26.9 (DÉTERMINANT DE LA MULTIPLICATION À GAUCHE PAR UNE MATRICE)
Soient un entier n ⩾ 1 et A ∈Mn(C). Calculer le déterminant de

ϕ

∣∣∣∣ Mn(C) −→ Mn(C)
M 7−→ AM

EXERCICE TD26.10 (MATRICE DIAGONALEMENT DOMINANTE)
Soient un entier n ⩾ 1 et A = (

ai , j
)

(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(R). tels que

∀ i ∈ �1,n� ∣∣ai ,i
∣∣> ∑

j∈�1,n�\{i }

∣∣ai , j
∣∣

1. Démontrer que A est inversible.

2. On suppose de plus que
∀ i ∈ �1,n� ai ,i > 0

Démontrer que det(A) > 0.

EXERCICE TD26.11 (DÉTERMINANT D’UNE MATRICE ORTHOGONALE)
Soit un entier naturel n ⩾ 2.

1. Démontrer que, si M ∈ GLn(R) et M−1 = M⊤ alors det M ∈ {−1,1}.

2. Étudier la réciproque de 1.

EXERCICE TD26.12 (DÉTERMINANT ET CONJUGAISON)
Soient un entier naturel n ⩾ 2 et A = (

ai , j
)

(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(C). On pose

A = (
ai , j

)
(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(C)

Donner un lien entre det(A) et det
(

A
)

et démontrer le résultat.

EXERCICE TD26.13 (DÉTERMINANT DE DEUX MATRICES SEMBLABLES)
Soient un entier n ⩾ 2 et A,B des matrices de Mn(K) semblables. Démontrer que det(A) = det(B).

EXERCICE TD26.14 (DÉTERMINANT D’UNE MATRICE ANTISYMÉTRIQUE)
Soient un entier n ⩾ 2 et A ∈Mn(R) une matrice antisymétrique.

1. Démontrer que, si n est impair, alors det(M) = 0.

2. A-t-on nécessairement det(A) = 0 lorsque n est pair ?

EXERCICE TD26.15 (UNE MODIFICATION DES SIGNES DES COEFFICIENTS D’UNE MATRICES)
Soient un entier n ⩾ 2, A = (

ai , j
)

(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(R) et B = (
(−1)i+ j ·ai , j

)
(i , j )∈�1,n�2 . Comparer det(A) et det(B).

EXERCICE TD26.16 (DÉTERMINANT D’UNE MATRICES DONT LES COEFFICIENTS VALENT −1 OU 1)
Soient un entier n ⩾ 2, A = (

ai , j
)

(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(R) telle que

∀ (i , j ) ∈ �1,n�2 ai , j ∈ {−1,1}

Démontrer que 2n−1 divise det(A).
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EXERCICE TD26.17 (CRITÈRE DE NULLITÉ D’UNE MATRICE)
Soient un entier n ⩾ 2 et A = (

ai , j
)

(i , j )∈�1,n�2 ∈Mn(C) telle que

∀X ∈Mn(C) det(A+X ) = det(A)+det(X )

Démontrer que det(A) = 0 puis que A = 0.

EXERCICE TD26.18 (DÉTERMINANT DE LA SOMME DE L’IDENTITÉ ET DU CARRÉ D’UNE MATRICE RÉELLE)
Soient un entier n ⩾ 2 et A ∈Mn(R). Démontrer que det

(
A2 + In

)
⩾ 0.

EXERCICE TD26.19 (CALCUL D’UN DÉTERMINANT D’UNE MATRICE DE FORMAT (3,3))

Soient a,b,c des nombres complexes. Calculer

∣∣∣∣∣∣
1+a a a

b 1+b b
c c 1+ c

∣∣∣∣∣∣.

EXERCICE TD26.20 (CALCUL D’UN DÉTERMINANT D’UNE MATRICE DE FORMAT (4,4))

Calculer

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 0
−2 −3 −1 1
0 1 7 1
2 −2 6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.

EXERCICE TD26.21 (MAXIMUM DES DEUX INDICES DE L’ADRESSE)
Calculer le déterminant des deux matrices suivantes

m := (
min

{
i , j

})
(i , j )∈�1,n�2 et M := (

max
{
i , j

})
(i , j )∈�1,n�2

EXERCICE TD26.22 (POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE DE LA MATRICE DONT LES COEFFICIENTS ÉGALENT 1)
Soient un entier naturel n ⩾ 2 et Jn la matrice de Mn(C) dont tous les coefficients valent 1. Calculer, pour tout λ ∈ C,
det(λ · In − Jn).

EXERCICE TD26.23 (DÉTERMINANT D’UNE MATRICE TRIDIAGONALE)
Soient a,b,c des nombres complexes Pour tout nombre entier n supérieur ou égal à 2, on pose

∆n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 . . . 0

c a b
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . b

0 . . . 0 c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[déterminant d’une matrice de format (n,n)]

1. Démontrer que, pour tout nombre entier n supérieur à 2, ∆n+2 = a ·∆n+1 −b · c ·∆n .

2. On suppose désormais que a2 = 4bc. Expliciter ∆n , pour tout nombre entier n supérieur à 2.

EXERCICE TD26.24 (DÉTERMINANT DE CAUCHY )
Soient un entier n ⩾ 2, (a1, a2, . . . , an) ∈ Cn et (b1,b2, . . . ,bn) ∈ Cn tels que, pour tout (i , j ) ∈ �1,n�2, ai +a j ̸= 0. Démontrer
que

det

((
1

ai +b j

)
(i , j )∈�1,n�2

)
=

∏
1⩽i< j⩽n

(a j −ai ) · (b j −bi )∏
1⩽i , j⩽n

(ai +b j )
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EXERCICE TD26.25 (COEFFICIENTS BINOMIAUX)
Soit un entier n ⩾ 2. Calculer le déterminant de la matrice An définie par

An :=



(0
0

) (1
1

)
. . .

(n
n

)
(1

0

) (2
1

)
. . .

(n+1
n

)
...

...
...(n

0

) (n+1
1

)
. . .

(2n
n

)


∈Mn+1(R)

EXERCICE TD26.26 (BLOC TRIANGULAIRE SUPÉRIEUR CONSTANT ET BLOC TRIANGULAIRE INFÉRIEUR CONSTANT)
Soit un entier naturel n ⩾ 2.

1. On note Jn la matrice n ×n dont tous les coefficients sont égaux à 1. Soit A ∈Mn(K). Montrer que la fonction

P

∣∣∣∣ K −→ K
x 7−→ det(A+x · Jn)

est polynomiale de degré inférieur ou égal à 1.

2. Soient a et b deux éléments distincts de K. Soient α1, . . . ,αn ∈ K. Déduire de Q1 la valeur du déterminant de :
α1 a . . . a

b α2
. . .

...
...

. . .
. . . a

b . . . b αn

 .

EXERCICE TD26.27 (DÉTERMINANT CIRCULANT)

1. Soient (a,b,c) ∈ C3, A :=
a b c

c a b
b c a

 et J :=
1 1 1

1 j j 2

1 j 2 j

. Calculer AJ puis det(A).

2. Soient n ∈ N⩾2 et (a0, . . . , an−1) ∈ Kn . Généraliser pour calculer le déterminant de :
a0 a1 . . . an−1

an−1 a0 . . . an−2
...

. . .
...

a1 . . . an−1 a0

 .

EXERCICE TD26.28 (CRITÈRE DE LIBERTÉ POUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS)
Soient un entier n ⩾ 2, I un intervalle non vide de R et ( f1, . . . , fn) une famille de fonctions de I vers R.
Démontrer que la famille ( f1, . . . , fn) est libre si et seulement s’il existe x1, . . . , xn dans I tels que le déterminant de la matrice(

fi (x j )
)

(i , j )∈�1,n�2 soit non nul.

EXERCICE TD26.29 (RANG DE LA COMATRICE)
Soient un entier n ⩾ 2 et A ∈Mn(C). Donner le rang de Com(A) en fonction de celui de A.

EXERCICE TD26.30 (CARACTÈRE OUVERT DE GLn(R))
Soient un entier n ⩾ 2 et (A,B) ∈ GLn(R)×Mn(R). Démontrer qu’il existe ε> 0 tel que

∀λ ∈ [−ε,ε] A+λ ·B ∈ GLn(R)

EXERCICE TD26.31 (SI DEUX MATRICES COMMUTENT ALORS LEURS COMATRICES COMMUTENT ÉGALEMENT)
Soient un entier n ⩾ 2 et (A,B) ∈Mn(C)2 tel que AB = B A. Démontrer que Com(A)Com(B) = Com(B)Com(A).
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