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FEUILLE D’EXERCICES N°25

FONCTIONS CONVEXES

EXERCICE TD25.1 (INEGALITE DE JENSEN POUR LES INTEGRALES)
Soit f: [0,1] — Rune fonction continue.

1. Justifier 'existence de a:= 1[10111r]1f eth:= I{r(}&ﬁ(f

1
2. Iustiﬁerf f(x) dx€(a,b].
0

3. Soit ¢: [a, b] — R une fonction convexe continue. Démontrer

1 1
w(fo f(x)dx)gf0 @(f(x) dx

EXERCICE TD25.2 (RECIPROQUE D’UNE APPLICATION CONVEXE, BIJECTIVE ET CROISSANTE)
Soient I, J deux intervalles, soit f: I — J une application convexe, bijective et croissante. Démontrer que f 1. ] — Jest
concave.

EXERCICE TD25.3 (MOYENNE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE ET VARIANTE)
Soit n € N*, soient x1,..., X, € Rsg.

1. Démontrer -
1/ xl e xn
(X1...%n) ”g—n

2. Démontrer o x x X X
1 2 3 -1
s S e ot

— = n
X2 X3 X4 Xn X1
EXERCICE TD25.4 (UNE INEGALITE DE CONVEXITE METTANT EN JEU In)
Démontrer que, pour tout (x, y) €]1, +00[?
xX+y
/In(x) - In(y) < ln(T)
EXERCICE TD25.5 (DE LA CONVEXITE DE x— x-In(x))
Démontrer que la fonction
f R>0 - R
x — x-Inkx)
est convexe et en déduire que, pour tout x, y,a,b >0
xX+y X y
X+ -ln(—) < x-ln(—) + -ln(—)
(x+y) a+b = a) Y b
EXERCICE TD25.6 (DE LA CONVEXITE DE x— x-In (1 + &%)
Ftablir la convexité de la fonction
f R — R
x — In(1+eY
puis démontrer que, pour tout 7 € N* et tout x1,...,x, >0
n 1/n n
Lo [Txi|  <[Ja+xp”
i=1 i=1
En déduire que, pour tout ay, ..., an, by,...,by >0
n 1/n n 1/n n 1/n
[T@+bn| >([Tai| + |[]bi| -
i=1 i=1 i=1
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EXERCICE TD25.7 (FONCTION CONVEXE DOMINEE PAR UNE FONCTION AFFINE)
Soit f: R— R une fonction convexe. Supposons qu’il existe (a, b) € R? tel que

VxeR f)<ax+b

Démontrer qu'il existe c € R tel que, pour tout x e R, f(x) = ax+c.

EXERCICE TD25.8 (FONCTION CONVEXE DE LIMITE NULLE EN +00)
Soit f: R — Rune fonction convexe.

1. Supposons que f(x) M 0. Démontrer que f > 0.
—+00

2. Supposons que f posséde une asymptote oblique en +oo, i.e. qu'il existe (a, b) € R? tel que

fx)—(ax+Db) 0

X—+00

On fixe un repere du plan. Démontrer que la courbe 6 représentative de f est au-dessus de son asymptote, i.e.
que, pour tout x € R, f(x) > ax+b.

EXERCICE TD25.9 (ENCADREMENT DE L'INTEGRALE D’UNE FONCTION CONVEXE SUR UN SEGMENT)
Soient a < b des réels. Soit f: [a, b] — R une fonction convexe continue.

1. Démontrer
fla+f(b)

b
[ f de<b-a 50

2. Supposons f dérivable sur [a, b]. Démontrer

b
(b—a)-f(%b)q F dr

EXERCICE TD25.10 (CARACTERISATION DE LA CONVEXITE D’UNE FONCTION DERIVABLE PAR LES TANGENTES)
Soient I un intervallede Ret f: I — R.

1. Supposons f dérivable sur I. Démontrer que f est convexe si et seulement si
Vel f) = f)+f(x)-(y-x).

2. Supposons a présent 'intervalle I ouvert. Si f est convexe (non nécessairement dérivable), démontrer que, pour
tout x € I, il existe m, € R tel que, pour tout y € I

f) = f(0)+my-(y—x).

Etudier la réciproque.

EXERCICE TD25.11 (FONCTION CONVEXE, DIRECTION ASYMPTOTIQUE, BRANCHE PARABOLIQUE)

. . . (%) R o =
Soit f: R¢ — R une fonction convexe. Démontrer que f— possede une limite dans R quand x tend vers +oo.
b

EXERCICE TD25.12 (FONCTION CONVEXE, 62, POSITIVE, BORNEE, DOMINEE PAR SA DERIVEE SECONDE)
Soit f: Rt — R une fonction de classe 62, positive et bornée telle que f < f".

1. Démontrer que f est convexe et décroissante.
2. Démontrer que f et f’ tendent vers 0 en +oo.

3. Soient les fonctions

R* — R R R
£l x — (fw+fw)e* © x — flx)-e
Etudier les variations de g et de h.

4. En déduire que pour tout x € R*, f(x) < f(0)-e™*.
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EXERCICE TD25.13 (log-CONVEXITE)
Soit f: R— Ryg.

1. Supposons que In(f)est convexe. Démontrer que f est convexe.

2. Démontrer que In(f) est convexe si et seulement si, pour tout & > 0, f* est convexe. On pourra considérer, pour
(x,y,4) e RxRx]0, 1] fixés, les fonctions

R — R R — R
Pl ethU@xsa-vy) UV 0 4 (2 4. et W)

vérifier que ¢ < v, comparer ¢(0) et (0) et en déduire une inégalité entre ¢’ (0) et ¢’ (0).

EXERCICE TD25.14 (FONCTION CONCAVE ET SOUS-ADDITITIVE)
Soit f: R* — R" une fonction concave.

1. Démontrer que la fonction

est décroissante.

2. Démontrer que, pour tout (x,y) € (R>0)2
fx+<fx)+f

EXERCICE TD25.15 (NOMBRE DE DROITES TANGENTE A LA COURBE D’UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE)
On fixe un repére du plan. Soit f: R — R une fonction convexe dérivable, soit M = (xo, yo) € R%. Quel est le nombre
maximal de droites tangentes a la courbe € représentative de f passant par M?

EXERCICE TD25.16 (UNICITE DU POINT APPARAISSANT DANS LE THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soit f: R— Rune fonction dérivable telle que pour tout (a, b) € R? tel que a < b, il existe un unique c €]a, b tel que

f®) ~f@=f'):(b-a)

1. Soit a € R. Posons
R\{a}, — R

Pa « fx)-fla
XxX—a
Démontrer que p, est monotone sur | — oo, af et sur ]a, +ool.

2. En déduire que f est strictement convexe ou strictement concave.

EXERCICE TD25.17 (CARACTERE €' D’UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE)
Soit I un intervalle et f: I R une fonction dérivable.

1. Démontrer que pour tout (a, b) € I? tel que a < b, f'([a, b]) est un intervalle (théoréeme de Darboux).

2. Supposons de plus f convexe. Démontrer que f’ est continue sur .

EXERCICE TD25.18 (CARACTERISATION DE LA CONVEXITE A I’AIDE DES MILIEUX, ORAL DE L'X))
Soient I un intervalle et f: I — R une fonction continue telle que, pour tout (x, y) € I

f(x;y)< f(x);f(y)

Démontrer que f est convexe.

EXERCICE TD25.19 ((CONVEXITE DE X — X - f(x) VS. CONVEXITE DE x — f(1/x)))
Soient I un intervalle de R} et f: I — R une fonction. Démontrer que ¢ est convexe si et seulement si ¢ est convexe, oll

;] R . I—»R1
Pl x — xfm © ‘”fo(;)
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EXERCICE TD25.20 (ENS)
Soit n un entier > 2. Soient n fonctions fj, ..., f;; convexes continues sur [0, 1] telles que pour tout x € [0, 1]

max (fi(x),..., fn(x)) >0

Démontrer qu’il existe (ay,...,a;) € Ry)" telque a; +...+a, =1et

al-f1+...+an'fn>0
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