Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

FEUILLE D’EXERCICES N°23

PROBABILITES

EXERCICE TD23.1 (PRODUIT DES CHIFFRES D’UN NOMBRE A 8 CHIFFRES)
On écrit au hasard un nombre N de 8 chiffres (0 compris) en base 10.

1. Quelle est la probabilité que le produit des chiffres de N soit pair?
2. Quelle est la probabilité que le produit des chiffres de N soit divisible par 3?

EXERCICE TD23.2 (PARITE DANS DEUX CLASSES PREPA)
Soit n € N*. Dans un lycée contenant deux classes prépas A et B, 2n garcons et 27 filles sont inscrits dans cette filiere.
Quelle est la probabilité que chaque classe comporte autant de filles que de garcons?

EXERCICE TD23.3 (TIRAGES STRICTEMENT CROISSANTS ET TIRAGES CROISSANTS)
Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 3. Dans une urne, on place n boules numérotées de 1 a n. On tire successive-
ment, sans remise, au hasard, trois boules de 'urne.

1. Quelle est la probabilité que les trois nombres obtenus soient dans I'ordre croissant au sens strict?

2. Quelle est la probabilité que les trois nombres obtenus soient dans |'ordre croissant au sens large?

EXERCICE TD23.4 (QUATRE TIRAGES DE BOULES SUCCESSIFS DANS UNE URNE DONT LA COMPOSITION EVOLUE)
Soient 7 un entier naturel non nul et b un nombre entier supérieur ou égal a 4. On place b boules blanches et n boules
noires dans une urne. On tire ensuite successivement 4 boules. A chaque tirage
¢ sion tire une boule noire, on I'’enléve;
« sion tire une boule blanche, on la retire, et on ajoute une boule noire a la place.
Quelle est la probabilité de tirer 4 boules blanches a la suite?

EXERCICE TD23.5 (MAGASIN DE JEUX VIDEO)

Un magasin posséde un stock de cartons de jeux vidéos. Parmi ceux-ci, 5% sont abimés, 60% des cartons abimés contiennent
au moins un jeu défectueux et 98% des cartons en bon état ne contiennent aucun jeu défectueux. Un client achéte un car-
ton du lot. On considere les deux événements

A:=«le carton acheté estabimé» et D :=«le carton acheté contient au moins un jeu défectueux»

1. CalculerP(A),P(Z),P(D|A),P(D|Z),P(E|A) etP(B|Z).
2. Calculer P(D).

3. Le client constate qu'un des jeux est défectueux. Quelle est la probabilité qu’il ait acheté un carton abimé?

EXERCICE TD23.6 (TEST D’UNE MALADIE)

Une personne venant aux urgences d'un hopital a une probabilité 0,3 d’étre atteint d’'une maladie M. A son arrivée, elle
subit un test 7. Si elle n'est pas atteinte de M, 9 fois sur 10 la réponse au test est négative. Si elle est atteinte de M, 8 fois
sur 10 la réponse au test est positive.

1. Silarésultat du test est positif, quelle est la probabilité que la personne soit malade?

2. Quelle est cette probabilité si le test est négatif?

EXERCICE TD23.7 (SOMME DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES DE LOIS BINOMIALES)
Soit p €]0,1[ et soient (n,m) € N* x N*. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ %(n, p) et
Y ~ B(m, p). Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = X + Y.
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EXERCICE TD23.8 (3 TIRAGES SUCESSIFS DE TROIS BOULES DANS UNE URNE, SANS REMISE)
Une urne contient 10 boules : 4 blanches, 3 bleues et 3 rouges. On tire au hasard 3 fois de suite 3 boules, sans remise. Pour
touti € [1, T], on note T; 'évenement défini par

T; := «le i-eme tirage est tricolore »
et on note R I’évenement défini par
R :=«laboule qui reste apres les 3 tirages est blanche »

On admet que P(R) =4/10.
1. Calculer P(T}), puis P (T2 | T1). En déduire P(T} N T>).
2. Calculer de méme P(T1 N T> N T3).
3. Quellien peut-on trouver entre 71 N T> N T3) et R?
4

. Sachant R réalisé, quelle est la probabilité que les 3 tirages aient été tricolores?

EXERCICE TD23.9 (TRANSMISSION D’UNE INFORMATION)
Soit N € N3,. N personnes numérotées de 1 a N se transmettent dans cet ordre une information binaire. Chaque personne
transmet I'information contraire avec une probabilité p. Pour tout n € [1, n], on note A, I'événement défini par

A, = «la n-iéme personne regoit I'information non déformée »

eton pose p, = P(Ap).
1. Calculer p; et, pourtout ne€ [1,N—1], P(Ay+11A,) et P (An+1 IA_,,)
2. Démontrer, pour tout n € [1, N=1], ppy1 =pn-1=p)+ A —pn) - p.
3. En déduire, pour tout n € [1, n], une expression de p, en fonction de n.
4

. Etudier la limite éventuelle de p,, lorsque 7 tend vers +oo.

EXERCICE TD23.10 (CHEMINS POUR SE RENDRE AU LYCEE)

Pour se rendre au lycée, un éléve a le choix entre les itinéraires A, B, C et D. La probabilité qu'il a de choisir A est 1/3,
contre 1/4 pour B et 1/12 pour C. La probabilité d’arriver en retard en empruntant A est 1/20, contre 1/10 pour B et 1/5
pour C. En empruntant D, il n’est jamais en retard.

1. Quelle est la probabilité que I'éléve choisisse I'itinéraire D?

2. Il arrive en retard. Quelle est la probabilité que I’éleve ait choisi I'itinéraire C?

EXERCICE TD23.11 (TIRAGES SUCCESSIFS DANS UNE URNE, AVEC REMISE)
Une urne contient une boule rouge et une boule noire. Soit n € N*. On tire n fois une boule en la remettant apres avoir
noté sa couleur. On note A, et B, les évenements définis par

Ay, := «on obtient des boules des deux couleurs au cours des n tirages» et B, := «on obtient au plus une boule noire »

1. Calculer P(A;) et P(By,,).
2. Les événements A, et B, sont-ils indépendants?

3. Les événements Az et B; sont-ils indépendants?

EXERCICE TD23.12 (FORMULES DE BAYES ET DES PIPES)
On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour un dé pipé, la probabilité d’obtenir 6 vaut 1/2.

1. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On le lance et on obtient 6. Quelle est la probabilité que le dé soit pipé?
2. Soit n € N*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés et on le lance n fois. On obtient n fois le chiffre 6. Quelle est la
probabilité p,, que le dé soit pipé?

3. Déterminer la limite de la suite (p,,). Interpréter le résultat.
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EXERCICE TD23.13 (APPELS TELEPHONIQUES)
Soit n € N». Une personne effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts. On suppose que les n ap-
pels constituent n expériences aléatoires indépendantes et que pour chaque appel, la probabilité que le correspondant
réponde vaut p €]0, 1[. Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de correspondants ayant répondu.
1. Donner la loi de X. Justifier.
2. Lapersonne rappelle une deuxieme fois les n — X correspondants qui n’ont pas répondu au premier appel. On note
Y la variable aléatoire donnant le nombre de correspondants joints au cours de la seconde série d’appels.
(a) Soiti € [0,n]. Déterminer P (Y = k| X = n— i), pour tout k € [0, i].
(b) Montrer que laloi Z = X + Y suit une loi binomiale donc on déterminera les parametres.

(c) Déterminer I'espérance et la variance de la variable Z.

EXERCICE TD23.14 (MODELE D’URNE AVEC GAIN DE POINTS)
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Unjoueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche, il gagne deux
points, pour chaque boule noire, il perd trois points. On note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules
blanches tirées, et Y la variable aléatoire donnant le nombre de points du joueur.

(a) Déterminer laloi de la variable aléatoire X, son espérance, sa variance.

(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y, son espérance, sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les tirages se font sans remise.

(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

(b) Déterminer laloi de la variable aléatoire Y.

EXERCICE TD23.15 (RANGEMENT DE BOULES DANS TROIS BOITES)

Soit n € N3». On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d'une boite formée de trois compartiments identiques nu-
mérotées de 1 a 3 pouvant chacune contenir n boules. On lance simultanément les n boules. Elles viennent se ranger
aléatoirement dans les 3 compartiments. On note X la variable aléatoire qui, a chaque expérience, associe le nombre de
compartiments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. Déterminer P(X = 2) puis donner la loi de X.

3. Calculer E(X). Déterminer la limite de E(X) quand 7 tend vers +oo et interpréter le résultat.

EXERCICE TD23.16 (TIRAGE DANS UNE URNE PARMI PLUSIEURS ET LOI CONDITIONNELLE)
Soit k € N*. Soit k urnes %, ...,%. Pour tout i € [1, k], 'urne %; contient i boules blanches et k — i boules noires. On

choisit une urne au hasard, de laquelle on tire une boule.
Soit X la variable aléatoire égale au numéro de I'urne sachant que la boule tirée est blanche.
1. Déterminer la loi de X. On pourra introduire la variable aléatoire U égale au numéro de 1'urne dans laquelle on a
tiré la boule.

2. Calculer I'espérance et la variance de X.

EXERCICE TD23.17 (MODELES D’URNES ET TIRAGES ENCHAINES)
On dispose de deux urnes U et U,. Lurne U; contient 2 boules blanches et 3 boules noires. Lurne U, contient 4 boules
blanches et 3 boules noires. On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard
et on tire une boule dans l'urne choisie. On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’otu elle provient. Si la boule
était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne Uj. Sinon, le tirage se fait dans 'urne U,. Pour tout n € N*, on note B,
I'événement défini par

B, := «laboule tirée au n-éme tirage est blanche »

on note p, = P(By).

1. Calculer p;.

6 4
2. Démontrer que, pour tout n € N*, p41 = ~33 “Pnt =

3. En déduire la valeur de p,, pour tout n € N*.

3 le 26 mai 2023 a 15h55



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

EXERCICE TD23.18 (STOCK DE PLANTES)
Un commercant dispose d'un stock de plantes. Chacune des plantes fleurit une fois par an. Pour chaque plante, la premiére
année, la probabilité de donner une fleur rose est de 3/4, celle de donner une fleur blanche est de 1/4. Puis, les années

suivantes, pour tout entier naturel n, on a
e sil’année n, la plante a donné une fleur rose, alors 'année n + 1, elle donnera une fleur rose;
e sil’année n, la plante a donné une fleur blanche, alors 'année n + 1, elle donnera de facon équiprobable une fleur

rose ou une fleur blanche.
On note p, la probabilité de I'évenement «la plante a donné une fleur rose 'année n ».
1. Démontrer que pour tout entier naturel n

1 1

pn+1:E'Pn+§

2. En déduire une expression de p, en fonction de n, pour tout entier naturel 7.
3. Etudier la limite éventuelle de la suite ( Pn) neN-
4. Quelle est la probabilité que la plante ne donne que des fleurs roses pendant les n premiéres années?

5. Quelle est la probabilité que la plante ne donne que des fleurs blanches pendant les n premiéres années?

EXERCICE TD23.19 (ROUE DE LA FORTUNE A LA FETE FORAINE ET GAIN)
Un forain posséde deux roues séparées en 10 secteurs égaux. Sur la premiere roue il y a 3 secteurs rouges et 7 blancs et
sur la deuxieme, 1 vert et 9 blancs. Un joueur lance les deux roues en méme temps. Les gains sont distribués de la fagon

suivante
» 3 euros sila premiere roue tombe sur le secteur rouge et la deuxiéme sur le secteur vert;

» 1 euro si une seule des deux roues tombe sur un secteur blanc;
e 0,5 euro siles deux roues tombent sur des secteurs blancs.
1. Soit G la variable aléatoire égale au gain obtenu.
(a) Déterminer laloide G.
(b) Calculer I'espérance de G.
2. Le forain demande une mise initiale de m euros. On note X la variable aléatoire égale au bénéfice du forain.
(a) Donner une relation entre X, G et m.
(b) Déterminer la mise minimale que doit exiger le forain pour que son bénéfice moyen soit d’au moins 25 centimes
d’euro par partie.

EXERCICE TD23.20 (ESPERANCE DE I'INVERSE DU CHIFFRE AMENE PAR UN DE TRUQUE)
On lance un dé a 6 faces numérotées de 1 a 6. La probabilité de chacune des faces est proportionnelle au numéro qu’elle

porte. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre obtenu.
1. Déterminer laloi de X.
2. Déterminer I'espérance de X.

3. Déterminer la variance de X.

1
4. Déterminer E (—) .
X

EXERCICE TD23.21 (DEPLACEMENT SUR UNE DROITE)
On considéere un point M se déplacant sur un axe d’origine O, en partant de O et par saut d'une unité vers la droite avec

probabilité p et vers la gauche avec probabilité g (p €10,1[ et p + g = 1), les sauts étant supposés indépendants. Le point
M fait n sauts (n € N*).
1. Soit Y, la variable aléatoire égale au nombre de sauts vers la droite. Déterminer la loi de Y}, son espérance et sa
variance.
2. Soit X, la variable aléatoire égale a I'abscisse du point M apres les n sauts.
(a) Exprimer X; en fonction de Y.
(b) Déterminer X, (Q).
(c) Donner laloi de X;;, son espérance et sa variance.

3. Quelle est la probabilité que le point M soit revenu a I’origine apres les n sauts?
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EXERCICE TD23.22 (COMPTEUR TRUQUE)
Soit n € N* et soit p €]0,1[. On note X une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale %(n, p). Les résultats de X sont
affichés sur un compteur défectueux.
¢ Si X(w) #0, alors le compteur affiche X(w).
¢ Si X(w) =0, alors le compteur affiche un nombre entier au hasard entre 1 et n.
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre affiché sur le compteur.

1. Déterminerlaloide Y.
2. Calculer E(Y).
3. Montrer que E(Y) > E(X).

EXERCICE TD23.23 (TIRAGES SUCCESSIFS AVEC REMISE D’OBJETS DANS UNE BOITE PARMI TROIS ET GAIN)
On dispose d'une boite contenant trois objets appelés A, B et C. Un jeu consiste en une succession de tirages d'un objet,
avec remise dans la boite aprés chaque tirage. A chaque tirage, le joueur gagne un euro s'il tire 'objet A, ne gagne ni ne
perd rien s'il tire 'objet B et perd ce qu’il a gagné précédemment s’il tire I'objet C. Pour tout n € N*, on note X}, la variable
aléatoire égale au gain du joueur, a l'issue de n tirages.

1. Déterminer les lois de X; et de X,.

2. Calculer P(X, = n) en fonction de n, pour tout n € N*.

3. Exprimer P(X,+; = 0) en fonction de P(X,, = 0), pour tout n € N*, et en déduire la valeur de P(X,, = 0) en fonction
de n.

4. Soient a et n deux entiers naturels non nuls. Montrer I'égalité suivante :

1 1
P(Xys1=a)= 5-P(X,,=a)+§-P(Xn=a—l).

5. Trouver une relation entre E(X},) et E(X,+1), pour tout n € N*, et exprimer E(X},) en fonction de n e N*.

EXERCICE TD23.24 (LOTERIE ET GAIN)
Soient (11, n2) € N* x N* et soit r € N. Une urne contient 7, tickets GAGNE, n, tickets PERDU, r tickets REJOUER. On tire
successivement, sans remise, des tickets jusqu’a tirer un ticket GAGNE ou un ticket PERDU. Si le dernier ticket tiré est un
ticket GAGNE, on dit que I'on a gagné, sinon que I'on a perdu. On note :

e G; I'événement « tirer un ticket GAGNE au ler tirage» ;

e P; I'événement « tirer un ticket PERDU au ler tirage» ;

e R; I'événement « tirer un ticket REJOUER au ler tirage ».
Soit p, la probabilité de gagner pour une urne contenant initialement r tickets REJOUER.

1. Calculer pg et p;.

2. Quedire de (G1,P1,R1)?

3. Donner une relation de récurrence entre p,.; et p, pour tout r € N.
4

. Démontrer par récurrence que la valeur de p, est indépendante de r.

EXERCICE TD23.25 (LA SOMME DES CHIFFRES AMENES PAR DEUX DES NE PEUT SUIVRE UNE LOI UNIFORME)
Démontrer que 'on ne peut pas truquer deux dés pour que la variable S égale a la somme des chiffres amenés par les deux
dés suive la loi 2 ([2,12]).

EXERCICE TD23.26 (ASYMPTOTIQUE DE LA PROBABILITE MAXIMALE POUR UNE LOI BINOMIALE)
Soit X une variable aléatoire binomiale de parametres (7, p) € N* x ]0, 1[. On pose, pour tout k € [0, n]

b(k,n,p) = P(X = k)

1. Pour quelle valeur m de k, le coefficient b(k, n, p) est-il maximal?

2. Etudier la monotonie de la fonction
0,11 — R
X — XM (1-x)"

g

3. Vérifier que, sime [n-p,(n+1)-pl, alors

m
b(m, n,
n

+1)<b(m,n,p)<b(m,n,%)
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4. Proposer en encadrement analogue pour me [(n+1)-p—1,n-pl

5. Donner un équivalent simple de b(m, n, p), lorsque n tend vers +oco.
EXERCICE TD23.27 (DEUX TIRS D’UN ARCHER ET CONDITIONNEMENT D’UNE LOI BINOMIALE PAR UNE LOI BINOMIALE)
Soit (1, p) € N*x]0,1[. Un archer tire sur 7 cibles. A chaque tir, il a la probabilité p de toucher la cible et les tirs sont
supposés indépendants. Il tire une premiere fois sur chaque cible et on note X le nombre de cibles atteintes lors de ce
premier jet. Larcher tire ensuite une seconde fois sur les cibles restantes et I'on note Y le nombre de cibles touchées lors
de cette tentative. Déterminer la loi de la variable Z = X + Y.

EXERCICE TD23.28 (MAXIMUM DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES DE BERNOULLI INDEPENDANTES ET LOI BINOMIALE)
Soient (1, p,q) e N*x10,1[x]0, 1[.
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Bernoulli de parametres p et g. Détermi-
ner la loi de la variable Z = max(X, Y).

2. Deux archers tirent indépendamment sur 7 cibles. A chaque tir, le premier archer a la probabilité p de toucher, le
second la probabilité q.

(a) Quelle est la loi suivie par le nombre de cibles touchées au moins une fois?

(b) Quelle est la loi suivie par le nombre de cibles épargnées?

EXERCICE TD23.29 (LANCERS D’UNE PIECE)
Soit n € N*. On lance 7 fois une piece parfaitement équilibrée. Quelle est la probabilité d’obtenir strictement plus de piles
que de faces?

EXERCICE TD23.30 (DEUX VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES SUIVANT UNE LOI UNIFORME)
Soient n € N* et X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1, n].

1. Déterminer P(X =7Y).
2. Déterminer P(X > Y).
3. Déterminerlaloide X +Y.

EXERCICE TD23.31 (MAXIMUM ET MINIMUM DES NUMEROS DE BOULES TIREES DANS UNE URNE)
Soit N € N*. Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On en tire n en effectuant des tirages avec remise. On note
X et Y le plus petit et le plus grand des nombres obtenus. Déterminer la loi de X etlaloide Y.

EXERCICE TD23.32 (LOI MARGINALE)

Soit n € N*. On dispose de n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k boules numérotées de 1 a k. On choisit au
hasard de facon équiprobable une boite, puis une boule dans cette boite. On note X le numéro de la boite et Y le numéro
de la boule.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).
2. Endéduirelaloide Y.

3. Calculer 'espérance de Y.

EXERCICE TD23.33 (LOI CONJOINTE UNIFORME)
Soient n € N* et (X, Y) un couple de variables aléatoires suivant une loi uniforme sur [0, n]?.

1. Déterminerlaloide X,laloide Y,laloide X+ Y.

2. Lesvariables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

EXERCICE TD23.34 (INEGALITE DE BONFERRONI)
Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, n € N* et Aj,..., A, des événements. Démontrer que

Y P(A)

i=1

PAIN---NAp) = -(n-1)
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EXERCICE TD23.35 (FONCTION GENERATRICE)
Soit n € N*. Pour toute X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n], on appelle fonction génératrice la fonction définie

par
R — R

Gx - k
k=0
ol, pour tout k € [0, n], py = P(X = k).

1. Soit p €]0,1[. Déterminer la fonction génératrice d'une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
2. Soit p €]0,1[. Déterminer la fonction génératrice d'une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n

et p.
3. Démontrer que deux variables aléatoires discretes finies X et Y ont méme loi si et seulement si Gy = Gy.
4. Démontrer que

E(X)=Gy() et V(X)) =Gy +Gy) - (GyD)
Retrouver I'espérance et la variance d’'une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

5. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discreétes finies indépendantes, alors Gx.y = GxGy. Retrouver
alors la fonction génératrice d'une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

6. Soit (m, p) € N*x]0,1[. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales respec-
tives 9B(n, p) et B(m, p). Quelleestlaloide Z=X+Y?

EXERCICE TD23.36 (INDEPENDANCE IMPOSIBLE)

On suppose qu’'on a un espace probabilisé fini tel que I'univers Q est un ensemble fini de cardinal un nombre premier p
et que le modeéle choisi soit celui de I’équiprobabilité. Prouver que deux événements A et B non triviaux (différents de &
et Q) ne peuvent pas étre indépendants.

EXERCICE TD23.37 (INDICATRICE D’EULER)
Soit n € N*. On choisit de maniere équiprobable un entier x dans [1, n]. Pour tout entier m € [1, n], on note A, I'événement
défini par

Ay, = «mdivise x »

et B I'événement défini par

B := « x est premier avec 1 »
Enfin, on note py, ..., pr les diviseurs premiers distincts de n.
Exprimer B en fonction des Ap, (k€ [1,r]).
Pour tout entier naturel m qui divise n, calculer la probabilité de A,,.
Démontrer que les événements Ay, ..., Ap, sont indépendants.

En déduire la probabilité de B.

o = L h =

On note ¢(n) le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n. Démontrer que

r 1
pm=n-[] (1 - p_) [formule pour I'indicatrice d’Euler]
k=1 k

EXERCICE TD23.38 (PROBABILITE D’ETRE UN TRICHEUR)
Vous jouez a pile ou face avec un autre joueur. Il parie sur pile, lance la piéce, et obtient pile. Quelle est la probabilité pour
qu’il soit un tricheur?

EXERCICE TD23.39 (DE LA MOYENNE DE ALEATOIRES INDEPENDANTES ET DE MEME LOI)
Soient Xj,..., X;, des variables aléatoires réelles, définies sur un méme espace probabilisé fini (Q2, P), indépendantes, et de
méme loi. On note m leur espérance et o leur variance.

1 n
1. Calculer I'espérance et la variance de X = — Z Xk-
=

1

n
2. Calculer I'espérance de 1 Z (X; — X)Z.
k=1
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EXERCICE TD23.40 (FONCTION DE REPARTITION)
Soit (2, P) un espace probabilisé fini et X: Q
notée Fx définie par

R une variable aléatoire. La fonction de répartition de X est la fonction

R — R
Fx
x — PX<X)
Déterminer la fonction Fx lorsque X ~ % ([1,41]), puis la représenter graphiquement.
Démontrer que la fonction Fx est croissante.
Etudier les limites éventuelles de Fx en —oo et en +oo.
Que dire de la restriction de Fx a un segment de R?

Exprimer I'espérance E(X) de X al’aide de sa fonction de répartition.

S

Soit Y: O —— R une variable aléatoire. Démontrer que X et Y sont égales en loi si et seulement si leurs fonctions
de répartition Fx et Fy sont égales.

EXERCICE TD23.41 (NOMBRE DE POINTS FIXES D’UNE PERMUTATION)
Soit n € N*. On munit S, de la probabilité uniforme. Pour toute permutation o € S, notons X (o) le nombre de points fixes
de 0. Déterminer I'espérance et la variance de X.

EXERCICE TD23.42 (MIN ET DU MAX DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET DE LOI UNIFORME)
Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1, n].

1. Exprimer E(X) en fonction des P(X > k), ke N.

2. On suppose les variables aléatoires X et Y de loi uniforme. Déterminer I’espérance de min(X, Y), de max(X, Y) puis
de | X-Y]|.

EXERCICE TD23.43 (MATRICE DES COVARIANCES)
Soient (2, P) un espace de probabilité fini, n > 2 et

X1: Q—R , X:Q—R , ... , X;: Q——R

des variables aléatoires. On considere la matrice M := (Cov(X;, X;)) @ pert,me € AnR).
1. Que dire de la matrice M si les variables aléatoires Xj,..., X; sont indépendantes?
2. Démontrer que, pour tout X € .41 (R), XTMX > 0.

3. Soit A € Rtel qu'il existe X € 4,1 (R)\ {0 M ® } vérifiant MX = 1X (A est appelée valeur propre réelle de la matrice
M). Démontrer que 1 > 0.

EXERCICE TD23.44 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soient (Q, P) un espace de probabilité fini et X: Q

E(X)-E(Y)I<\/E(X?)-\/E(Y?)

EXERCICE TD23.45 (BORNES POUR LESPERANCE ET LA VARIANCE)

Soient (Q, P) un espace de probabilité fini, et X: Q Rune variable aléatoire dont la variance est notée m et la variance
2

0. On pose

R, Y: Q —— R deux variables aléatoires. Démontrer que

a:=minX , b=maxX , Y:=X-m , t:= Y yP¥=y , s:i= Y yP(Y=y) , u:=P{Y =0
Q Q yeY (@R, yeY (@R,
1. Montrer que m € [a, b].
2. Démontrer que 1> < s- uU.

3. Calculer I'espérance et la variance de Y. En déduire que #* < (02 -s)-(1-w.

[\S)

. 2 O
4. Démontrer t“ < —.

IS

(b-a)?

5. Conclure que 02 < 1
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EXERCICE TD23.46 (ENTROPIE DE SHANNON)
Soient (2, P) un espace de probabilité fini et X une variable aléatoire définie sur (2, dont les valeurs sont notées x,..., X;.
Pour tout i € [1, n], on pose p; := P(X = x;). On définit 'entropie de X par

H(X):=-)_ pi-In(p;)
i=1

avec la convention x-In(x) = 0 si x = 0 (ce qui correspond au prolongement par continuité en 0 de la fonction x — x-In(x)).
1. Démontrer que H(X) > 0.
2. Démontrer que H(X) =0 si et seulement si X est presque slirement constante (i.e. il existe i € [1, n] tel que p; = 1).
3. Vérifier que, pour tout k € [1, ]
—(n-pr)-In(n-pr) <1-n-p
avec égalité si et seulementsi n- py = 1.
4. En déduire que H(X) < In(n).

5. Démontrer que H(X) =In(n) si et seulement si X ~ % ({x1,...,x,}).
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