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FEUILLE D’EXERCICES N°22

DENOMBREMENT

EXERCICE TD22.1 (FINITUDE D’UNE IMAGE DIRECTE/RECIPROQUE D’UNE PARTIE DE LA SOURCE/DU BUT)
Soient E, F des ensembles et f: E F une application.

1. Si Aestune partie finie de E, f(A) est-elle nécessairement une partie finie de F?

2. Si f(A) est une partie finie de F, f(A) est-elle nécessairement une partie finie de E?
3. Si B est une partie finie de F, f~!(B) est-elle nécessairement une partie finie de E?
4

.Sif ~1(B) est une partie finie de E, B est-elle nécessairement une partie finie de F?

EXERCICE TD22.2 (UNE FORMULE DE CRIBLE)
Soient A, B, C trois parties d'un ensemble fini E. Démontrer

Card (Au B U C) = Card (A) + Card (B) + Card (C) — Card (An B) —Card (AnC) —Card (BN C) + Card(AnBNC)

EXERCICE TD22.3 (PARTITION A DEUX ELEMENTS)
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1.

1. Soit X une partie de E possedant p éléments. Combien y a-t-il de parties de E disjointes de X ?
2. Combien y a-t-il de couples (X,Y) € Z2(E) telque XU Y = E?

EXERCICE TD22.4 (UNION DE DEUX PARTIES EGALE A I’ENSEMBLE)
Soit E un ensembile fini de cardinal 7 > 1. Combien y a-t-il de couples (X, Y) € 22(E)? telsque XU Y = E?

EXERCICE TD22.5 (INTERSECTION DE DEUX PARTIES EGALE A UN SINGLETON)
Soit E un ensembile fini de cardinal 7 > 1. Combien y a-t-il de couples (X, Y) € 22(E)? tels que X N Y est un singleton?

EXERCICE TD22.6 (INTERSECTION DE DEUX PARTIES EGALE A UNE PARTIE DONNEE)
Soient E un ensemble fini de cardinal n > 1 et A une partie de E de cardinal p.

1. Combien y a-t-il de parties de E contenant A?
2. Combien y a-t-il de parties de E de cardinal m € [p, n] contenant A?
3. Combien y a-t-il de couples (X, Y) € P(E)? tels que XNY =A?

EXERCICE TD22.7 (SOMME DES CARDINAUX DE TOUTES LES PARTIES ET VARIANTE)
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. Calculer

Z Card(A) et Z Card(An B)
AeZ(E) (A,B)EZ(E)?

EXERCICE TD22.8 (RELATIONS)
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1.

1. Combien y a-t-il de relations sur E?

2. Combien y a-t-il de relations réflexives sur E?

3. Combien y a-t-il de relations réflexives et antisymétriques sur E?
4.

Combien existe-t-il de relation d’ordre total sur E?
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EXERCICE TD22.9 (FORMULE DU MULTINOME)
Soit (A, +, x) un anneau commutatif.
1. Soit (a, b, ¢) € A3. Quel est le coefficient de a®b°c® dans le développement de (a+ b+ 0)10?
2. Soient p € N3, et (ay, ap, ..., ap) € AP.
. . k .
(a) Soit (ky,ko,..., kp) € N” tel que k1 + ko +...+ kp = n. Quel estle coefficient de a{c‘ afz ap” dans le développement
de (ay +az+...+ap)"?

(b) En déduire une formule pour le développement de (a; + ap +...+ ap)”.

EXERCICE TD22.10 (CARTES)
Cinq cartes d'un jeu de cinquante deux sont distribuées a un joueur.

1. Combien y a-t-il de mains possibles?

2. Combien de ces mains comportent exactement un as?
3. Combien de ces mains ne comportent aucun as?
4

. Combien de ces mains comportent au moins un as?

EXERCICE TD22.11 (ANAGRAMMES)
Un mot M de n lettres est constitué de r lettres Ly, Lo, ..., L, différentes. Pour tout i € [1, 7], on note p; le nombre de fois
ou apparait la lettre L;.

1. Quevautlasomme p;+p2+...+p;?

2. Combien d’anagrammes du mot M peut-on former?

EXERCICE TD22.12 (FORMULE DE VANDERMONDE OU DES COMITES POUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX)
Soient (p, q) € N2etne o, p + ql. Proposer une démonstration combinatoire de I'identité

n
Z (p)( q ) = (p * q) [formule de Vandermonde ou des comités]
o\kf\n-k n

EXERCICE TD22.13 (SUITES FINIES CROISSANTES)
Soient (n, p) € N* x N*.

1. Combien existe-t-il de suites strictement croissantes de p-entiers de [1, n]?

2. Combien existe-t-il de p-uplets (x1,..., xp) d’éléments de N* tels que x; +xp +...+x, < n?
3. Combien existe-t-il de p-uplets (xi,..., x,) d’éléments de N* tels que x; + xp +... + xp = n?
4

. Combien existe-t-il de suites croissantes de p-entiers de [1, n] ?

EXERCICE TD22.14 (DERANGEMENTS)
Si n € N*, une permutation de [1, n] telle que
Vkell,n] o(k)#k

est appelé dérangement de [1, n]. On note d, le nombre de dérangements de [1, n]. Par convention, on pose dy := 1.

1. Démontrer
n
YneN* nl=) | |dni
i=o\k

2. En déduire que

1 n
VneN d,=Y (D" |k
k=0 k
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EXERCICE TD22.15 (FORMULE DU CAPITAINE POUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX)
Démontrer

-1
VneN" Vke[l,n] k- (Z) =n- (Z B 1) [formule du capitaine|

EXERCICE TD22.16 (FORMULE DES COLONNES POUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX)
Démontrer

¥ no [k n+l

VpeN* VneNs Z = [formule des colonnes]

p >p
k:p p p +1
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