Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

FEUILLE D’EXERCICES N°21

INTEGRATION

EXERCICE TD21.1 (UNIFORME CONTINUITE)

Démontrer que la fonction

R;, — R
x — In(x)

f

n’est pas uniformément continue sur R.

EXERCICE TD21.2 (UNIFORME CONTINUITE)
Démontrer que la fonction
10,11 — R
x — x-Inx)

g

est uniformément continue sur 10, 1].

EXERCICE TD21.3 (UNIFORME CONTINUITE ET CARACTERE BORNE)
Soit une fonction f: ]0,1] R une fonction uniformément continue. Démontrer que f est bornée.

EXERCICE TD21.4 (CONTINUITE PAR MORCEAUX)
La fonction f définie par
[0,11 — R
0 sit=0

1

sin (—) sit>0
t

est-elle continue par morceaux?

EXERCICE TD21.5 (SUITE D’INTEGRALES)
Pour tout n € N*, on pose

s
In::f Sin(x) dx
0o X+n

Etudier le comportement asymptotique des suites (I;) yen €t (72- I) nen+

EXERCICE TD21.6 (DETERMINATION D’UNE FONCTION)
Soient a et b des réels tels que a < b. Soit f: [a, b] R une fonction telle que

b
(i) f estcontinue sur [a, b] (i) |f(x)| <1 pourtout x€ [a,b] (iii) f fx)ydx=b-a
a

Déterminer f.

EXERCICE TD21.7 (INTEGRALES DU CARRE, DU CUBE ET DE LA PUISSANCE QUATRIEME)
Soit une fonction f: [0,1] —— R continue, telle que

1 1 1
f Jide)) dx=[ 3x) dxzf Fix) dx
) 0 0

Démontrer que f =0 ou f = 1. On pourra s'intéresser a (% — f)z.
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EXERCICE TD21.8 (CALCUL D’UNE INTEGRALE)
Justifier I'existence de I'intégrale

2
f In(x) dx
1

puis la calculer.

EXERCICE TD21.9 (CALCUL D’UNE INTEGRALE)
Justifier I'existence de I'intégrale

L ¢
f L ar
0 V1+12
puis la calculer.

EXERCICE TD21.10 (CALCUL D’UNE INTEGRALE)
Justifier I'existence de I'intégrale

/4
f In(1 + tan(x)) dx
0

puis la calculer.

EXERCICE TD21.11 (CALCUL DE PRIMITIVES)
Calculer une primitive de la fonction

EXERCICE TD21.12 (CALCUL RECURSIF D’INTEGRALES)
Pour tout n € N, on pose

1
I, :=f x"-e " dx
0

Calculer Iy, I, I, puis proposer un mode de calcul récursif de I, pour tout n € N*.

EXERCICE TD21.13 (INTEGRATION POLYNOME FOIS COSINUS)
Soit n € N*. Justifier 'existence de 'intégrale

1
f (x2 — x) cos(nx) dx
0
puis la calculer.

EXERCICE TD21.14 (INTEGRATION PAR PARTIES)
Justifier I'existence de I'intégrale

1
f (x*+1) arctan(x) dx
0

puis la calculer.

EXERCICE TD21.15 (INTEGRATION PAR PARTIES)
Justifier I'existence de I'intégrale

1
f In(1+¢%) dt
0
puis la calculer.

EXERCICE TD21.16 (INTEGRATION PAR PARTIES)
Justifier I'existence de I'intégrale

1/2
f arcsin(t) dt
0

puis la calculer.
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EXERCICE TD21.17 (PRIMITIVES D’UNE FONCTION RATIONNELLE)

Soit la fonction f définie par

x2

— A
B+x2+x+1

fix
1. Préciser le domaine de définition Z¢ de f.

2. Calculer une primitive de f sur 2y.

EXERCICE TD21.18 (PRIMITIVES D’UNE FONCTION RATIONNELLE)
Soit la fonction f définie par

fix—

x3-1
1. Préciser le domaine de définition Z¢ de f.

2. Calculer une primitive de f sur 2.

EXERCICE TD21.19 (INTEGRATION PAR PARTIES)
Pour tout n € N on pose

1 1
Iji=| ———d
" fo Z+nr

1. Exprimer I+ en fonction de I,, pour tout n € N.

2. En déduire la valeur de I3.

EXERCICE TD21.20 (CHANGEMENT DE VARIABLE)
Soit n € N*. Justifier I'existence de 'intégrale

€1n"(x)
fl p dx

puis la calculer.

EXERCICE TD21.21 (CHANGEMENT DE VARIABLE)

Justifier I'existence de I'intégrale
V3 2t
f arcsin ( — ) dz
0 1+ 2
puis la calculer.

EXERCICE TD21.22 (CHANGEMENT DE VARIABLE ET FONCTION RATIONNELLE)
Justifier I'existence de I'intégrale
1
[
o 1+ef

puis la calculer.

EXERCICE TD21.23 (CHANGEMENT DE VARIABLE ET FONCTION RATIONNELLE)
Soit f la fonction définie par

X

Fix ch(x)-1 e
) ch(x)+1

1. Préciser le domaine de définition 9 de f.

2. Calculer une primitive de f sur 2.

EXERCICE TD21.24 (CHANGEMENT DE VARIABLE ET FONCTION RATIONNELLE)

Soit f la fonction définie par
1

fox— S arsha)

1. Préciser le domaine de définition 9 de f.

2. Calculer une primitive de f sur @¢.

le 5 mai 2023 a 05h40



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

EXERCICE TD21.25 (CHANGEMENT DE VARIABLE ET FONCTION RATIONNELLE)
Justifier que l'intégrale
z sin®(x)
—— —dx
o 1+cos=(x)
puis la calculer.

EXERCICE TD21.26 (CHANGEMENT DE VARIABLE ET FONCTION RATIONNELLE)
Justifier I'existence de l'intégrale

3 1 1
[
z cos(t) sin(?)

puis la calculer.

EXERCICE TD21.27 (FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)
Soient f et g les fonctions définies par

f 1 sit=0
t — sh(z) .
Sit#0 X

1. Démontrer que g est bien définie.
2. Ftudier la parité de g.
3. Justifier que g est dérivable et calculer g'.

4. Dresser le tableau de variations de g.

EXERCICE TD21.28 (FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)
Soient f: R—— Rune fonction de classe €' et F 'application définie par
R* — R

F 1 x
—_— — . t) dt
* 2x 7xf()

1. Démontrer que F peut étre prolongée par continuité en 0. Dans la suite, ce prolongement est encore (abusivement)
noté F.

2. Démontrer que F est dérivable sur R* et, pour tout x € R*, exprimer F'(x) a I'aide d’une intégrale.

3. Démontrer que F est dérivable en 0 et que F'(0) = 0.

EXERCICE TD21.29 (DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU TERME GENERAL D’UNE SUITE)

Démontrer
L | In(2) 1
Uy = dx = 1-—+o|—
o 1+x" n—+oo n n

EXERCICE TD21.30 (FONCTION BETA D’EULER)
Pour (p,q) € N2, on pose

. 1
DA avec une précision de —
n

1
ﬁ(p,q)::f P 1-n9de
0

1. Calculer B(p,0) pour tout p € N.
2. Démontrer que S(p, q) = B(q, p) pour tout (p, q) € N°.

3. Démontrer : q
q)=——7—" L,g-1
B(p, ol Blp+1,q9-1)

pour tout p € N et tout g € N*.
4. En déduire la valeur de B(p, g) pour tout (p, q) € N.
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EXERCICE TD21.31 (SUITE D’INTEGRALES)
Pour tout n € N, on pose

e
1n1=f In"(x) dx
1

. Démontrer que la suite (1) ,en €st monotone. Qu’en déduire?
. Calculer Iy.

. AT’aide d’'une intégration par parties, trouver une relation entre I,, et I,, 1, pour tout 7 € N.

N O S

. En déduire qu'’il existe deux suites d’entiers (@) neN, (bn)nen telles que pour tout n €N :
I, =a,e+ by,
Donner une relation de récurrence entre a,) et a,, puis exprimer b, en fonction de n, pour tout n € N.

5. En déduire un encadrement de I, pour tout n € N, puis la limite de la suite (1) seN-

EXERCICE TD21.32 (SERIE HARMONIQUE ALTERNEE)
Pour tout n € N, on pose :

1. Démontrer que I, 0.

n—+oo
2. Calculer I, + I+1, pour tout n € N.
n (_1)]6

3. Démontrer que la suite
4 ( ,;1 k+1

) converge vers un réel a préciser.
neN*

EXERCICE TD21.33 (SUITE D’INTEGRALES)

k+1 1
En encadrant, pour tout k € N*, I'intégrale — d x, démontrer
ko VX
2n 1

k=§+1ﬁ n—+oo 2'(\/5— 1)\/5

EXERCICE TD21.34 (SOMMES DE RIEMANN)
En faisant apparaitre une somme de Riemann, donnée un équivalent de

n
Spi=Y Vk
k=1
lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE TD21.35 (SOMMES DE RIEMANN ET PRODUITS)

Etudier les limites éventuelles de
1/n 1/n
n k n k
unzz(H(1+—)) et vnzz(n(1+—2))
k=1 n k=1 n

lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE TD21.36 (SOMMES DE RIEMANN ET RESTES DE DIVISIONS EUCLIDIENNES)
Pour tout (k, n) € N* x N*, on pose

r(n, k) :=reste de la division euclidienne de 7 par k

Ftudier les limites éventuelles de

(n-rn,))+n-rn,2)+...+(n—r(n,n)) rin,)+r(n,2)+...+r(n,n)
Uy = 2 et v,:= 2

lorsque n tend vers +oo.
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EXERCICE TD21.37 (SOMMES DE RIEMANN)
Etudier les limites éventuelles de

2n 1 2n 1 2n ) 1
Uy = Z E et vy,:= Z F et wy,:.= Z sm(E)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

lorsque n tend vers +oco.

EXERCICE TD21.38 (POINT FIXE)
Soit f: [0,1] R une fonction continue telle que

1 1
fo f(o dt:5

Démontrer que f admet un point fixe.

EXERCICE TD21.39 (MINORATION DE LA NORME INFINIE DE LA DERIVEE SECONDE)
Soit f: [0,1] —— E une application de classe €? telle

fo=fo=Fm=0 e [fO)|=1
Al'aide de deux formules de Taylor, démontrer

sup |f"(x)| >4
x€[0,1]

EXERCICE TD21.40 (INEGALITE DE KOLMOGOROV)
Soit f: R—— E une application de classe €2 telle que f et f” soient bornées. On pose

My :=sup|f(x)] et  M:=sup|f’ ()]
xeR xeR

1. Soit x € R. Al'aide d’'une formule de Taylor, démontrer que pour tout 4> 0

2My hM,
—t—=.

[fel <= 5

Qu’en déduire pour f'?

2. Démontrer :

sup |f'(x)| =: My <2/ MM, .
xeR

EXERCICE TD21.41 (FONCTION CONTINUE D’INTEGRALE NULLE PRENANT UNE VALEUR POSITIVE)

b
Soient a, b des réels tels que a < b, f: [a, b] R une fonction continue vérifiant f f = 0. On suppose qu'il existe
a

x1 € [a, b] tel que f(x;) > 0. Démontrer qu'il existe x; € [a, b] tel que f(x2) <O0.

EXERCICE TD21.42 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE D’INTEGRALES)
Etudier le comportement asymptotique de la suite

1 1
(— f Arcsin” (1) dt)
n! Jo neN

EXERCICE TD21.43 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE D’ INTEGRALES)
Etudier le comportement asymptotique de la suite
1 ,—nx
e
o 1+x neN
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EXERCICE TD21.44 (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SUITE D’INTEGRALES)
Etudier le comportement asymptotique de la suite
1
2
(f e ¥ dx)
0 neN

EXERCICE TD21.45 (FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)

Ftudier la fonction
R — R

f sin®(x) cos?(x)
x — f Arcsin (V1) + f Arccos (V't)
0

0

EXERCICE TD21.46 (LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)
Ftudier la limite éventuelle de )
x 1
f L
x In(f)

lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.

EXERCICE TD21.47 (LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)
Etudier la limite éventuelle de
2x et
— dt
X t

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD21.48 (LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE)
Ftudier la limite éventuelle de )
X sin(t)
f dt
X t

lorsque x tens vers +oo.
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