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FEUILLE D’EXERCICES N°20

APPLICATIONS LINEAIRES

EXERCICE TD20.1 (COMPOSITION, LINEARITE ET SURJECTIVITE)
Soient E, F, G des K-espaces vectoriels, f € £ (E, F) surjective et g € GF'. On suppose que go f € £ (E,G). Démontrer que
g estlinéaire.

EXERCICE TD20.2 (IMAGE DIRECTE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR UNE APPLICATION LINEAIRE)
Soient E, F un K-espace vectoriel, A une partie de E et f € £ (E, F). Démontrer que f (Vect(A)) = Vect(f(A)).

EXERCICE TD20.3 (NOYAU ET ENDOMORPHISME D’UN ENDOMORPHISME DE R®)
Soit 'application
R — R®

! (x,y,2) — (x—-2y—-2,3x—-),2x+y+2)

1. Démontrer que f € £ (R®).
2. Déterminer Ker (f) et Im(f).

3. Les sous-espaces Ker (f) et Im (f) sont-il supplémentaires dans R®?

EXERCICE TD20.4 (POLYNOME ANNULATEUR D’UN ENDOMORPHISME DE R? ET INVERSIBILITE)
Soit 'application
R? — R?
¢ (x,y) — (x+y3x-2y)
1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R?.

2. Soit u € R%. Donner une relation de dépendance linéaire liant les vecteurs u, ¢(u), @ o (1) dont les coefficients (non
tous nuls donc) sont indépendants de u.

3. En déduire une relation de dépendance linéaire entre les endomorphismes idgz, ¢, ¢ o .

4. Démontrer alors que ¢ est bijective et exprimer ¢! en fonction de ¢ et de idge.

EXERCICE TD20.5 (NOYAU ET IMAGE D’UNE COMPOSEE)
Soient E, F, G des K-espaces vectoriels, f € £ (E,F) et ge Z (FG).

1. Démontrer que Ker (g o f) = Ker(f) si et seulement si Ker (g) nIm (f) = {0}
2. Démontrer que Im (g o f) =Im(g) si et seulement si Ker (g) + Im (f) = F.

EXERCICE TD20.6 (FORME LINEAIRE SURJECTIVE)
Soient E un K-espace vectoriel distinct de {0} et f € E* := £ (E,K).

1. Démontrer que f est soit I'application nulle, soit surjective.

2. Supposons f non nulle et considérons xy € E \ Ker (f). Démontrer que E = Ker ( f) & Vect (xo).

EXERCICE TD20.7 (NOYAU ET ENDOMORPHISME D’UN ENDOMORPHISME DE R;,[X])
Soient n € N* et 'application

R,[X] — R,[X]
P — P2X)-2"P(X)
1. Démontrer que u € £ (R, [X]).
2. Déterminer Ker (1) et Im (u).

3. Les sous-espaces Ker (u) et Im («) sont-il supplémentaires dans R, [X]?

EXERCICE TD20.8 (IMAGE ET ENSEMBLE DES POINTS FIXES D’UN PROJECTEUR)
Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Démontrer Ker (p —idg) = Im(p).
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EXERCICE TD20.9 (ENDOMORPHISMES ANNULES PAR X2 —7-X +12)
Soient E un R-espace vectoriel et
A ={pe L(E): ¢*~7-9+12-idp=0gp}
1. Démontrer que & # @.
Dans la suite, on fixe un élément ¢ de <.
2. Démontrer que p := ¢ — 3 -idg est un projecteur de E.
. Démontrer qu'il existe a € R* tel que g = a- (¢ —4-idg) soit un projecteur de E.

3

4. Que peut-ondirede pog,gopetp+q?

5. En déduire que E = Ker (¢ —3-idg) ® Ker (¢ — 4 -idg).
6

. Exprimer, pour tout n € N*, ¢" en fonction de p et q.

EXERCICE TD20.10 (DES PROJECTEURS QUI COMMUTENT)
Soient E un K-espace vectoriel et p, g des projecteurs de E tels que po g = go p.

1. Démontrer que p o g est un projecteur de E.

2. Démontrer Im(po g) =Im(p) nIm(qg) et Ker(po q) = Ker(p) +Ker(q)
EXERCICE TD20.11 (SUPPLEMENTAIRES ET DUALITE)
Soient E un K-espace vectoriel, E1, E; deux espaces supplémentaires de E. On note E* := £ (E,K) et
Ef‘ ={f€E":VxeE f(x)=0g} et Eé‘:: {feE" :VxeE [f(x)=0g}
Démontrer que E* = Ell ® E2l

EXERCICE TD20.12 (ENDOMORPHISME INVERSIBLE A DROITE)
Soient E un K-espace vectoriel et f € £ (E). On suppose qu’il existe g € £ (E) tel que fo g =idg.

1. Démontrer que go f est un projecteur de E.

2. Démontrer que Ker (f) et Im(g) sont supplémentaires de deux maniéres.

EXERCICE TD20.13 (CARACTERISATION DES HOMOTHETIES ET ECHANGE DE LA PLACE DE QUANTIFICATEURS)

Soient E un K-espace vectoriel distinct de {0} et f € £ (E). On suppose que, pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée.

1. Soit x € E\ {0g}. Démontrer qu'il existe un unique scalaire 1 tel que f(x) = A, - x.
2. Démontrer que tous les scalaires 1, (x € E \ {Og}) sont égaux.

3. Qu’en déduire pour I'endomorphisme f?

EXERCICE TD20.14 (SOUS-ESPACES DE K[X] STABLE PAR DERIVATION)

On consideére un sous-espace vectoriel F de K[X] stable par dérivation, i.e. tel que, pour tout P€ F, P' € F.

1. Supposons que F contient un polynéme non nul P, dont le degré est noté d. Démontrer K;[X] c F.

2. Supposons que F est de dimension finie n > 1. Démontrer F = K,,_;[X].

3. Supposons que F n’est pas de dimension finie. Démontrer F = K[ X].

EXERCICE TD20.15 (LEMME DES CINQ)
On considére le diagramme
it f2 f3 fa

E1 EZ E3 E4 ES
\L hl \L h2 l h3 i h4 l hs
F, 81 b 82 F 83 F, 84 Fs

formé de K-espaces vectoriels et d’applications linéaires. On suppose que le diagramme est commutatif, i.e. hyo fj =
g1ohy, hgo fo=goohy, hyo f3=gzohs, hso fi = gao hy et que les deux lignes sont exactes, i.e. Ker(f2) = Im(f;) Ker(f3) =
Im(f2) Ker(fs) = Im(f3) et Ker(g2) = Im(g;) Ker(gs) = Im(g»), Ker(gs) = Im(g3). On suppose que les applications linéaires

hi, hy, hy, hs sont des isomorphismes. Démontrer que h3 est un isomorphisme.
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EXERCICE TD20.16 (REPRESENTATION D’UNE FORME LINEAIRE SUR UN ESPACE DE POLYNOMES)
Soient n € N et xg, X1, ..., X, des réels deux-a-deux distincts. Démontrer

1 n
I(ao, a1,...,an) ER™! VP eR,[X] fP(t)dtzZa,wP(xi)
0 i=0
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