Lycée Henri Poincaré MP2I 2223

David Blottiére

FEUILLE D’EXERCICES N°18

ESPACES VECTORIELS

S 1. ESPACES VECTORIELS D’UPLETS DE NOMBRES

EXERCICE TD18.1 (CNS POUR QU’UNE PARTIE DE R> SOIT UN SOUS-ESPACE VECTORIEL)
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que

Fo:={(x,3,2€eR : 2x+y-z=a}

soit un sous-espace vectoriel de R3.

EXERCICE TD18.2 (INTERSECTION DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R®)
Soient
E:={(x,5,2)€R’ : 2x+y+z=0} et F:={(x,x,—x):xeR}
1. Démontrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Déterminer ENF.

EXERCICE TD18.3 (COMPARAISON DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE R®)
Soient
E:={(x,52€eR’ : x-2y+z=0} , u=(1,1,1) et v=3,1,-1)
1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Soit F :=Vect (u, v). Démontrer que F C E.
3. A-t-onE=F?

EXERCICE TD18.4 (FAMILLES GENERATRICES D’UN HYPERPLAN DE R3)
Soient
u:(lr_lyl) ) U:(O)_lvz) ) w:(lv_2r3)

1. Démontrer Vect (1, v) = Vect (u, v, w).

2. Justifier que
F::{(x,y,z)ER3 D X+2y+2z=0}

est un sous-espace vectoriel de R3,

3. Démontrer que F = Vect (u, v).

EXERCICE TD18.5 (SUPPLEMENTAIRES D’UN HYPERPLAN DE R")

n
Soient n€ N*, (ay,...,an) € R" tel que ) ai =1let
k=1

n
Hsz{(xl,...,xn)eR” Y akxkzo}
k=1

1. Justifier que H est un sous-espace vectoriel de R”.

2. Démontrer que pour tout u = (uy, ..., uy) € R \ {Ogn}

R"=HeVect(u) < u¢H
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EXERCICE TD18.6 (DE LA LIBERTE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DE C3 DEPENDANT D’UN PARAMETRE)
Soient me C et
_ _ 2 2 _ 2 2
u=1mm) , v=(ml+m"2m°) et w=(m2m°,1+m°)

1. Soit A € .#3(C) la matrice dont les vecteurs colonnes sont u', v" et w'. Quel lien existe-t-il entre la liberté de la
famille (u, v, w) et 'inversibilité de la matrice A?
2. Pour quelles valeurs de m la famille (u, v, w) est-elle libre?

3. Pour chacune des valeurs de m telle que la famille (u, v, w) est liée, exprimer un des vecteurs u, v, w comme combi-
naison linéaire des deux autres.

EXERCICE TD18.7 (EQUATION CARTESIENNE ET SUPPLEMENTAIRES D’UN HYPERPLAN DE R?)
Soient
u:=(21,1,1) , v:=(1,-1,2,1) , w:=(1,3-1,2)
et H:=Vect(u, v, w).
1. Démontrer que la famille (u, v, w) est libre.

2. Soit b = (b1, b2, b3, by) € R*. Donner une condition nécessaire et suffisante sur b pour que le systeme
xX-u+y-v+z-w=>b

d’inconnue (x, y,2) € R® possede une solution.
3. Déduire de Q2 un triplet (a, B,7,9) € R*\ {(0,0,0,0)} tel que

H={(x,y,z,t) eR* : ax+Py+yz+5t=0} [ ax+ By+yz+6t =0 est une équation cartésienne de H|

4. Posons e4 :=(0,0,0,1). Démontrer que, pour tout (1, s, f) € R3, Vect(es+r-u+s-v+t-w)estun supplémentaire de
H dans R%.

5. Décomposer tout vecteur (x, ¥, z, t) € R* dans la somme directe R* = H @ Vect (e4).

§ 2. ESPACES VECTORIELS DE MATRICES

EXERCICE TD18.8 (COMMUTANT D’UNE MATRICE)
Soient n e N*, Ae 4, (K) et
CA):={MeM,K) : AM=MA}
1. Démontrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de .4, (K).

2. Soient dy,...,d; des scalaires deux-a-deux distincts et

n
A=) d;i-E;
i=1

Démontrer C(A) = 2, (R) et en donner une base.

EXERCICE TD18.9 (MATRICES CIRCULANTES)
Soient n € N>, et J € 4,(K) la matrice définie par

1 siie[l,n-1letj=i+1
V(,jell,nl* Ulj={ 1 sii=netj=1
0 sinon
Représenter la matrice J.
Soit A € ./, (R). Comment s’obtiennent simplement les matrices AJ et JA?
Calculer, pour tout k € N, J¥.

Démontrer que la famille (J¥) .. ,_, €st une famille libre.

o e W=

On appelle matrice circulante toute combinaison linéaire de la famille (J k) kefo,n—1)- Démontrer que le produit de
deux matrices circulantes est circulante.
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S 3. ESPACES VECTORIELS DE SUITES

EXERCICE TD18.10 (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2)
Démontrer que
F:={(tn)pen €RY : VREN  1yio = TUpsy — 10Uy}

est un sous-espace vectoriel de RN et en donner une base.

EXERCICE TD18.11 (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 3)
Soit
Fi={(un)nen€CN : VREN 1yi3 =1y}

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de CN.

2. Detern'nner trois nombres complexes non nuls 7o, r1, 72 tels que les suites géométriques ('), cx (1) en €€ (73) e
appartiennent a F.

3. Démontrer que la famille

F = ((rg) pen» (1) nen» (12) nen)

est libre.

4. Démontrer que 'application
f F — c
(Un)pen — (U, U1, Up)

est bijective.

5. ATaide de Q4 et d'un raisonnement par analyse-synthése, démontrer que la famille & est génératrice de F.

S 4. ESPACES VECTORIELS DE POLYNOMES

EXERCICE TD18.12 (FAMILLE FORMEE PAR UN POLYNOME ET SES POLYNOMES DERIVES ITERES NON NULS)
Soient P € K[X]\ {Ok(x)} et n:= deg(P) € N. Démontrer que la famille

(P, P",...,P™)

est une base de K;, [ X].

EXERCICE TD18.13 (DE LA LIBERTE D’UNE FAMILLE DE POLYNOME)
Soient n € N* et a, b des éléments distincts de K. Pour tout k € [0, ], posons

Pri=(X—-a)" k. (X-p*

Démontrer que la famille (Py, ..., P,) estlibre.

EXERCICE TD18.14 (DE LA LIBERTE D’UNE FAMILLE DE POLYNOME)
Soient n € N* et, pour tout k € [0, n]

n
Pri=—(n+1)-XF+ Y x°
/=0

La famille (Py, ..., P;) est-elle libre?

EXERCICE TD18.15 (RECHERCHE D’UN SUPPLEMENTAIRE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DANS K[ X])
Soit A € K[X] un polynéme non constant.

1. Démontrer que
AK[X]:={PA : PeK[X]} [ensemble des multiples du polynome A|
est un sous-espace vectoriel de K[ X].

2. Déterminer un supplémentaire de F dans K[ X].
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S 5. ESPACES VECTORIELS DE FONCTIONS

EXERCICE TD18.16 (SOUS-ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS POLYNOMIALES DE DEGRE AU PLUS 2)
Notons

R -_— R 3
= : (a,b,0) €
E { x — ad+bx+c B (@DO R}
1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de RR.
2. Soient les quatre fonctions
R — R R — R R — R R — R
ol y — w1 My — x(x+1) By — x(x—-1) Bly —
La fonction f; est-elle combinaison linéaire de la famille (fy, f1, f2)?
3. Lafamille (fy, fi, f>) est-elle une famille génératrice de I’espace vectoriel F?
EXERCICE TD18.17 (DE LA LIBERTE DE FAMILLES DE FONCTIONS)
Soit n € N* et, pour tout k € [0, n]
R — . ::x i A|®— R R — R h |R — R
Xk X — T kL x — cos(kx) 8k x — sin(kx) klx — cosk(x)
0 six#k

La famille (¥ &) g0, €5t-elle libre? Méme question pour les familles (ft) e o, (8) keqo.ng € (k) keto,ni-

EXERCICE TD18.18 (AMPLITUDE ET PHASE)
Démontrer que

_J| R — R ) 2
F_{’ I — A-sin(t+¢) '(A’(p)ER}

est un sous-espace vectoriel de RR et en donner une base.

EXERCICE TD18.19 (SOUS-ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS « AFFINE X EXPONENTIELLE »)

Notons
. R — R . 5
F—{‘ ; (at+b)-et .(a,b)eR}

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de RR et en donner une base.

EXERCICE TD18.20 (UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS HOMOGRAPHIQUES)
Notons
R\{2} — R )
F:= b : (a,b) €R
fa,b x — at—— ( )
x—2
1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de & (R\ {2} ,R).
2. Donner une base 98 de E.

3. Soient (¢, d) € R% et
R\{2} — R
f cx+d

X —

x—2
Démontrer que f € F et donner ses coordonnées dans la base 28 de F déterminée en Q2.
4. Soient (a,b,n) e RxRxN* et
R\{2} — R
X — (x—2)”-f;y’2(x)

Démontrer que g € F et donner ses coordonnées dans la base 28 de F déterminée en Q2.
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EXERCICE TD18.21 (APPLICATIONS BORNEES)
Soit I un intervalle non vide de R. Démontrer que

B(I,R) :={f€ R’ : f estbornée sur I}

est un sous-espace vectoriel de R'.

EXERCICE TD18.22 (APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES)
Soit I un intervalle non vide de R. Une application f: I —— R est dite lipschitzienne sur I si

JkeR, Y yel’ [f@)-fW]<k [x-y|

f est k-lipschitzienne sur I

Démontrer que
Lip(I,R) := {f € R’ : f est lipschitzienne sur I}

est un sous-espace vectoriel de R’

EXERCICE TD18.23 (FONCTIONS CROISSANTES ET FONCTIONS A VARIATIONS BORNEES)
Soient des réels a, b tels que a < b. On pose

Cr(la, b],R) := {f(—: R*P . f est croissante sur [a, b]} et  VB(la,b],R):= {fe R%Y . 3(f, fo)eCr((a, bR f = fi —fg}

1. Lensemble Cr([a, b],R) est-il un sous-espace vectoriel de R(%??

2. Démontrer que I'ensemble V est un sous-espace vectoriel de R(%?],

EXERCICE TD18.24 (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCCH2)
Démontrer que

F::{fe%z(R,IR) : f”+\/§-f’+f:0}

est un sous-espace vectoriel de R® et en déterminer une base.

EXERCICE TD18.25 (ENSEMBLES SOLUTION DE DEUX EDLCCH?2)
Soient
Fi:={fe€¢*RR : f'=f} et F:={fe€’RR) : f"-2-f'+f=0}
1. Démontrer que F; et F, sont des sous-espaces vectoriels de €2 (R, R).

2. Déterminer une base de F; N F», Fy, F> et F1 + F».

§ 6. ESPACES VECTORIELS ABSTRAITS

EXERCICE TD18.26 (SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR LE COMPLEMENTAIRE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de Eet A:= E\F.

1. Justifier que A n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

2. Quel est le sous-espace vectoriel engendré par A?

EXERCICE TD18.27 (COMPLEMENTAIRE D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL UNION SINGLETON FORME DU VECTEUR NUL)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel. Soit F un sous-espace vectoriel de E distinct de {0z} et de E. Démontrer que
G:= (E\ F)u{0g} n'est pas un sous-espace vectoriel de E.

EXERCICE TD18.28 (REDUCTION DU NOMBRE DE VECTEURS D’UNE FAMILLE GENERATRICE D’UN ESPACE VECTORIEL)
n

Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel, n € N*, (x1,...,x,) € E", (A1,...,A,) e K" telque A, #0 et y; := Z A - Xi. Démontrer
k=1

Vect ((x1,...,X,)) = Vect ((y1, X1, ..., Xn))
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EXERCICE TD18.29 (TRANSFORMATION D’UNE FAMILLE LIBRE EN UNE FAMILLE LIBRE)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel.

1. Soient n € N*, (uy, Uy, ..., u,) € E™ une famille libre et A = (a,-,j) € 4 (K). Démontrer que la famille

n n n
.— n
Fi=|Y anj-uj, Y aj-uj,..., Y anj-uj|€E
j=1 j=1 j=1

est libre si et seulement si la matrice A est inversible.

2. Soit (uy, u, usz) € E® une famille libre. La famille
(u1+u2, u2+u3,2-u1+u2+u3)

est-elle libre?

EXERCICE TD18.30 (REUNION DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE VECTORIEL)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel et F;, F, deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer que F; UF, est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si F} ¢ F» ou F» c Fj.

EXERCICE TD18.31 (REUNION FILTRANTE DE SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE VECTORIEL)
Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel, I un ensemble non vide et (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que

V(i,j)el* 3kel F;cFretFjcFy

Démontrer que la réunion |_J F; est une sous-espace vectoriel de E.
i€l

EXERCICE TD18.32 (D’UNE BASE SUR C A UNE BASE SUR R)
Soit (E, +,-) un C-espace vectoriel. En restreignant la multiplication par un scalaire sur E de C a R, on définit I'application

) RxE — E
R Au) — Au

Le triplet (E, +,-r ) est alors un R-espace vectoriel. Démontrer que si le C-espace vectoriel (E, +,-) possede une base finie
B := (U1, uy, ..., uy) alors
Br = (Ui, Uy ..., Uup) #0 Ui -Upy..., 1 Up)

est une base du R-espace vectoriel (E, +, ‘R ).

EXERCICE TD18.33 (SOMME DIRECTE INDUITE)
Soient (E, +, - ) un K-espace vectoriel. Soient F, G, H des sous-espaces vectoriels de E tels que F c H et E = F&G. Démontrer
que H=Fe& (GN H).

EXERCICE TD18.34 (D’UNE SOMME A UNE SOMME DIRECTE)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel. Soient F, G des sous-espaces vectoriels de E et H un supplémentaire de F N G dans
G.Démontrerque F+G=Feo H.
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