Lycée Henri Poincaré MP2I 2223

David Blottiére

FEUILLE D’EXERCICES N°17

ANALYSE ASYMPTOTIQUE

EXERCICE TD17.1 (DL D’UN POLYNOME A TOUT ORDRE EN UN POINT REEL)
Soient P € R[X] un polyn6éme de degré d > 1, a € R et n € N. Jusitifier que la fonction

R — R

d
Pl — Sippest
k=0

possede un DL, (a) et expliciter ce dernier.

EXERCICE TD17.2 (COMPOSITION D’UN DL PAR LA DROITE : FONDEMENT)
Soient I, J des intervalles ouverts de R contenant 0, n € N et deux fonctions f: I R g:J

possede un DL, (0), i.e. il existe (ag,ay,...,a,) € R™! tel que

n
f) = Y ap-xF+o(x")
=0 o

et que g(x) — 0. Démontrer que la fonction f o g est définie sur un voisinage de 0, puis que
X—

n

Fe) = 3 ar- (g +o(gn")

—0 k=0

EXERCICE TD17.3 (COMPOSITION D’UN DL PAR LA DROITE : EXEMPLE)
Al’aide d’'une composition d'un DL par la droite (cf. exercice TD17.2), démontrer

2

sin() - - 1+x+x—+o(x3)
0 2

e

Xx—

EXERCICE TD17.4 (DL DE LA FONCTION Arcsin A TOUT ORDRE)

1) Soit n€N.ATl'aide d'une composition d'un DL par la droite (cf. exercice TD17.2), démontrer

1 noo2k)!

1—x2 xio Z

. 2n+1)
fr 22k . (k|)2

o(x

1) Soit n € N. En déduire que la fonction Arcsin posséde un DL, 2 (0) et expliciter ce dernier.

EXERCICE TD17.5 (PRODUIT DE DEUX DL)
1) Démontrer
3
x
e¥cos(x) = 1+x——+o(x°
( )x 0 3 ( )

—

2) Donner un équivalent de e* - cos(x) — 1 — x lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.6 (PRODUIT DE DEUX DL)

1) Démontrer
2 ;CS JC4 4
si In(1 + = - — 4+ —4o0
in(x) - In( X) o X > (x )

2) Donner un équivalent de sin(x) -In(1 + x) lorsque x tend vers 0.
3) Démontrer
1+x x*
sin(x)-ln(—) = 2-x*+=—+0(x°)
1 x—0 3

R. On suppose que f
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EXERCICE TD17.7 (PRODUIT DE DEUX DL)

Démontrer

x* X

—si (-1 = —+=+—-x%+0(x"
(x=sin()-(e"=1) = "=t o+ o(x®)

EXERCICE TD17.8 (PUISSANCE D’UN DL)
Donner le DLg(0) de
f: x— sin®(x)

EXERCICE TD17.9 (COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL4(0) de
f: x— sin(tan(x))

EXERCICE TD17.10 (COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL4(0) de
[ x— exp (Arcsin(x))

EXERCICE TD17.11 (COMPOSITION DE DEUX DL)

Donner le DL4(0) de
firx—V1+sin(x)

EXERCICE TD17.12 (COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le D1, (0) de

frx—\/1+V1+x

EXERCICE TD17.13 (COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL4(0) de
f: x— exp(cos(In(cos(x))))

EXERCICE TD17.14 (COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL3(0) de
f: x— Arctan (2 -sin(x))

EXERCICE TD17.15 (COMPOSITION D’UN NOMBRE FINI DE DL)
Soit n € N*. Donner le DLg(0) de la fonction
fn:=tanotano...otan
—

n fois

EXERCICE TD17.16 (COMPOSITION ET PRODUIT DE DEUX DL)
Donner le DLg(0) de
fix—In(1+x%) exp(x?)

EXERCICE TD17.17 (COMPOSITION ET PRODUIT DE DEUX DL)
Donner le DL4(0) de
1
frx— (Q+2x)Tx

EXERCICE TD17.18 (INVERSE D’UN DL ET COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL4(0) de

frx—

tan(x)
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EXERCICE TD17.19 (INVERSE ET QUOTIENT DE DL)
1) Alaide d’'une composition d'un DL par la droite (cf. exercice TD17.2), démontrer que la fonction

I 1
cos(x) T 1- (1 —cos(x))

g x—

possede un DL, (0) et expliciter ce dernier.
2) Démontrer

e* 2 x*
= 1+x+x°+=-x+=+o(x%
cos(x) x—o0 3 2
EXERCICE TD17.20 (QUOTIENT DE DL)
Donner le DL4(0) de la fonction
r In(1 + x)
X— —
1+x
EXERCICE TD17.21 (QUOTIENT DE DL)
Démontrer
V3+x 1 11
— = l+—(x-D-—(x-D*+o((x-1)?
YT+ x x—1 12 576

EXERCICE TD17.22 (QUOTIENT DE DL)

Démontrer
3

e*—1)-sin(x
e~ D sin() x2+?+2-x4+o(x4)

cos(2x) x—0

EXERCICE TD17.23 (QUOTIENT DE DL)

Démontrer 5

e*—1)-sin(x X
e~ D sin(x) x2+?+2-x4+o(x4)

cos(2x) xiO

EXERCICE TD17.24 (QUOTIENT ET COMPOSITION DE DEUX DL)
Donner le DL3(0) de la fonction

f: x»—»Arctan(

V3+x
1+x-vV3

EXERCICE TD17.25 (DA)
Donner un développement asymptotique a 4 termes en +oo de la fonction

frx— Vxt+x+1

EXERCICE TD17.26 (DA)
Donner un développement asymptotique a 2 termes en +oo de la fonction

s [ X2+ x+1
R e
xc+1

EXERCICE TD17.27 (PRIMITIVATION, DL ET DA)
Soit f la fonction définie par

xz 1
fix— f ——dt
x V14t
1) Donnerle DL;((0) de f.
2) Donner un développement asymptotique a 10 termes en +oo de la fonction f.
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EXERCICE TD17.28 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de )
sin(x) — x

x-In(1-x2)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.29 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de ) )

x In(1+x)
lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.30 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de )
1 ) (sm(x))
n

x2 X

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.31 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de

Vsin(x) — vx
sin(v/x) - vx

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.32 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de
e* —(cos(x) + x)

2
lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.33 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de
x3 - Arctan(x) — x*

cos(x?) -1

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.34 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de
Arctan(x) — sin(x)

Arcsin(x) — tan(x)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.35 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de

cos(x) —exp(T)

Arcsin (x3)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.36 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de

lorsque x tend vers 0.
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EXERCICE TD17.37 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de
sin?(x) + 2 - In(cos(x))

x2-(1-cos(2x))

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.38 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de ) )

sin(x) 1-cos(x)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.39 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de
x-(1+cos(x))—2-tan(x)

2-x—sin(x) —tan(x)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.40 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)

Ftudier la limite éventuelle de ) )

x2  Arcsin®(x)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.41 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 0)
Ftudier la limite éventuelle de \
2-(1=cos(x))-sin(x) —x3- V1-x2
sin®(x) — x5

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD17.42 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN 17)
Ftudier la limite éventuelle de

x* -1
ln(l—m)

lorsque x tend vers 17*.

EXERCICE TD17.43 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN +00)
Soit a > 0. Etudier la limite éventuelle de

3/3 2 V31

\/x +a-x+2—- Vx +1J

lorsque x tend vers +oo.

EXERCICE TD17.44 (ETUDE DE LA LIMITE EVENTUELLE D’UNE FONCTION EN +00)

Ftudier la limite éventuelle de
2 X 1 2x
w3 -[3) )
X X

lorsque x tend vers +oo.
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EXERCICE TD17.45 (REGLE DE UHOPITAL)
1) Soient a € Ret f, g deux fonctions définies et dérivables en a. On suppose que f(a) = g(a) =0 et g’(a) # 0. Démontrer

f@ _ f@
gx) x—a g'(a)

2) En déduire la limite éventuelle de
sin(x)

In(1+2x)

lorsque x tend vers 0.
3) Comment peut-on généraliser le résultat de Q12

EXERCICE TD17.46 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE 0)

Soit f la fonction définie par
1 1
f: f— t_ - =
el—-1 1t
1) Donner le domaine de définition de f.
2) Démontrer que cette fonction se prolonge par continuité en 0.

3) Le prolongement par continuité de f en 0 est-il dérivable en 0?

EXERCICE TD17.47 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE 0)

Soit f la fonction définie par
cos(x) 1

fro— Inl+x) x

On munit le plan d'un repére et on note % la courbe représentative de f.

1) Donner le domaine de définition de f.

2) Démontrer que cette fonction se prolonge par continuité en 0.

Dans la suite, On note (abusivement) f le polongement de f par continuité en 0.

3) Démontrer que la fonction f est dérivable en 0.

4) Déterminer la tangente J ala courbe € au point d’abscisse 0 et préciser la position relative de € et de 9 au voisinage

du point (0, f(0)).

EXERCICE TD17.48 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE 0)
Soit f la fonction définie par
Arctan(x) 1
fro——5 -7
sin”(x) X
On munit le plan d'un repére et on note % la courbe représentative de f.
1) Donner le domaine de définition de f.
2) Démontrer que cette fonction se prolonge par continuité en 0.
Dans la suite, On note (abusivement) f le polongement de f par continuité en 0.
3) Démontrer que la fonction f est dérivable en 0.
4) Déterminer la tangente 9y ala courbe € au point d’abscisse 0 et préciser la position relative de € et de 9 au voisinage
du point (0, £(0)).

EXERCICE TD17.49 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE 0)
Soit f la fonction définie par
R — R

f ( 1-x )
x +— Arctan
1+ x2

On munit le plan d'un repeére et on note € la courbe représentative de f.

1) Déterminer le D13 (0) de la fonction f.

2) Déterminer la tangente Jy ala courbe € au point d’abscisse 0 et préciser la position relative de € et de 9 au voisinage
du point (0, £(0)).

3) Donner lavaleur de f”(0) pour 7 € [0,3].
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EXERCICE TD17.50 (EXTREMUM LOCAL)

Soient 7 € N*, I un intervalle non vide, a un point de I qui n’est pas une extrémité (point intérieur a I), f: I —— R une
fonction de classe €” sur I telle que, pour tout k € [0,n—1], f(k) (a)=0et f‘") (a) #0.

1) Déterminer un équivalent de f(x)— f(a) lorsque x tend vers a.

2) Déterminer une CNS sur n pour que la fonction f atteigne en a un extremum local.

EXERCICE TD17.51 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE +00)

Soit la fonction

B+2

x2-1

On munit le plan d'un repére et on note % la courbe représentative de f.

1) Donner le domaine de définition de la fonction f.

2) Déterminer une droite A asymptote a € au voisinage de +oo, puis préciser la position relative de € et A au voisinage
de +oo.

fix—

EXERCICE TD17.52 (ETUDE D’UNE FONCTION AU VOISINAGE DE +00)
Soit la fonction

1
frx— (x+ 1)‘exp(—1)
On munit le plan d'un repeére et on note % la courbe représentative de f.
1) Donner le domaine de définition de la fonction f.
2) Déterminer une droite A asymptote a € au voisinage de +oo, puis préciser la position relative de €6 et A au voisinage
de +oo.

EXERCICE TD17.53 (VALEURS DES DERIVEES ITEREES D’UNE FONCTION EN 0)

Soit la fonction
R — R
f x®
X —_— —_—
1+ x5

1) Justifier que la fonction f est de classe €*° sur R.
2) Calculer, pourtout n€N, f (),

EXERCICE TD17.54 (DL D’UNE FONCTION RECIPROQUE)

Soit la fonction
R — R

X — xX+x+1

f

1) Démontrer que la fonction f est bijective.

2) Démontrer que la fonction f~! est de classe € sur R.
3) DonnerleDL3(1) de f’l.

4) Donner un équivalent de f~!(x) lorsque x tend vers +oo.

EXERCICE TD17.55 (DL D’UNE FONCTION RECIPROQUE)

Soit la fonction
R — R

x — x-exp(x?)

f

1) Démontrer que la fonction f est bijective.
2) Démontrer que la fonction f~! est de classe € sur R.
3) Donnerle DL4(0) de 1.
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EXERCICE TD17.56 (DL D’UNE FONCTION RECIPROQUE)
Soit la fonction

Tow R
o123l
X — tan®(x) +3-tan(x)

1) Démontrer que la fonction f induit une bijection, notée g, de I'intervalle ] —z, 7 [ sur un intervalle I que I'on préci-
sera. 22

2) Démontrer que la fonction g~! est de classe € sur I.

3) Donnerle DL3(0) de g~ !.

EXERCICE TD17.57 (DA D’UNE SUITE D’ INTEGRALES)
Démontrer que

1 In(2) 1 . 1
Uy = f dx ~ 1-—+o0|— DA avec une précision de —
o 1+x" n—+oo n n n

EXERCICE TD17.58 (DA D’UNE SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE)
Soit (1) nen la suite définie par uy =0 et, pour tout n € N

Up+1 =\ Up + N2

1) Démontrer que, pourtoutneN, n—1< u, < n.

T
2) Démontrer que I'on a le DA avec la précision — suivant
n

EXERCICE TD17.59 (DA D’UNE SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE)
Soit (1) nen la suite définie par ©y =0 et, pour tout n € N

e ln

Unp+1 =
n+1

1) Démontrer que la suite (¢,) ,en+ converge vers 0.
1
2) Donner un développement asymptotique de u, avec la précision —.
n

EXERCICE TD17.60 (LEMME DE CESARO ET EQUIVALENT D’UNE SUITE RECURRENTE)
1)  Soit (1) nen une suite de nombres réels, qui converge vers une limite £. Démontrer

n
. Z U
k=1

¢ [lemme de Cesaro, cf. DS6]

S|

T
2) Démontrer que la suite () en définie par ug = 1 et, pour tout n € N

Ups1 = sin(uy,)

converge et préciser sa limite.

1 - .
=— — —g bossede une limite finie lorsque 7 tend vers +oo.
n+1 n

3) Démontrer qu'il existe un réel a tel que

4) En déduire un équivalent de u,,.
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EXERCICE TD17.61 (VITESSE DE CONVERGENCE D’UNE SUITE DEFINIE DE MANIERE IMPLICITE)
1) Démontrer que, pour tout n € N*, 'équation
x"+x%=1

d’inconnue x € R}, admet une unique racine, notée x,,.
2) Démontrer que la suite (x,),en+ converge et préciser ¢ :=lim u,,.
3) Déterminer un équivalent de x, — 4.

EXERCICE TD17.62 (DA A DEUX TERMES D’UNE SUITE DEFINIE DE MANIERE IMPLICITE)
1) Démontrer que, pour tout n > 2, 'équation
x"-nx+1=0

d’inconnue x € [0, 1], admet une unique racine, notée x,,.
2) Démontrer que la suite (x,),en+ converge et préciser ¢ :=lim u;,.
3) Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u;,.

EXERCICE TD17.63 (EQUIVALENT DE LA SOMME DES FACTORIELLES)
Démontrer

EXERCICE TD17.64 (EQUIVALENT DU PLUS GRAND COEFFICIENT BINOMIAL SUR UNE LIGNE)
Déterminer un équivalent de .
\n/2]

EXERCICE TD17.65 (EQUIVALENT D’UNE SOMME DE SERIE DE RIEMANN DIVERGENTE)

k+1
Soit @ €10, 1[. En encadrant, pour tout k € N*, 'intégrale f — d x, démontrer
kX

EXERCICE TD17.66 (EQUIVALENT D’UNE SOMME)
k+1

En encadrant, pour tout k € N*, I'intégrale f — dx, démontrer
k X

EXERCICE TD17.67 (UNE FONCTION PLATE EN 0)
Soit f la fonction définie par
R — R
0 six=0

1
exp(—?) six#0

1) Démontrer que, pour tout n € N, la fonction f est de classe €” sur R et qu'il existe (Py, k) € R[X] x N tel que

R — R
f(n) 0 six=0
X — 1 Pp(x) .
exp 2/ o Six#0

2) Justifier que, pour tout n € N, la fonction f posséde un DL, (0) et le préciser.

EXERCICE TD17.68 (DE LA NON-DERIVATION D’UN DL)
Démontrer que, si f est une fonction définie sur un intervalle I, dérivable sur I, admettant un DL, (a) ol (a, n) € I x N*,
alors sa dérivée f' n’admet pas nécessairement de DL,,_1 ().
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