
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

FEUILLE D’EXERCICES N°15

LIMITES, CONTINUITÉ DÉRIVABILITÉ

EXERCICE TD15.1 (BOULES, OUVERTS ET FERMÉS DE R)
Si x ∈ R et r > 0, on appelle boule ouverte de centre x et de rayon r la partie B(x,r ) de R définie par

B(x,r ) := {
y ∈ R :

∣∣y −x
∣∣< r

}=]x − r, x + r [ .

Une partie U de R est un ouvert si

∀x ∈U ∃rx > 0 B(x,rx) ⊂ U .

Une partie F de R est un fermé si son complémentaire R \ F est un ouvert.
1) Soient a ∈ R et r > 0. Démontrer que B(a,r ) est un ouvert.
2) Soit (Ui )i∈I une famille finie d’ouverts indexée par un ensemble I non vide. Démontrer que

⋃
i∈I

Ui est un

ouvert. En déduire un énoncé pour les intersections de fermés.
3) Soient x ∈ R et r > 0. Démontrer que la boule fermée de centre x et de rayon r définie par

B f (x,r ) := {
y ∈ R :

∣∣y −x
∣∣6 r

}= [x − r, x + r ] .

est un fermé.

4) Soient n ∈ N∗ et (Ui )i∈�1,n� une famille finie d’ouverts. Démontrer que
n⋂

i=1
Ui est un ouvert. En déduire

un énoncé pour les réunions finies de fermés.

5) Démontrer que l’intersection
+∞⋂
n=1

B

(
0,

1

n

)
d’ouverts n’est pas un ouvert.

6) Soit A une partie de R. Démontrer que la partie A est un fermé si et seulement si pour toute suite (an)n∈N

de points de A qui converge vers un réel `, le nombre ` appartient à A.
7) Démontrer que A := [0,1[ n’est ni un ouvert, ni un fermé.
8) Soient les parties A et B de R définies par

B := {x ∈ R : sin(x)6 cos(x)} et C := {x ∈ R : Arctan(x) < x cos(x)} .

Démontrer que B est un fermé et que C est un ouvert.
9) Soit f : R −−−→ R une fonction. Démontrer que f est continue sur R si et seulement si, pour tout ouvert
U de R, f −1(U ) est un ouvert de R. En déduire une caractérisation de la continuité de f via les fermés.

EXERCICE TD15.2 (FONCTION DÉFINIE SUR R+ NON MAJORÉE)
Soit f : R+ −−−→ R une fonction non majorée sur [0,+∞[.
1) La fonction f a-t-elle nécessairement pour limite +∞ en +∞?
2) Construire une suite (un)n∈N ∈ [0,+∞[N telle que f (un) −−−→+∞.
3) On suppose de plus que la fonction f est continue sur [0,+∞[. Construire une suite (un)n∈N ∈ [0,+∞[N

telle que un −−−→+∞ et f (un) −−−→+∞.
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EXERCICE TD15.3 (FONCTION CROISSANTE, LIMITE À DROITE, LIMITE À GAUCHE)
Soient I un intervalle non vide et non réduit à un point, f : I −−−→ R une fonction croissante sur I et a un
point intérieur de I (il existe donc δ> 0 tel que [a−δ, a+δ]). Démontrer que les limites lim

a− f et lim
a+ f existent

et sont finies. Égalent-elles nécessairement f (a) ?

EXERCICE TD15.4 (FORME INDÉTERMINÉE 1∞)
Étudier la limite éventuelle de

(1+ sin(x))
1
x

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD15.5 (LIMITE ET TAUX D’ACCROISSEMENT)
1) Étudier la limite éventuelle de

ln
(
sin2(x)

)(π
2
−x

)2

lorsque x tend vers
π

2
.

2) Étudier la limite éventuelle de
Arcsin

(
x2 −x

)√
sin

(
x2

)
lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD15.6 (POSITIVITÉ LOCALE)
Soit f la fonction définie par

f

∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→ x2 +x +1

sin(x)+2
+ ex

2023
− 1

2
.

Justifier qu’il existe δ> 0 tel que
∃δ> 0 ∀x ∈ [−δ,δ] f (x) > 0 .

EXERCICE TD15.7 (CONTINUITÉ D’UNE FONCTION DÉFINIE PAR MORCEAUX)
Étudier la continuité de la fonction suivante.

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→


0 si x = 0 ;

sin
( 1

x

)
e

1
x +1

si x 6= 0 .

EXERCICE TD15.8 (CONTINUITÉ, RATIONNELS ET IRRATIONNELS)
Étudier la continuité de la fonction suivante.

f

∣∣∣∣ R −→ R
x 7−→ x2 1Q(x) + x 1R\Q(x) .
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EXERCICE TD15.9 (PROLONGEMENT PAR CONTINUITÉ ET FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES)

f1

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→ sin(x) sin

(
1

x

)
f2

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→ cos(x) cos

(
1

x

)

EXERCICE TD15.10 (PROLONGEMENT PAR CONTINUITÉ ET PARTIE ENTIÈRE)
Étudier le prolongement par continuité éventuel en 0 des deux fonctions suivantes.

f1

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→
⌊

1

x

⌋
f2

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→ x

⌊
1

x

⌋

EXERCICE TD15.11 (FONCTION PÉRIODIQUE AYANT UNE LIMITE EN +∞)
Soient T > 0 et f : R −−−→ R une fonction T -périodique qui possède une limite finie ` en +∞. Démontrer
que la fonction f est constante.

EXERCICE TD15.12 (POLYNÔME À COEFFICIENTS RÉELS DE DEGRÉ IMPAIR)
Soient n un nombre entier naturel impair et (ak )k∈�0,n−1� ∈ Rn . Démontrer que la fonction polynomiale

f

∣∣∣∣ R −→ R
x 7−→ xn +an−1xn−1 + . . .+a2x2 +a1x +a0

s’annule au moins une fois sur R.

EXERCICE TD15.13 (APPLICATION CONTINUE DE [0,1] DANS LUI-MÊME)
Soit une fonction f : [0,1] −−−→ [0,1] continue sur [0,1]. Démontrer que f possède un point fixe.

EXERCICE TD15.14 (ÉGALITÉ DE DEUX FONCTIONS EN VALEUR ABSOLUE)
Soient a < b des réels, f : [a,b] −−−→ R et g : [a,b] −−−→ R des applications continues sur ]a,b[. On suppose
que

∣∣ f
∣∣= ∣∣g ∣∣ et que, pour tout x ∈]a,b[, f (x) 6= 0. Démontrer f = g ou f =−g .

EXERCICE TD15.15 (CONTINUITÉ ET BARYCENTRE DE DEUX POINTS)
Soient p, q deux nombres réels strictement positifs et f : [0,1] −−−→ R une fonction continue sur [0,1] telle
que f (0) 6= f (1). Démontrer que

∃c ∈ ]0,1[ p f (0)+q f (1) = (p +q) f (c) .

EXERCICE TD15.16 (FONCTION CONTINUE SUR R AVEC LIMITE +∞ EN LES INFINIS)
Soient f : R −−−→ R une fonction continue sur R telle que f (x) −−−−−→

x→+∞ +∞ et f (x) −−−−−→
x→−∞ +∞. Démontrer

que f possède un minimum sur R.

EXERCICE TD15.17 (FONCTION CONTINUE SUR [0,1] ET VALEURS ANTIPODALES ÉGALES)
Soit f : [0,1] −−−→ R une fonction continue sur [0,1] telle que f (0) = f (1). Démontrer que

∃c ∈
[

0,
1

2

]
f (c) = f

(
c + 1

2

)
.
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EXERCICE TD15.18 (ÉQUATION FONCTIONNELLE ET CONTINUITÉ)
Soit f : R −−−→ R une fonction continue en 0 telle que

∀ (u, v) ∈ R2 f (u + v) = f (u)+ f (v) .

1) Démontrer que f est continue sur R.
2) Démontrer que, pour tout r ∈ Q, f (r ) = r f (1).
3) En déduire que, pour tout x ∈ R, f (r ) = x f (1).

EXERCICE TD15.19 (POINT FIXE ET DIRECTION ASYMPTOTIQUE)

Soit f : R+ −−−→ R+ continue sur R+ telle qu’il existe `< 1 vérifiant
f (x)

x
−−−−−→
x→+∞ `. Démontrer que f possède

un point fixe.

EXERCICE TD15.20 (FONCTION PÉRIODIQUE CONTINUE)
Soient T > 0 et f : R −−−→ R une fonction T -périodique.
1) La fonction f est-elle nécessairement majorée (resp. minorée) sur R ?
2) On suppose de plus que la fonction f est continue sur R. Démontrer qu’alors la fonction f admet un
minimum et maximum global (i.e. sur R).

EXERCICE TD15.21 (MONOTONIE ET CONTINUITÉ)
Soit une fonction f : R+ −−−→ R une fonction croissante telle que la fonction

g

∣∣∣∣∣∣
R>0 −→ R

x 7−→ f (x)

x

est décroissante.
1) Démontrer que la fonction g est continue sur R>0.
2) La fonction f est-elle continue sur R+ ?

EXERCICE TD15.22 (LIMITES AVEC PARAMÈTRES)
1) Soient des réels a et b. Étudier la limite éventuelle de

ln
(x +a

x +b

)
sin

( x +a

x2 +b2

)
lorsque x tend vers +∞.
2) Soient des réels strictement positifs a,b et c. Étudier la limite éventuelle de(

a
1
x +b

1
x + c

1
x

3

)x

lorsque x tend vers +∞.
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EXERCICE TD15.23 (DÉRIVABILITÉ ET INVERSE)
1) Soit a ∈ R∗. Démontrer que la fonction inverse

inv

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→ 1

x

est dérivable en a avec pour nombre dérivée inv′(a) =− 1

a2
.

2) Soient I un intervalle non vide et non réduit à un point et x0 ∈ I . Soit f : I −−−→ R une fonction qui ne
s’annule pas en x0 et qui est dérivable en x0. Justifier que

∃δ> 0 ∀x ∈ [x0 −δ, x0 +δ]∩ I f (x) 6= 0

puis que la fonction

g

∣∣∣∣∣∣
[x0 −δ, x0 +δ]∩ I −→ R

x 7−→ 1

f (x)

est dérivable en x0 avec comme nombre dérivé g ′(x0) =− f ′(x0)

f 2(x0)
.

EXERCICE TD15.24 (COMPOSITION DE DEUX DL1)
Soient I , J deux intervalles de R, a ∈ I , f : I −−−→ R une fonction telle que f (I ) ⊂ J et g : J −−−→ R une
fonction. On suppose que f possède un DL1 en a, i.e. qu’il existe (α0,α1) ∈ R2, δ1 > 0 et ε1 ∈ R[a−δ1,a+δ1] tels
que

ε1(x) −−−→
x→a

0 et ∀x ∈ I ∩ [a −δ1, a +δ1] f (x) =α0 +α1(x −a)+ (x −a)ε1(x)

et que g possède un DL1 en f (a), i.e. qu’il existe (β0,β1) ∈ R2, δ2 > 0 et ε2 ∈ R[ f (a)−δ2, f (a)+δ2] tels que

ε2(y) −−−−−→
y→ f (a)

0 et ∀ y ∈ J ∩ [ f (a)−δ2, f (a)+δ2] g (y) =β0 +β1(y − f (a))+ (y − f (a))ε2(y) .

1) Justifier qu’il existe δ ∈ ]0,δ1] tel que

∀x ∈ I ∩ [a −δ, a +δ] f (x) ∈ J ∩ [ f (a)−δ2, f (a)+δ2] .

2) Déterminer (γ0,γ1) ∈ R2 et ε ∈ R[a−δ,a+δ] tel que

ε(x) −−−→
x→a

0 et ∀ ∈ I ∩ [a −δ, a +δ] g ( f (x)) = γ0 +γ1(x −a)+ (x −a)ε(x) .

EXERCICE TD15.25 (DÉRIVABILITÉ D’UNE FONCTION)
Déterminer l’ensemble D′ des points de R où la fonction f suivante est dérivable et calculer, pour tout
x ∈D′, f ′(x).

f

∣∣∣∣ R −→ R
x 7−→ 1−cos

(p|x|) .
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EXERCICE TD15.26 (AJUSTEMENT DE PARAMÈTRES ET CARACTÈRE C 1)
Déterminer a ∈ R et x0 > 0 pour que la fonction f suivante soit de classe C 1 sur R∗+.

f

∣∣∣∣∣∣
R∗+ −→ R

x 7−→
{

a
p

x si x < x0

x2 +12 si x > x0 .

EXERCICE TD15.27 (DÉRIVABILITÉ D’UNE FONCTION DÉFINIE PAR MORCEAUX)
Déterminer l’ensemble D′ des points de R où la fonction f suivante est dérivable et calculer, pour tout
x ∈D′, f ′(x).

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→


cos
(p

x
)

si x > 0
1 si x = 0

ch
(p−x

)
si x < 0

EXERCICE TD15.28 (DÉRIVÉES ITÉRÉES DU CARRÉ DE LA FONCTION Arcsin)
Soit la fonction f définie par

f

∣∣∣∣ ]−1,1[ −→ R
x 7−→ Arcsin2(x) .

1) Démontrer que la fonction f est deux fois dérivable sur ]−1,1[ et qu’il existe quatre fonctions polyno-
miales P1,P2,P3,P4 telles que

∀x ∈ ]−1,1[ P1(x) f ′′(x)+P2(x) f ′(x)+P3(x) f (x)+P4(x) = 0 .

2) En déduire que la fonction f est indéfiniment dérivable sur ]−1,1[.
3) Déterminer, pour tout n ∈ N, une relation de récurrence entre f (n+2)(0) et f (n)(0).
4) En déduire, pour tout n ∈ N, la valeur de f (n)(0).

EXERCICE TD15.29 (CALCULS DE SOMMES ET NOMBRES DÉRIVÉES À DROITE EN 0)

Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn :=
2n∑

k=n

1

k
.

1) Démontrer que la suite (Sn)n∈N∗ converge. On note S la limite.
2) Soit f : [0,1] −−−→ R une fonction dérivable à droite en 0 telle que f (0) = 0. On pose λ := f ′

d (0) et, pour
tout n ∈ N∗

dn( f ) :=
2n∑

k=n
f

(
1

k

)
.

Démontrer que la suite
(
dn( f )

)
n∈N∗ est convergente, de limite λS.

3) Déterminer la valeur de S à l’aide de la fonction x 7−→ ln(1+x).

4) Démontrer que la limite lim
n→+∞

2n∑
k=n

sin

(
1

k

)
existe et déterminer sa valeur.

5) Démontrer que la limite lim
n→+∞

2n∑
k=n

sin2
(

1

k

)
existe et déterminer sa valeur.
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EXERCICE TD15.30 (SOMME ET MOITIÉ DU NOMBRE DÉRIVÉ EN 0)
Soit f : R −→ R une fonction dérivable sur R, telle que f (0) = 0.
1) Soit ε> 0. Démontrer que

∃N ∈ N ∀n > N ∀k ∈ �1,n� −ε k

n2
≤ f

(
k

n2

)
− f ′(0)

k

n2
≤ ε k

n2
.

2) En déduire que
n∑

k=1
f

(
k

n2

)
−→

n→+∞
f ′(0)

2
.

EXERCICE TD15.31 (CN POUR QU’UN POLYNÔME AIT UNE RACINE DANS ]0,1[ )

Soient n ∈ N∗, (ak )k∈�0,n� ∈ Rn+1 tel que
n∑

k=0

ak

k +1
= 0. Démontrer que la fonction f définie par

f

∣∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→
n∑

k=0
ak xk

s’annule au moins une fois sur ]0,1[.

EXERCICE TD15.32 (POLYNÔME À COEFFICIENTS RÉELS SCINDÉ SUR R)

Soient n ∈ N>2, (ak )k∈�0,n� ∈ Rn+1 tel que an 6= 0 et P :=
n∑

k=0
ak X k . On suppose que P possède n-racines réelles

α1, . . . ,αn deux-à-deux distinctes que l’on peut supposer rangées dans l’ordre croissant. Démontrer que le

polynôme P ′ =
n∑

k=1
kak X k−1 possède n −1 racines réelles deux-à-deux distinctes.

EXERCICE TD15.33 (SOLUTION D’UNE ÉQUATION POLYNÔME VS. EXPONENTIELLE)
Soit P un polynôme à coefficients réels. On considère l’équation

(E) : P (x) = ex

d’inconnue x ∈ R.
1) Montrer que l’équation (E) n’admet qu’un nombre fini de solutions.
2) Proposer un majorant du nombre de solutions de l’équation (E).

EXERCICE TD15.34 (NON ANNULATION DE LA DÉRIVÉE ET SIGNE CONSTANT)
Soit f : [0,1] −−−→ R dérivable sur [0,1], telle que f (0) = 0 et, pour tout x ∈ [0,1], f ′(x) 6= 0. Démontrer que f
garde un signe constant sur [0,1].

EXERCICE TD15.35 (UN PAS VERS LA CONVEXITÉ)
Soit f : R+ −−−→ R une fonction continue sur R+, dérivable sur R∗+, telle que f (0) = 0 et f ′ est croissante sur
R∗+. Démontrer que la fonction « pente en 0 », définie ci-dessous, est croissante sur R∗+.

g

∣∣∣∣∣∣
R∗+ −→ R

x 7−→ f (x)

x
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EXERCICE TD15.36 (AUTOUR DE LA NOTION D’ASYMPTOTE OBLIQUE)
Soit f : R∗+ −−−→ R une fonction dérivable sur R∗+ telle que x f ′(x) −−−−−→

x→+∞ 1. Démontrer que f admet une

limite ` ∈ R∪ {+∞} en +∞, puis que `=+∞.

EXERCICE TD15.37 (DIFFÉRENCE ENTRE DEUX PENTES EN UN POINT)
Soient deux réels a,b tels que a < b, f : [a,b] −−−→ R une fonction de classe C 1 sur [a,b] telle que f ′ est
dérivable sur ]a,b[. Démontrer

∃x ∈ ]a,b[ f (x)− f (a)− f (b)− f (a)

b −a
(x −a) = (x −a)(x −b)

2
f ′′(c) .

EXERCICE TD15.38 (SUITE RÉCURRENTE ET APPLICATION CONTRACTANTE)
Soit la fonction

f

∣∣∣∣∣∣
R∗ −→ R

x 7−→ 2+ 1

x2
.

1) Démontrer que I = [2,3] est stable par f .

2) Montrer que la fonction f est
1

4
-lipschitzienne sur I .

3) Démontrer que f possède un unique point fixe α sur I .
4) Soit (un) la suite définie par la donnée de u0 = 2 et la relation de récurrence

un+1 = f (un)

valable pour tout n ∈ N. Démontrer que (un) converge vers α et discuter la vitesse de convergence vers 0 de
la suite (un −α).
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