MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

FEUILLE D’EXERCICES N°15

LIMITES, CONTINUITE DERIVABILITE

EXERCICE TD15.1 (BOULES, OUVERTS ET FERMES DE R)
Si x e Retr >0, on appelle boule ouverte de centre x et de rayon r la partie B(x, r) de R définie par

Bx,r):={yeR: |y—-x|<r}=lx—rx+r[.
Une partie U de R est un ouvert si
VxeU 3dry>0 B(x,ry) cU.

Une partie F de R est un fermé si son complémentaire R\ F est un ouvert.
1) Soient a€Retr > 0. Démontrer que B(a, r) est un ouvert.

2) Soit (Uj) je; une famille finie d’ouverts indexée par un ensemble I non vide. Démontrer que U U; estun
iel

ouvert. En déduire un énoncé pour les intersections de fermés.

3) Soient x € Retr > 0. Démontrer que la boule fermée de centre x et de rayon r définie par

Bf(x,r):={y€eR: |y—x| <ri=lx-rx+r].

est un fermé.
n

4) Soient n € N* et (U;)eq, 5 une famille finie d’ouverts. Démontrer que ﬂ U; est un ouvert. En déduire
i=1
un énoncé pour les réunions finies de fermés.
+00

. . 1

5) Démontrer que l'intersection [ | B (0, —) d’ouverts n'est pas un ouvert.
n=1 n

6) Soit Aune partie de R. Démontrer que la partie A est un fermé si et seulement si pour toute suite (@) ,en

de points de A qui converge vers un réel ¢, le nombre ¢ appartient a A.
7) Démontrer que A:= [0, 1[ n’est ni un ouvert, ni un fermé.
8) Soient les parties A et B de R définies par

B:={x€eR : sin(x) < cos(x)} et C:={xeR : Arctan(x) < xcos(x)} .

Démontrer que B est un fermé et que C est un ouvert.
9) Soit f: R—— Rune fonction. Démontrer que f est continue sur R si et seulement si, pour tout ouvert
U deR, f~1(U) est un ouvert de R. En déduire une caractérisation de la continuité de f via les fermés.

EXERCICE TD15.2 (FONCTION DEFINIE SUR R, NON MAJOREE)

Soit f: Ry —— Rune fonction non majorée sur [0, +oo].

1) Lafonction f a-t-elle nécessairement pour limite +oo en +o0o?

2) Construire une suite (i4,,) nen € [0, +oo[N telle que fuy) +o00.

3) On suppose de plus que la fonction f est continue sur [0, +oo[. Construire une suite (¢,) zen € [0, +00]
telle que u,, —— +oo et f(u,) —— +oo.

N
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EXERCICE TD15.3 (FONCTION CROISSANTE, LIMITE A DROITE, LIMITE A GAUCHE)

Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point, f: I —— R une fonction croissante sur I et a un

point intérieur de I (il existe donc 6 > 0 tel que [a—9, a+d]). Démontrer que les limites l%lrp fet lilp f existent
a

et sont finies. Egalent-elles nécessairement f(a)?

EXERCICE TD15.4 (FORME INDETERMINEE 1°°)
FEtudier la limite éventuelle de :
(1+sin(x))=*

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE TD15.5 (LIMITE ET TAUX D’ACCROISSEMENT)

1) FEtudier la limite éventuelle de
In (sin?(x))

TT 2
z-+)
2
/4
lorsque x tend vers >

2) FEtudier la limite éventuelle de

Arcsin (x* — x)

sin (x?)
lorsque x tend vers 0.
EXERCICE TD15.6 (POSITIVITE LOCALE)
Soit f la fonction définie par
R — R
f +x+1 e 1

—

+ -=.
sin(x)+2 2023 2

Justifier qu'’il existe 6 > 0 tel que
36>0 Vxe[-06,0] f(x)>0.

EXERCICE TD15.7 (CONTINUITE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR MORCEAUX)
Etudier la continuité de la fonction suivante.

R — R
0 six=0;
f X — sin(1)
: six#0.
ex+1

EXERCICE TD15.8 (CONTINUITE, RATIONNELS ET IRRATIONNELS)
Etudier la continuité de la fonction suivante.

R — R
x — x*1g) + xTrig) .

f
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EXERCICE TD15.9 (PROLONGEMENT PAR CONTINUITE ET FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES)

R* — R R* — R

f f

X — sin(x)sin(l) X — cos(x)cos(l)
X X

EXERCICE TD15.10 (PROLONGEMENT PAR CONTINUITE ET PARTIE ENTIERE)
Etudier le prolongement par continuité éventuel en 0 des deux fonctions suivantes.

R* — R R* — R
1 1
X X

EXERCICE TD15.11 (FONCTION PERIODIQUE AYANT UNE LIMITE EN +00)
Soient T >0et f: R R une fonction T-périodique qui possede une limite finie ¢ en +oo. Démontrer
que la fonction f est constante.

EXERCICE TD15.12 (POLYNOME A COEFFICIENTS REELS DE DEGRE IMPAIR)
Soient n un nombre entier naturel impair et (ax) kefo,n—1] € R”. Démontrer que la fonction polynomiale

R — R
n n-1 2
X — X"+ap-1X +...+tBX"tarx+ a

f

s’annule au moins une fois sur R.

EXERCICE TD15.13 (APPLICATION CONTINUE DE [0, 1] DANS LUI-MEME)
Soit une fonction f: [0,1] [0,1] continue sur [0, 1]. Démontrer que f possede un point fixe.

EXERCICE TD15.14 (EGALITE DE DEUX FONCTIONS EN VALEUR ABSOLUE)
Soient a < b des réels, f: [a,b] —— Ret g: [a, b] —— R des applications continues sur ] a, b[. On suppose
que | f| = |g| et que, pour tout x €]a, bl, f(x) #0. Démontrer f = g ou f = —g.

EXERCICE TD15.15 (CONTINUITE ET BARYCENTRE DE DEUX POINTS)
Soient p, g deux nombres réels strictement positifs et f: [0,1] R une fonction continue sur [0, 1] telle
que f(0) # f(1). Démontrer que

dcel0, 1l pfO+gfM)=(p+qg flo.

EXERCICE TD15.16 (FONCTION CONTINUE SUR R AVEC LIMITE 400 EN LES INFINIS)

Soient f: R —— R une fonction continue sur R telle que f(x) > tooet fx)
X—+00 X——00

+o0o. Démontrer

que f posseéde un minimum sur R.

EXERCICE TD15.17 (FONCTION CONTINUE SUR [0,1] ET VALEURS ANTIPODALES EGALES)
Soit f: [0,1] —— R une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Démontrer que

dce

0,%] fo) :f(c+%) .
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EXERCICE TD15.18 (EQUATION FONCTIONNELLE ET CONTINUITE)
Soit f: R—— Rune fonction continue en 0 telle que

V(i v)eR? flu+v)=fw)+f(v).

1) Démontrer que f est continue sur R.
2) Démontrer que, pourtoutr €Q, f(r)=r f(1).
3) Endéduire que, pour tout x € R, f(r) = x f(1).

EXERCICE TD15.19 (POINT FIXE ET DIRECTION ASYMPTOTIQUE)

X
Soit f: Ry —— R, continue sur R* telle qu’il existe ¢ < 1 vérifiant M —
X x—+oo

¢.Démontrer que f possede

un point fixe.

EXERCICE TD15.20 (FONCTION PERIODIQUE CONTINUE)

Soient T >0 et f: R—— R une fonction T-périodique.

1) Lafonction f est-elle nécessairement majorée (resp. minorée) sur R?

2) On suppose de plus que la fonction f est continue sur R. Démontrer qu’alors la fonction f admet un
minimum et maximum global (i.e. sur R).

EXERCICE TD15.21 (MONOTONIE ET CONTINUITE)
Soit une fonction f: Ry R une fonction croissante telle que la fonction

R>0 I R
8| ., . &
X

est décroissante.
1) Démontrer que la fonction g est continue sur Rs.
2) Lafonction f est-elle continue sur Ry ?

EXERCICE TD15.22 (LIMITES AVEC PARAMETRES)
1) Soient des réels a et b. Etudier la limite éventuelle de

dten
. ( X+a
Sm(—x2+b2)

lorsque x tend vers +oo.
2) Soient des réels strictement positifs a, b et c. Ftudier la limite éventuelle de

a§+b%+c% ’
3

lorsque x tend vers +oo.
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EXERCICE TD15.23 (DERIVABILITE ET INVERSE)
1) Soit a € R*. Démontrer que la fonction inverse

R* —
inv

s|l—=

X [

est dérivable en a avec pour nombre dérivée inv'(a) = -—.
a

2) Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point et xg € I. Soit f: I —— R une fonction qui ne
s’annule pas en x et qui est dérivable en xy. Justifier que

16>0 Vxe[xg—0,x0+0InI f(x)#0

puis que la fonction

[XO—5,Xo+6]ﬂI — R
g p L
f(x)

f'(x0)

est dérivable en xy avec comme nombre dérivé g'(x) = —

f?(x0)

EXERCICE TD15.24 (COMPOSITION DE DEUX DL1)
Soient I, ] deux intervalles de R, a € I, f: ] —— R une fonction telle que f(I) c J et g: ] —— R une
fonction. On suppose que f possede un DLI en a, i.e. qu'il existe (g, a1) € R?, 81 > 0 et £; € R4+ te]g
que

sl(x)ﬁo et Vxelnla-01,a+61] f(x)=ap+a1(x—a)+(x—a)e;(x)

et que g possede un DL1 en f(a), i.e. qu'il existe (S, B1) € R%,6,>0eter € Rlf(@—02.f(@)+02] te]g que

£2(y) 0 et Vyenlf(a)=0z fla)+062] g)=Po+Pi1(y—f(a)+ (- fla)ex(y).

y=fla)
1) Justifier qu’il existe 6 €]0,01] tel que
Vxelnla-6,a+6] f(x)eIn[f(a)—b2, f(a)+62].
2) Déterminer (yo,71) € R? et £ € RI4794+9] te] que

e(x);»O et Velnla-6,a+6] g(f(x)=vo+71(x—a)+(x—a)e(x).

EXERCICE TD15.25 (DERIVABILITE D’UNE FONCTION)
Déterminer I'ensemble 2’ des points de R ot la fonction f suivante est dérivable et calculer, pour tout
xeD, f(x).
R — R
My — 1—cos(v1xl) .
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EXERCICE TD15.26 (AJUSTEMENT DE PARAMETRES ET CARACTERE €1)
Déterminer a € R et xo > 0 pour que la fonction f suivante soit de classe €' sur R%.

R® — R
f . { avx six<x

X*+12 six>x.

EXERCICE TD15.27 (DERIVABILITE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR MORCEAUX)
Déterminer I'ensemble 2’ des points de R ou la fonction f suivante est dérivable et calculer, pour tout
xeD', f'(x).
R — R
cos(vx) six>0
X — 1 six=0

ch(v/-x) six<0

EXERCICE TD15.28 (DERIVEES ITEREES DU CARRE DE LA FONCTION Arcsin)
Soit la fonction f définie par
1-1,1[ — R

X — Arcsin®(x).

f

1) Démontrer que la fonction f est deux fois dérivable sur ] — 1,1[ et qu’il existe quatre fonctions polyno-
miales P1, Py, P3, P4 telles que

Vxel-1,1[ Pi(x) f"(x) + Pa(x) f'(x) + P3(x) f(x) + P4(x) =0.

2) Endéduire que la fonction f est indéfiniment dérivable sur | -1, 1[.
3) Déterminer, pour tout n € N, une relation de récurrence entre f"+2(0) et £ (0).
4) En déduire, pour tout n € N, la valeur de £ (0).

EXERCICE TD15.29 (CALCULS DE SOMMES ET NOMBRES DERIVEES A DROITE EN 0)
2n 1

Pour tout n € N*, on pose Sp,:= ) =
k=n

1) Démontrer que la suite (S,) ,en+ converge. On note S la limite.
2) Soit f: [0,1] —— R une fonction dérivable a droite en 0 telle que f(0) = 0. On pose A := f7(0) et, pour
toutne N*

dn(f):= :;nnf(%) :

Démontrer que la suite (d,(f)), .- €st convergente, de limite AS.
3) Déterminer la valeur de S al’aide de la fonction x — In(1 + x).

2n
4) Démontrer que la limite lirP Z sin (—) existe et déterminer sa valeur.
n—+oo
k=n
2n 1
5) Démontrer que la limite lirP sin® (—) existe et déterminer sa valeur.
n—+oo
k=n
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EXERCICE TD15.30 (SOMME ET MOITIE DU NOMBRE DERIVE EN 0)
Soit f: R— Rune fonction dérivable sur R, telle que f(0) =0.
1) Soit € > 0. Démontrer que

k k k
ANeN Vn>=N VYke[l,n] —Eﬁsf(?)—f’(o)n—<g__

2) En déduire que

Xz:f(%) . f’(O).

=1 n—+oo 2

EXERCICE TD15.31 (CN POUR QU’UN POLYNOME AIT UNE RACINE DANS ]0,1[)
n
a
Soient n € N*, (ar)kejo,n) € R tel que Z kal = 0. Démontrer que la fonction f définie par
k=0
R — R
n
My — Y apxt
k=0

s’annule au moins une fois sur |0, 11.

EXERCICE TD15.32 (POLYNOME A COEFFICIENTS REELS SCINDE SUR R)

n
Soient 1 € N2, (ai) kefo.n; € R* tel que a, #0 et P:= Z apX*.on suppose que P possede n-racines réelles
k=0
ai,...,a, deux-a-deux distinctes que 'on peut supposer rangées dans I'ordre croissant. Démontrer que le

n
polynome P’ = Z kap X! possede n — 1 racines réelles deux-a-deux distinctes.
k=1

EXERCICE TD15.33 (SOLUTION D’UNE EQUATION POLYNOME VS. EXPONENTIELLE)
Soit P un polyndéme a coefficients réels. On considere I’équation

(E) : P(x)=¢€"

d’inconnue x € R.
1) Montrer que I’équation (E) n'admet qu'un nombre fini de solutions.
2) Proposer un majorant du nombre de solutions de 'équation (E).

EXERCICE TD15.34 (NON ANNULATION DE LA DERIVEE ET SIGNE CONSTANT)
Soit f: [0,1] —— R dérivable sur [0, 1], telle que f(0) = 0 et, pour tout x € [0, 1], f'(x) # 0. Démontrer que f
garde un signe constant sur [0, 1].

EXERCICE TD15.35 (UN PAS VERS LA CONVEXITE)
Soit f: Ry —— R une fonction continue sur R,, dérivable sur R}, telle que f(0) =0 et f” est croissante sur
R’ . Démontrer que la fonction « pente en 0 », définie ci-dessous, est croissante sur R .

R® — R
g x»_)f(x)
X
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EXERCICE TD15.36 (AUTOUR DE LA NOTION D’ASYMPTOTE OBLIQUE)
Soit f: R% R une fonction dérivable sur R telle que x f’(x)

limite £ € RU {+o0} en +oo, puis que ¢ = +oo.

1. Démontrer que f admet une

X—+00

EXERCICE TD15.37 (DIFFERENCE ENTRE DEUX PENTES EN UN POINT)
Soient deux réels a, b tels que a < b, f: [a, b] R une fonction de classe 6! sur [a, b] telle que f’ est
dérivable sur ] a, b[. Démontrer

_k-a)x-b)

fb)-fla
b—a (x 2

dxela,bl fx)-fla)- - a) .

EXERCICE TD15.38 (SUITE RECURRENTE ET APPLICATION CONTRACTANTE)
Soit la fonction

1) Démontrer que I = [2,3] est stable par f.
1
2) Montrer que la fonction f est —-lipschitzienne sur I.

3) Démontrer que f possede un unique point fixe a sur I.
4) Soit (u,) la suite définie par la donnée de 1y = 2 et la relation de récurrence

Unp+1 = f(up)

valable pour tout n € N. Démontrer que (u,) converge vers « et discuter la vitesse de convergence vers 0 de
la suite (u;, — a).



