MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

FEUILLE D’EXERCICES N°12

ARITHMETIQUE DANS Z

TD12.1. EXERCICE (PPCM DE DEUX ENTIERS CONSECUTIFS)  Calculer, pour tout ne N*, nv (n+1).
TD12.2. EXERCICE (DIVISIBILITE ET COEFFICIENTS BINOMIAUX)  Démontrer que, pour tout n € N*, (n+1)
divise (Zn)
n
TD12.3. EXERCICE (FACTORIELLE ET PRIMALITE RELATIVE)  Démontrer que, pour tout 7€ N* :
(n+D!+1 et n'+1
sont premiers entre eux.
TD12.4. EXERCICE (EQUATION DIOPHANTIENNE D’ORDRE 1 EN DEUX VARIABLES)  Résoudre I'équation :
51x+38y =112
d’inconnue (x, y) € Z2.
TD12.5. EXERCICE (EQUATION DIOPHANTIENNE D’ORDRE 1 EN DEUX VARIABLES)  Résoudre I’équation :
429x + 700y = 206
d’'inconnue (x, y) € Z2.
TD12.6. EXERCICE (DIVISIBILITE) Déterminer les entiers naturels n tels que n + 1 divise n%+1.
TD12.7. EXERCICE (PGCD DE DEUX FAMILLES D’ENTIERS)  Calculer, pour tout k€ Z, 2k +1) A 9k +1).

TD12.8. EXERCICE (PGCD ET PRIMALITE RELATIVE)  Soient a, b, ¢ trois entiers naturels non nuls. Démon-
trer :
anc=1 = anb=an o).

TD12.9. EXERCICE (PGCD ET PUISSANCES)  Soient a, b, n trois entiers naturels non nuls. Exprimer a” A b"
en fonction de a A b.

TD12.10. EXERCICE (RESTE D’UNE DIVISION EUCLIDIENNE) Déterminer le reste de la division euclidienne
de 57 3830 par 19.

. k
TD12.11. EXERCICE (FAMILLE DE NOMBRES DIVISIBLES PAR 19)  Démontrer que 19 divise 22 3, pour
tout k € N.

9
TD12.12. EXERCICE (DEUX DERNIERS CHIFFRES) Déterminer les deux derniers chiffres de 79
27
TD12.13. EXERCICE (cos(27/7) EST IRRATIONNEL)  Démontrer que cos (7) est racine du polynome :
P:=8X3+4X?>-4X-1

(1 2n N
et en déduire que cos - est irrationnel.
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% TDI12.14. EXERCICE (NOMBRES DE MERSENNE)  Pour tout n € N*, on définit le n-iéme nombre de Mer-
senne, noté M, par M,, = 2" — 1. Nous listons les douze premiers nombres de Mersenne ci-dessous.

M =1 M, =3 Mz=7 My =15 Ms =31 Mg =63
M; =127 Mg =255 Mg =511 Myp=1023 My =2047 My =4095
1. Soit n € N*. Démontrer que, si M, est premier, alors n est premier.
2. Donner un nombre premier p tel que M, n’est pas premier.
3. Soit (m,n) e N* tel que m < n.
(a) Démontrer que si m divise n, alors M,, divise M,,.

(b) On suppose que m ne divise pas n et on considére la division euclidienne de n par m :
n=q-m+r

ou (g,n) e N x [0, m—1]. Démontrer que M,, A M, = My, AN M.
4. Démontrer que, pour tout (m, n) € N*, M,, A M, = Myan.

TD12.15. EXERCICE (SOMMES DES DIVISEURS)  On note & I'’ensemble des nombres premiers et, pour tout
n € N*, Div(n) 'ensemble des diviseurs positifs de n, i.e. :

Div(n):={d e N* : d divise n} .
Nous nous proposons d’étudier la fonction « somme des diviseurs », notée o et définie par :

N* — N*
g n — Z d .
deDiv(n)

Par exemple, o(1) =1,0(6)=1+2+3+6=12eto(15) =1+3+5+15=24.
1. Démontrer que o(n)

+00.

2. Soient p € 22 et a € N*. Démontrer :
Div(p%) = {pk ke [[O,a:]]}
et en déduire une expression de o (p%) sans symbole sommatoire.
3. Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Démontrer que 'application :

r 'DiV(d)XDiV(b) — Div(ab)
(dy,d>) —  dido

est bien définie et bijective, puis que o (ab) = a(a)o (b).

4. Soit un entier n > 2. Démontrer que :

oln) = H

pePnDiv(n) p- 1

pUp(M+1 _ 1

% TD12.16. EXERCICE (FORMULE DE LEGENDRE)

1. Soit un entier n > 2. Démontrer que :

. S n
vp(n!):Khm Z {—J .

. k
too g1 LP

2. Quel est le nombre de zéros a la fin de I’écriture en base 10 de la factorielle de 2 023?



