
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

FEUILLE D’EXERCICES N°11

NOMBRES RÉELS ET SUITES NUMÉRIQUES

TD11.1. EXERCICE (UN CRITÈRE DE NULLITÉ POUR UN RÉEL) Soit x ∈ R+ tel que, pour tout ε ∈ R∗+, x 6 ε.
Démontrer que x est nul.

TD11.2. EXERCICE (CARRÉS DES DISTANCES À L’ORIGINE DES POINTS DE L’HYPERBOLE)
Soient H := {

(x, y) ∈R2 : x y = 1
}

et A := {
x2 + y2 : (x, y) ∈H

}
.

1. La partie A est-elle majorée ? Si oui, calculer sa borne supérieure.

2. La partie A est-elle minorée ? Si oui, calculer sa borne inférieure.

TD11.3. EXERCICE (DES BORNES SUPÉRIEURE ET INFÉRIEURES DES TERMES D’UNE SUITE HOMOGRAPHIQUE)

Soient a,b deux réels strictement positifs et A :=
{

a + b

n
: n ∈N∗

}
.

1. La partie A est-elle majorée ? Si oui, calculer sa borne supérieure.

2. La partie A est-elle minorée ? Si oui, calculer sa borne inférieure.

TD11.4. EXERCICE (DE LA BORNE SUPÉRIEURE D’UNE RÉUNION DE PARTIES DE R) Soient A et B deux
parties non vides et majorées de R. Démontrer que sup(A∪B) = max

{
sup(A),sup(B)

}
en justifiant l’existence

des trois bornes supérieures en cours d’étude.

? TD11.5. EXERCICE (UN THÉORÈME DE POINT FIXE) Soit f : [0,1] −−−→ [0,1] une application croissante.

1. Démontrer que A := {
x ∈ [0,1] : f (x)> x

}
admet une borne supérieure et que α := sup(A) ∈ [0,1].

2. Démontrer que f (α) =α. On pourra scinder l’étude en deux parties : α= 1 et α< 1.

TD11.6. EXERCICE (DU DIAMÈTRE D’UNE PARTIE BORNÉE DE R) Soit A une partie non vide et bornée de
R. Démontrer que E := {∣∣x − y

∣∣ : (x, y) ∈ A2
}

possède un sup et le calculer.

? TD11.7. EXERCICE (DE LA BORNE SUPÉRIEURE DE L’IMAGE D’UNE PARTIE PAR UNE BIJECTION CROISSANTE)
Soient f : R−−−→R une application strictement croissante et surjective, A une partie non vide et majorée de
R. Démontrer que f (A) admet une borne supérieure et la déterminer.

TD11.8. EXERCICE (DENSITÉ DE L’ENSEMBLE DES CUBES DE RATIONNELS)
Démontrer que A := {

r 3 : r ∈Q}
est dense dans R.

TD11.9. EXERCICE (SOMMES DES CHIFFRES D’UN ENTIER EN BASE 10) Pour tout n ∈ N∗, notons sn la
somme des chiffres de l’écriture décimale de n.

1. Démontrer que pour tout n ∈N∗, sn 6 9
(
log10(n)+1

)
.

2. Démontrer que la suite

(
sn+1

sn

)
n∈N∗

est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

3. Généraliser le résultat de Q2 de la base 10 à une base b > 2 quelconque.
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TD11.10. EXERCICE (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE SUITES) Étudier le comportement asympto-
tique des suites ci-dessous.

(a)
(

n
p

n
)

n∈N∗ (b)
(p

n2 +1−n
)

n∈N (c)
(p

n4 +n2 +1−n2
)

n∈N

(d) (ln(n)+ sin(n))n∈N∗ (e)
(
n sin

(
n2

)+2n
)

n∈N (f)
(
cos

(nπ

3

))
n∈N

(g)

(
1

n
cos

(nπ

3

))
n∈N∗

(h)
(
n

∣∣∣cos
(nπ

3

)∣∣∣)
n∈N

(j)

(
sin

(
nπ− 1

n

))
n∈N

TD11.11. EXERCICE (SUITE DE PRODUITS) Déterminer la limite de la suite (un)n∈N∗ de terme général

un = 1

n

n∏
k=1

(k +n)1/n .

TD11.12. EXERCICE (SUITE D’ENTIERS QUI CONVERGE) Soit (un)n∈N On suppose que, pour tout n ∈ N,
un ∈Z et que la suite (un)n∈N converge. Démontrer que la suite (un)n∈N est stationnaire.

? TD11.13. EXERCICE (EXTRACTION D’UNE SUITE DIVERGEANT VERS +∞) Soit (un)n∈N ∈ RN une suite non
majorée. Démontrer que l’on peut extraire de la suite (un)n∈N ∈RN une suite qui diverge vers +∞.

? TD11.14. EXERCICE (SUITE RÉELLE BORNÉE POSSÉDANT UNE UNIQUE VALEUR D’ADHÉRENCE) Soit (un)n∈N
une suite réelle bornée. On suppose que toutes les suites extraites de (un)n∈N qui convergent ont même limite.
Démontrer que la suite (un)n∈N converge.

TD11.15. EXERCICE (SUITES EXTRAITES DES TERMES D’INDICES PAIRS, IMPAIRS ET MULTIPLES DE 3)
Soit (un)n∈N ∈ RN. On suppose que les trois suites extraites (u2n)n∈N, (u2n+1)n∈N et (u3n)n∈N convergent. Dé-
montrer que la suite (un)n∈N converge.

? TD11.16. EXERCICE (RÈGLE DE CAUCHY ) Soit (un)n∈N une suite de nombres réels positifs. On suppose
qu’il existe ` ∈R+ tel que n

p
un −−−→ `.

1. Démontrer que, si `< 1, alors un −−−→ 0.

2. Démontrer que, si `> 1, alors un −−−→+∞.

3. Que peut-on dire si `= 1 ?

TD11.17. EXERCICE (SUITE ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE) Déterminer l’expression du terme général de
la suite (un)n∈N définie par u0 = 2 et la relation de récurrence un+1 = 3un +2, valable pour tout n ∈N.

TD11.18. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE LINÉAIRE D’ORDRE 2) Déterminer l’expression du terme général
de la suite (un)n∈N définie par u0 = 1, u1 = 2, et relation de récurrence un+2 = 3un+1 −2un , valable pour tout
n ∈N.

TD11.19. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE LINÉAIRE D’ORDRE 2) Déterminer l’expression du terme général
de la suite (un)n∈N définie par u0 = 0, u1 = 1 et la relation de récurrence un+2 = 6un+1 −9un , valable pour tout
n ∈N.

TD11.20. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE LINÉAIRE D’ORDRE 2 CACHÉE) Soit (un)n∈N une suite réelle telle
que u0 ∈R>0, u1 ∈R>0 et, pour tout n ∈N, un+2 =p

unun+1.

1. Exprimer, pour tout n ∈N, un en fonction de n.

2. Déterminer la limite éventuelle de (un)n∈N en fonction de u0 et u1.
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TD11.21. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE HOMOGRAPHIQUE) Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 0 et,

pour tout n ∈N, un+1 = un +1

3−un
.

1. Démontrer que, pour tout n ∈N, un < 1.

2. Étudier le comportement asymptotique de la suite (un)n∈N.

TD11.22. EXERCICE (DEUX ÉTUDES DE SUITES RÉCURRENTES)

1. Étudier la suite (un)n∈N définie par u0 ∈R et, pour tout n ∈N, un+1 =
1+u2

n

2
.

2. Étudier la suite (vn)n∈N définie par v0 = 0 et, pour tout n ∈N, vn+1 = 3−
√

vn

2
.

TD11.23. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE) Considérons la suite (un)n∈N telle que u0 ∈ R+ et, pour tout

n ∈N, un+1 =
√

n∑
k=0

uk . Déterminer une relation entre un+1 et un et étudier la limite de (un)n∈N.

TD11.24. EXERCICE (DEUX SUITES RÉCURRENTES CROISÉES) Considérons deux suites (xn)n∈N et (vn)n∈N
telles que 0 6 x0 6 7, 0 6 y0 6 7 et les relations de récurrence xn+1 = √

7− yn et yn+1 =p
7−xn valable pour

tout n ∈N. Étudier la convergence des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N.

TD11.25. EXERCICE (MOYENNE ET MOYENNE DES INVERSES) Soient u0 et v0 des nombres réels strictement

positifs. On pose, pour tout n ∈N, un+1 = 1

2

(
1

un
+ 1

vn

)
et vn+1 = un + vn

2
.

1. Démontrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont bien définies. Démontrer que les suites (un)n∈N et
(vn)n∈N sont adjacentes.

2. Calculer, pour tout n ∈N, wn := un vn , et en déduire la limite commune des suites (un)n∈N et (vn)n∈N.

TD11.26. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE ET APPLICATION CONTRACTANTE) Soient a,b des réels tels que
a < b. Soit f : [a,b] −−−→R de classe C 1 sur [a,b] telle que

• il existe k ∈ [0,1[ telle que pour tout x ∈ [a,b],
∣∣ f ′(x)

∣∣6 k ;

• pour tout x ∈ [a,b], f (x) ∈ [a,b].
[
l’intervalle [a,b] est stable par f

]
Soit (xn)n∈N une suite réelle définie par la donnée de x0 ∈ [a,b] et la relation de récurrence xn+1 = f (xn),
valable pour tout n ∈N.

1. Démontrer que l’application f est k-lipschitzienne, i.e. :

∀ (x, y) ∈ [a,b]2
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣6 k
∣∣x − y

∣∣ .

2. Démontrer que f possède un unique point fixe, i.e. qu’il existe un unique c ∈ [a,b] tel que f (c) = c.

3. Démontrer que, pour tout n ∈N, |xn − c|6 kn |x0 − c|.
4. En déduire que xn −−−→ c.
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TD11.27. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE ET APPLICATION 1-LIPSCHITZIENNE) Soient a,b des réels tels
que a < b. Soit f : [a,b] −−−→R de classe C 1 sur [a,b] telle que

• pour tout x ∈ [a,b],
∣∣ f ′(x)

∣∣6 1 ;

• pour tout x ∈ [a,b], f (x) ∈ [a,b].
[
l’intervalle [a,b] est stable par f

]
Soit (xn)n∈N une suite réelle définie par la donnée de x0 ∈ [a,b] et la relation de récurrence xn+1 = 1

2
(xn + f (xn)),

valable pour tout n ∈N.

1. Démontrer que l’application f est 1-lipschitzienne, i.e. :

∀ (x, y) ∈ [a,b]
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣6 ∣∣x − y
∣∣ .

2. Démontrer que, pour tout n ∈N∗, xn+1 −xn a le même signe que xn −xn−1.

3. En déduire que la suite (xn)n∈N converge vers un point fixe de f , i.e. que (xn)n∈N converge et que f (limun) =
limun .

TD11.28. EXERCICE (LE NOMBRE e EST IRRATIONNEL) Pour tout n ∈N, notons un =
n∑

k=0

1

k !
et vn = un + 1

n!
.

1. Démontrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes.

2. On admet que un −−−→ e. Démontrer que e ∈ R \Q. Indication. On pourra raisonner par l’absurde et

supposer que e peut s’écrire
p

q
avec p ∈N et q ∈N∗.

TD11.29. EXERCICE (CRITÈRE SPÉCIAL DES SÉRIES ALTERNÉES) Soit (un)n∈N une suite de nombres réels

positifs, convergeant vers 0. Pour tout n ∈N, on pose sn :=
n∑

k=0
(−1)k uk .

1. Étudier les suites (s2n)n∈N et (s2n+1)n∈N.

2. Conclure quant à la nature de la suite (un)n∈N.

3. Quel est la nature de la suite (wn)n∈N∗ définie par wn := 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
− 1

6
+ . . .+ (−1)n−1

n
?

TD11.30. EXERCICE (SOMME DES INVERSE DES COEFFICIENTS BINOMIAUX) Étudier la convergence de la

suite (un)n∈N définie par un =
n∑

k=0

1(n
k

) , pour tout n ∈N.
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Notations de Landau pour les suites

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels non nuls.

(1) On dit que un et vn sont équivalents et on note un ∼ vn si
un

vn
−−−→ 1.

(2) On dit que un est un « petit o » de vn et on note un = o(vn) si
un

vn
−−−→ 0.

(3) On dit que un est un « grand O » de vn et on note un = O(vn) si

(
un

vn

)
n∈N

est bornée.

�

Les notations de Landau ∼, o et O possèdent des propriétés agréables, cf. trois exercices suivants.
Cependant, on ne peut pas additionner les équivalents. En effet :

n2 +2n ∼ n2 +n et −n2 ∼−n2 mais 2n 6∼ n

TD11.31. EXERCICE (LA RELATION ∼ EST UNE RELATION D’ÉQUIVALENCE SUR (R∗)N) Soient (un)n∈N, (vn)n∈N
et (wn)n∈N trois suites de réels non nuls.

• Réflexivité Démontrer que un ∼ un .

• Symétrie Démontrer que, si un ∼ vn , alors vn ∼ un .

• Transitivité Démontrer que, si un ∼ vn et vn ∼ wn , alors un ∼ wn .

TD11.32. EXERCICE (PRODUITS ET QUOTIENTS D’ÉQUIVALENTS) Soient (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N et (dn)n∈N
quatre suites de réels non nuls telles que an ∼ bn et cn ∼ dn .

1. Démontrer ancn ∼ bndn .

2. Démontrer
an

cn
∼ bn

dn
.

TD11.33. EXERCICE (QUELQUES PROPRIÉTÉS DES « PETITS O » ET DES « GRANDS O ») Soient (un)n∈N,
(vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites de réels non nuls. Démontrer les assertions suivantes.

1. Si un = o(vn) et vn = o(wn) alors un = o(wn).
[
Transitivité des « petits o »

]
2. Si un = o(un) et vn = O(wn) alors un = o(wn).

3. Si un = O(vn) et vn = o(wn) alors un = o(wn).

4. Si un = O(vn) et vn = O(wn) alors un = O(wn).
[
Transitivité des « grands O »

]
TD11.34. EXERCICE (ÉCHELLES DE COMPARAISON POUR LES SUITES) Soient α> 0,β> 0 et q > 1.

1. Justifier lnα(n) = o
(
nβ

)
.

2. Justifier nα = o
(
qn

)
.

3. Démontrer qn = o(n!).
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TD11.35. EXERCICE (ÉQUIVALENTS DE SUITES) Donner un équivalent « simple » de un dans chacun des
cas ci-dessous.

(a) un = 2n +n9

3n −n2023
(b) un = 2022n +n!

n!+2023n
(c) un =

(
1−cos

(
1p
n

))
cotan

(
1

n5/2
ln

(p
n +1p
n −1

))

TD11.36. EXERCICE (ÉQUIVALENTS ET ENCADREMENT) Soient (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N trois suites de
réels non nuls. Soit (an)n∈N une suite de réels strictement positifs. On suppose que un ∼ an , wn ∼ an et, pour
tout n ∈N, un 6 vn 6 wn . Démontrer que vn ∼ an .

TD11.37. EXERCICE (ÉQUIVALENTS ET SIGNES) Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de nombres réels
non nuls telles que un ∼ vn . Montrer que un et vn ont même signe à partir d’un certain rang.

TD11.38. EXERCICE (QUESTIONS OUVERTES SUR LES ÉQUIVALENTS) Soient (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N et
(dn)n∈N quatre suites de réels non nuls.

? TD11.39. EXERCICE (SOMME DE DEUX TERMES CONSÉCUTIFS ET ÉQUIVALENTS) Soit (un)n∈N une suite

décroissante de nombres réels telle que un +un+1 ∼ 1

n
.

1. Démontrer que un −−−→ 0.

2. puis déterminer un équivalent de un .

TD11.40. EXERCICE (ÉQUIVALENTS ET SOMMES DE RIEMANN) Pour tout n ∈N∗, notons un =
n∑

k=1
sin

(
kπ

n

)
.

Démontrer que un ∼ 2n

π
.

TD11.41. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)

1. Soit n ∈N∗. Démontrer que la fonction :

fn

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ x5 +nx −1

s’annule une unique fois sur R, en un point noté un .

2. Démontrer que, pour tout n ∈N∗, un 6
1

n
.

3. Démontrer que un −−−→ 0.

4. Donner un équivalent « simple » an de un .

5. Donner un équivalent « simple » an −un .

TD11.42. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)

1. Démontrer que pour tout n ∈N>2, l’équation 1+ ln(x +n) = x admet une unique solution un ∈R>0.

2. Démontrer que la suite (un)n>2 est croissante.

3. Démontrer qu’à partir d’un certain rang, ln(n)6 un 6 n.

4. Déterminer un équivalent de un .
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TD11.43. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)

1. Soit n ∈N∗. Démontrer que l’équation tan(x) = x possède une unique solutionαn dans
]

nπ− π

2
,nπ+ π

2

[
.

2. Donner un équivalent « simple » βn de αn .

3. Exprimer γn := αn −βn en fonction de Arctan et αn , puis démontrer que
(
γn

)
n∈N possède une limite `,

qu’on déterminera.

4. Donner un équivalent « simple » γn .

TD11.44. EXERCICE (ÉQUIVALENTS DE SUITES) Donner un équivalent « simple » de un dans chacun des
cas ci-dessous.

(a) un = ch(n) (b) un = 1− th(n)

(c) un = n ln(ch(n)−1)

n2 +1
(d) un =

ln

(
1+ sin

(
1p
n

))
sh

(p
n −3

2n4 −1

)
sh

(
1

n2
− 1

n2
cos

(
1

n

))
Arctan

(
n3 +2

3n +1

)

TD11.45. EXERCICE (« PETITS O » ET DES « GRANDS O ») Démontrer les assertions suivantes.

(a)
n∑

k=1
sin2(31k +5) = O(n) (b)

n∑
k=1

(−1)k k3 = O
(
n4) (c)

n∏
k=1

e−k = o
(
e−n)

TD11.46. EXERCICE (SUITE RÉCURRENTE) Soit (un)n∈N la suite définie par u0 > 0 et, pour tout n ∈ N,

un+1 = un + 1

u2
n

.

1. Démontrer que un −−−→+∞.

2. Étudier le comportement asymptotique de la suite
(
vn := u3

n+1 −u3
n

)
n∈N.

3. En déduire un équivalent « simple » un .
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