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FEUILLE D’EXERCICES N°11

NOMBRES REELS ET SUITES NUMERIQUES

TD11.1. EXERCICE (UN CRITERE DE NULLITE POUR UN REEL)  Soit x € R, tel que, pour tout € € R}, x < €.
Démontrer que x est nul.

TD11.2. EXERCICE (CARRES DES DISTANCES A I’ORIGINE DES POINTS DE HYPERBOLE)
Soient #:={(x,y) eR? : xy =1} et A:={x*+y? : (x,y) € #}.

1. La partie A est-elle majorée? Si oui, calculer sa borne supérieure.

2. Lapartie A est-elle minorée? Si oui, calculer sa borne inférieure.

TD11.3. EXERCICE (DES BORNES SUPERIEURE ET INFERIEURES DES TERMES D’UNE SUITE HOMOGRAPHIQUE)

. . . b
Soient a, b deux réels strictement positifs et A := {a +—:neN";.
n

1. La partie A est-elle majorée? Si oui, calculer sa borne supérieure.

2. La partie A est-elle minorée? Si oui, calculer sa borne inférieure.

TD11.4. EXERCICE (DE LA BORNE SUPERIEURE D’UNE REUNION DE PARTIES DE R) Soient A et B deux
parties non vides et majorées de R. Démontrer que sup(AU B) = max {sup(A), sup(B)} en justifiant I'existence
des trois bornes supérieures en cours d’étude.

% TD11.5. EXERCICE (UN THEOREME DE POINT FIXE)  Soit f:10,1] —— [0, 1] une application croissante.

1. Démontrer que A:={x€[0,1] : f(x) > x} admet une borne supérieure et que « := sup(A) € [0, 1].

2. Démontrer que f(a) = @. On pourra scinder I'’étude en deux parties: a =leta < 1.

TD11.6. EXERCICE (DU DIAMETRE D’UNE PARTIE BORNEE DER)  Soit A une partie non vide et bornée de
R. Démontrer que E := {|x - y| s(x, )€ Az} posseéde un sup et le calculer.

% TD11.7. EXERCICE (DE LA BORNE SUPERIEURE DE I’IMAGE D’UNE PARTIE PAR UNE BIJECTION CROISSANTE)

Soient f: R R une application strictement croissante et surjective, A une partie non vide et majorée de
R. Démontrer que f(A) admet une borne supérieure et la déterminer.

TD11.8. EXERCICE (DENSITE DE ENSEMBLE DES CUBES DE RATIONNELS)
Démontrer que A:={r® : r € Q} est dense dans R.

TD11.9. EXERCICE (SOMMES DES CHIFFRES D’UN ENTIER EN BASE 10) Pour tout n € N*, notons s, la
somme des chiffres de I’écriture décimale de 7.
1. Démontrer que pour tout n € N*, s, <9 (log;,(n) +1).
Sn+1
Sn
3. Généraliser le résultat de Q2 de la base 10 a une base b > 2 quelconque.

2. Démontrer que la suite ( ) est bornée. Atteint-elle ses bornes?
neN*
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TD11.10. EXERCICE (COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE SUITES) Etudier le comportement asympto-
tique des suites ci-dessous.

@ (V7)o 0 (ViZ+i-n) © (Vitwi-n?)
nm
(d)  (n(n) +sin(n) pens () (msin(n?)+2n), (f) (cos(—))
3 neN
(g (l cos(ﬂ)) (h) (n ‘cos(ﬂ) ) ) (sin(nn—l))
n 3 /) en 3 neN 1)) neN
TD11.11. EXERCICE (SUITE DE PRODUITS) Déterminer la limite de la suite (u,),en+ de terme général
1 n
up=—[]k+m'".
N =1

TD11.12. EXERCICE (SUITE D’ENTIERS QUI CONVERGE) Soit (uy) ,en On suppose que, pour tout 7 € N,
un € Z et que la suite (u,) ,en converge. Démontrer que la suite (u,) ,en €St stationnaire.

* TDI11.13. EXERCICE (EXTRACTION D’UNE SUITE DIVERGEANT VERS +00)  Soit (14,) neny € RN une suite non
majorée. Démontrer que I'on peut extraire de la suite (u,,) ,eny € RN une suite qui diverge vers +oo.

% TD11.14. EXERCICE (SUITE REELLE BORNEE POSSEDANT UNE UNIQUE VALEUR D’ADHERENCE)  Soit (1) ;en
une suite réelle bornée. On suppose que toutes les suites extraites de (1) ,en qui convergent ont méme limite.
Démontrer que la suite (1) ,en CONvVerge.

TD11.15. EXERCICE (SUITES EXTRAITES DES TERMES D’INDICES PAIRS, IMPAIRS ET MULTIPLES DE 3)
Soit (1) en € RN. On suppose que les trois suites extraites (#2,) nen, (U2n+1) nen €t (Usn) nen cOnvergent. Dé-
montrer que la suite (u,) ,en CcOnverge.

* TDI11.16. EXERCICE (REGLE DE CAUCHY)  Soit () ,en une suite de nombres réels positifs. On suppose
qu’il existe ¢ € R, tel que */u;, l.

1. Démontrer que, si ¢ < 1, alors u, —— 0.
2. Démontrer que, si ¢ > 1, alors u,, —— +oo.

3. Que peut-ondiresi £ =172

TD11.17. EXERCICE (SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE)  Déterminer |'expression du terme général de
la suite (uy) ,en définie par uy = 2 et la relation de récurrence u,+1 = 3u, + 2, valable pour tout n € N.

TD11.18. EXERCICE (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2)  Déterminer I'expression du terme général
de la suite (uy)en définie par ug = 1, u; = 2, et relation de récurrence u,+2 = 3u,4+1 — 2uy,, valable pour tout
neN.

TD11.19. EXERCICE (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2)  Déterminer I'expression du terme général
de la suite (uy) ,en définie par ug =0, u; =1 et la relation de récurrence w12 = 6u,+1 —9uy,, valable pour tout
neN.

TD11.20. EXERCICE (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2 CACHEE)  Soit (¢4;) ,en une suite réelle telle
que up € Ry, U1 €R5p et, pourtout n €N, Uyi2 = JUpUpy-
1. Exprimer, pour tout n € N, u, en fonction de n.

2. Déterminer la limite éventuelle de (u;) ,en €n fonction de ug et u;.
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TD11.21. EXERCICE (SUITE RECURRENTE HOMOGRAPHIQUE)  Soit (i) ,en la suite définie par uy = 0 et,
Uup+1

pourtout n €N, U, = .
3 - un

1. Démontrer que, pour tout n €N, u, < 1.

2. Etudier le comportement asymptotique de la suite (i) ,en-

TD11.22. EXERCICE (DEUX ETUDES DE SUITES RECURRENTES)
2
1+ uy,
2
Un

2. Etudier la suite (v,,) ey définie par vy =0 et, pour tout n €N, v,,11 =3 — >

1. Etudier la suite (1) ,en définie par ug € R et, pour tout n €N, 1,1 =

TD11.23. EXERCICE (SUITE RECURRENTE) Considérons la suite (u,) ey telle que uy € R et, pour tout

n
neN, uyy1 = \/ Z uj. Déterminer une relation entre u,; et u, et étudier la limite de (¢;) en.
k=0

TD11.24. EXERCICE (DEUX SUITES RECURRENTES CROISEES)  Considérons deux suites (x;,) nen €t (Vn) nen
telles que 0 < xp < 7, 0 < yp < 7 et les relations de récurrence x,+1 = /7 — ¥ et Y41 = /7 — X, valable pour
tout n € N. Etudier la convergence des suites (X;) zen €t (Vn) neN-

TD11.25. EXERCICE (MOYENNE ET MOYENNE DES INVERSES)  Soient uy et vy des nombres réels strictement

.. 1(1 1 Up+ Uy
positifs. On pose, pour tout n €N, Uy 1 ==-[—+—|etvyy = ——.
2\u, vy 2

1. Démontrer que les suites (uy)en €t (Vn) neny SONt bien définies. Démontrer que les suites (1) ,en €t
(Vn) nen sont adjacentes.

2. Calculer, pour tout n € N, wy, := u,v,, et en déduire la limite commune des suites (1) ,en €t (V) nen-

TD11.26. EXERCICE (SUITE RECURRENTE ET APPLICATION CONTRACTANTE)  Soient a, b des réels tels que
a < b. Soit f: [a,b] —— R de classe €' sur [a, b] telle que

o il existe k € [0, 1] telle que pour tout x € [a, b], |f’(x)| <k;
* pour tout x € [a, b], f(x) € [a, b]. [l'intervalle [a, b] est stable par f]

Soit (x,)nen une suite réelle définie par la donnée de xy € [a, b] et la relation de récurrence x,.+1 = f(x,),
valable pour tout n € N.

1. Démontrer que 'application f est k-lipschitzienne, i.e. :
Vi, yela,bl?  |f)-fp|<k|x-y|.

2. Démontrer que f possede un unique point fixe, i.e. qu'il existe un unique c € [a, b] tel que f(c) = c.
3. Démontrer que, pour tout n € N, |x, — c| < k" |xo — c|.

4. En déduire que x,

C.
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TD11.27. EXERCICE (SUITE RECURRENTE ET APPLICATION 1-LIPSCHITZIENNE) Soient a, b des réels tels
que a < b. Soit f: [a, b] R de classe €' sur [a, b] telle que

* pourtout x € [a, D), | f'(0)| < 1;
e pour tout x € [a, b, f(x) € [a, b]. [l'intervalle [a, b] est stable par f]

1
Soit (x,) nen une suite réelle définie par la donnée de xj € [a, b] etlarelation de récurrence x4 = 5 (xn+ f(xn),
valable pour tout n € N.

1. Démontrer que I'application f est 1-lipschitzienne, i.e. :
Y,y ela,bl  |fx)-fy|<|x-y].

2. Démontrer que, pour tout n € N*, x,.1 — X, ale méme signe que x, — X,_1.

3. Endéduire que la suite (x,) ,en converge vers un point fixe de f, i.e. que (x,) ,en converge et que f(lim u,) =
lim u,,.

LA | 1
TD11.28. EXERCICE (LE NOMBRE ¢ EST IRRATIONNEL)  Pour tout n € N, notons u, = Z ﬁ etv,=u,+ —-
=0 k! n!

1. Démontrer que les suites (1) zen €t (V) nen SONt adjacentes.

2. On admet que u, —— e. Démontrer que e € R\ Q. Indication. On pourra raisonner par l'absurde et

supposer que e peut s'écrire p avecpeNetqeN*.
q

TD11.29. EXERCICE (CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES)  Soit (i) ,ey Une suite de nombres réels

n
positifs, convergeant vers 0. Pour tout n € N, on pose s, := Z -k U.
k=0

1. Etudier les suites (52,,) pen €t (827241) nen-
2. Conclure quant a la nature de la suite (¢5) en-

_1\n-1
(-1 2

1
3. Quel est la nature de la suite (w;,) ,en+ définie par w, :=1- -+ s +...+
n

1
2 3

1 1
4 5

TD11.30. EXERCICE (SOMME DES INVERSE DES COEFFICIENTS BINOMIAUX) Ftudier la convergence de la
no]
suite (uy) neny définie par u,;, = Z (T)’ pour tout n € N.
k=0 \f
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Notations de Landau pour les suites

Soient (uy) nen €t (V1) nen deux suites de réels non nuls.

u
(1) Ondit que uy et v, sont équivalents et on note u, ~ v, si =2 1.
Un

(2) Ondit que u, est un «petit o» de v, et on note u, = o (vy) si —Z _ .o
Un

Un

(3) Ondit que u, estun «grand O » de v, et on note u,, = O (v,) si ( ) est bornée.
neN

Un

Les notations de Landau ~, o et O possedent des propriétés agréables, cf. trois exercices suivants.
g% Cependant, on ne peut pas additionner les équivalents. En effet :

n2+2n~n2+net—n2~—n2ma152n74n

TD11.31. EXERCICE (LA RELATION ~ EST UNE RELATION D’EQUIVALENCE SUR ([R%*)N) Soient (¢5) nen, (Vn) nen
et (W) nen trois suites de réels non nuls.

e Réflexivité Démontrer que u, ~ Uy.
o Symétrie Démontrer que, si u, ~ vy, alors v, ~ uy.

o Transitivit¢é Démontrer que, si u, ~ v, et v, ~ wy, alors u, ~ wy,.

TD11.32. EXERCICE (PRODUITS ET QUOTIENTS D’EQUIVALENTS)  Soient (a;) nen, (Pn) nen, (€n) nen €t (dp) nen
quatre suites de réels non nuls telles que a,, ~ b, et ¢, ~ d,.

1. Démontrer a,,c,, ~ b, d;,.

. an, by
2. Démontrer — ~ —.
Cn n

TD11.33. EXERCICE (QUELQUES PROPRIETES DES « PETITS O » ET DES « GRANDS O ») Soient (1) zen,
(V) nen €t (W5) nen trois suites de réels non nuls. Démontrer les assertions suivantes.

1. Siu,=o0(v,) et v, =o0(w,) alors u, = o (w,). [Transitivité des « petits 0 »]

2. Siu,=o0(uy) etv, =0 w,) alors u, =o (wy,).
3. Siu, =0(v,) et v, =0 (wy) alors u,;, = o(wy).
4

. Siu, =0y, etv,=0(w,) alors u, =0 (w,). [Transitivité des «grands O »]

TD11.34. EXERCICE (ECHELLES DE COMPARAISON POUR LES SUITES)  Soienta >0,8>0et g > 1.
1. Justifier In®(n) = o (nf).
2. Justifier n* =o(q").

3. Démontrer q" = o (n!).
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TD11.35. EXERCICE (EQUIVALENTS DE SUITES)  Donner un équivalent « simple » de u,, dans chacun des
cas ci-dessous.

2" +nd b) 2022" + n! © (1 ( 1 )) . ( 1 | (\/ﬁ+1))
Up=—"—"—"— C Uy = —COS|— cotan n
"7 nl+20237 " N nd2 \yn-1

(@ up=

3n — p2023

TD11.36. EXERCICE (EQUIVALENTS ET ENCADREMENT)  Soient (¢4,,) nen, (Vn) nen €t (W) nen trois suites de
réels non nuls. Soit (a,) ,en une suite de réels strictement positifs. On suppose que u, ~ a,, w, ~ a, et, pour
tout neN, u, < v, < w,. Démontrer que v, ~ a,.

TD11.37. EXERCICE (EQUIVALENTS ET SIGNES) Soient (1) zen €t (V) nen deux suites de nombres réels
non nuls telles que u, ~ v,. Montrer que u, et v, ont méme signe a partir d'un certain rang.

TD11.38. EXERCICE (QUESTIONS OUVERTES SUR LES EQUIVALENTS) Soient (a;) nen, (b)) nens (Crn)nen €t
(d,) nen quatre suites de réels non nuls.

TD11.39. EXERCICE (SOMME DE DEUX TERMES CONSECUTIFS ET EQUIVALENTS) Soit (1) ey Une suite
1

décroissante de nombres réels telle que u,, + u;+1 ~ —.
n

1. Démontrer que uy 0.

2. puis déterminer un équivalent de u,,.

p L km
TD11.40. EXERCICE (EQUIVALENTS ET SOMMES DE RIEMANN)  Pour tout n € N*, notons u,, = Z sin (—)
k=1

2n
Démontrer que u, ~ —.
/8

TD11.41. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)

1. Soit n € N*. Démontrer que la fonction :

R — R
f x — x°+nx-1

s’annule une unique fois sur R, en un point noté u,,.

1
Démontrer que, pour tout n € N*, u, < —.
n

0.

Démontrer que u,

Donner un équivalent « simple » a, de u,.

A A

Donner un équivalent « simple » a,, — u,,.

TD11.42. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)
1. Démontrer que pour tout 7 € N>, I’équation 1 +In(x + n) = x admet une unique solution u, € Rs,.
2. Démontrer que la suite (u,),,>2 est croissante.
3. Démontrer qu’a partir d'un certain rang, In(n) < u, < n.
4

. Déterminer un équivalent de u,,.
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TD11.43. EXERCICE (SUITE IMPLICITE)

. . /2 7
1. Soit n € N*. Démontrer que ’équation tan(x) = x possede une unique solution a, dans ] nim — > nm+ >

2. Donner un équivalent « simple » §,, de a,.
3. Exprimer y, := a, — B, en fonction de Arctan et «,, puis démontrer que ()fn) posséde une limite ¢,

qu’on déterminera.

neN
4. Donner un équivalent « simple » y,.

TD11.44. EXERCICE (EQUIVALENTS DE SUITES)  Donner un équivalent « simple » de u,, dans chacun des
cas ci-dessous.

(@) u,=ch(n) (b) u,=1-th(n)
ln(1+sin(—1 )) sh(—\/_r}l_g)
© u :nln(ch(n)—l) @ = vn 2nt-1
" n2+1 " (1 1 (1)) (n3+2)
sh|— — — cos|—|| Arctan
n? n? n 3n+1

TD11.45. EXERCICE (« PETITS O » ET DES « GRANDS O »)  Démontrer les assertions suivantes.
n n

n
(a) sin?(31k+5) = 0 (n) b Y -DFEP=0(n") (c) eF=0(e™)
k=1 k=1 k=1

TD11.46. EXERCICE (SUITE RECURRENTE) Soit (u,) nen la suite définie par uy > 0 et, pour tout n € N,

n
1. Démontrer que uy +00.
2. Etudier le comportement asymptotique de la suite (v, := 1) | — 1), -

3. En déduire un équivalent « simple » u,.



