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FEUILLE D’EXERCICES N°10

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

TD10.1. EXERCICE (INDEPENDANCE LINEAIRE)  Soient A1, A2, 13 des nombres complexes deux-a-deux dis-
tincts et les fonctions :

R — C R — C R — C

/11 P f:z X — e)‘,gx fé X — eﬂgx

h

X — e

1. Démontrer que les fonctions fj, f> sont linéairement indépendantes.

2. Démontrer que les fonctions fi, f>, f3 sont linéairement indépendantes.

TD10.2. EXERCICE (EDL1)  Résoudre I'équation différentielle y' + y = 2cos(2x) + sin(2x) d'inconnue y €
€' R,R).

TD10.3. EXERCICE (EDL1) Résoudre l'équation différentielle y’ — 2y = x3 d’'inconnue y € €' (R, R).

TD10.4. EXERrcICE (EDL1)  Résoudre I'équation différentielle (1+x?) y' + xy = 2x*> + 1 d’inconnue y €
€' R R).

TD10.5. EXERCICE (EDLI AVEC RACCORDEMENT)  On considere I'’équation différentielle :
(E) xy —y=x>.

1. Résoudre (E) sur un intervalle I ne contenant pas 0.

2. Résoudre (E) sur l'intervalle R.

TD10.6. EXERCICE (EDL1 AVEC RACCORDEMENT)  On considere I’équation différentielle :

E "y2y= )
B xyey=io

1. Résoudre (E) sur un intervalle I ne contenant pas 0.

2. Résoudre (E) sur l'intervalle R.

TD10.7. EXERCICE (EDLI AVEC RACCORDEMENT)  On considere I'’équation différentielle :
(E) | x| y'+y:x2.

1. Résoudre (E) sur un intervalle I ne contenant pas 0.

2. Résoudre (E) sur l'intervalle R.

TD10.8. EXERCICE (EDL1 AVEC RACCORDEMENT)  On considere I’équation différentielle :

(E) (xz—l)y’+xy:x3—x.

1. Résoudre (E) sur un intervalle I ne contenantni —1 ni 1.

2. Résoudre (E) sur I'intervalle R.
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TD10.9. EXERCICE (EDL1 AVEC RACCORDEMENT)  On considere I’équation différentielle :
(B) x(x-Dy+y=x.

1. Résoudre (E) sur un intervalle I ne contenant ni 0 ni 1.
2. Résoudre (E) sur I'intervalle R.

TD10.10. EXERCICE (SYSTEME DIFFERENTIEL)  Déterminer les fonctions x € €1 (R, R) et yE €1 (R, R) véri-
fiant le systeme différentiel ci-dessous.
X = x + y
{ y o= x + vy

TD10.11. EXERCICE (EQUATION FONCTIONNELLE)  On se propose de déterminer les fonctions f € R® telles
que:

(1) f estdérivableenO;
(2) pourtout (x,y) €R?, f(x+y) = f(x)f ().
1. Donner deux fonctions f; € R® et f, € RR vérifiant les conditions (1) et (2)
2. Soit f € R® vérifiant les conditions (1) et (2).
(a) Démontrer que f(0) € {0, 1}.
(b) Quedirede fsi f(0)=07?
(c) Démontrer que, si f(0) =1, alors f est dérivable en tout point x de R avec f'(x) = f'(0) f (x).
3. Déterminer toutes les fonctions f € R vérifiant les conditions (1) et (2).

TD10.12. EXErcICE (EDLCC2) Résoudreléquation différentielle 2 y”+2y'+y = x d'inconnue y € €% (R, R).

TD10.13. EXERCICE (EDLCC2)  Résoudre I'équation différentielle y” + 4y —5y = ¢* d’'inconnue y €
€*R,R).

TD10.14. EXERCICE (EDLCC2)  Résoudre I'équation différentielle y” +2y' + y = 4e™* d’inconnue y €
€*R,R).

TD10.15. EXERCICE (EDLCC2) Résoudrel’équation différentielle y”+y = cos?(x) d’'inconnue y € € (R,R).
TD10.16. ExXErcICE (EDLCC2) Résoudrel'équation différentielle y”’ — y = ch(x) d’inconnue y € €?(R,R).

TD10.17. EXERCICE (GEOMETRIE D’UNE EDLCC2)  Soient I un intervalle de R, (a, b) € R?, f € €°(I,R) et
I'EDLCC2 :
y'+ay' +by=f(x)
d’inconnue y € €2(I,R). Soient Y1, y2 deux solutions de (E) et 6y,, 6y, leurs courbes respectives dans le plan
muni d'un repere.
1. Onsuppose que 6y, et 6), se rencontrent en un point A(xy, yo), out (Xo, yo) € I xR, et que leurs tangentes
en A sont confondues. Démontrer que 6y, = €y,.
2. Considérons un point de A(xy, yo) € 6),, ol (X, yo) € I x R. Démontrer qu’il existe une infinité de solu-
tions y de (E) telles que €), coupe 6), au point A.

TD10.18. EXERCICE (SYSTEME DIFFERENTIEL)  On considere le systéme différentiel :

/

(SH) {xl = 2x + y
y

= Xx + 2y

d’inconnues x € €1 (R, R) et Ve €1(R,R).
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1. Soit (x,y) € €'(R,R)? une solution de (SH).
(a) Justifier que x et y sont de classe € 2 sur R.

(b) Déterminer (a, b) € R? tel que x et y sont solution de 'EDLCCH2 :
(E) Z'+az +bz=0

d’inconnue z € €2 (R, R).
2. Résoudre le systeme différentiel (SH).
3. Déterminer fonctions x, y solutions de (SH) vérifiant x(0) =1 et y(0) = 0.

4. Résoudre le systeme différentiel :

x 2x + y + 1
(S){ x + 2y — 1

<
Il

d’inconnues x € €' (R,R) et y € €' (R,R).

TD10.19. EXERCICE (EQUATION FONCTIONNELLE)  Déterminer les fonctions f € RR telles que:
(1) f estdeux fois dérivable sur R;

(2) pourtout x€R, f'(x) = f(—x).

TD10.20. EXERCICE (EQUATION DIFFERENTIELLE NON LINEAIRE)  On considere I'équation différentielle :

, 1
xXx =-
t

d’inconnue x € €' (I,R), avec I un intervalle de R ne contenant pas 0.
1. Résoudre I'équation (E) sur I =]0, +ool.

2. Résoudre I'équation (E) sur I = [1,+o0l.

TD10.21. EXERCICE (EQUATION DE BERNOULLI)

1. Soit I un intervalle de R. On considere I’équation différentielle :

(E) Y +2y—(x+1)/y=0

d’inconnue y € €1(1,10, +00[).

(@) Soitye €1(1,10, +00[) une solution de (E). Déterminer une EDL1 (E’) dont la fonction :

R — R
X — y(x)

est solution, puis résoudre (E') sur R.
(b) En déduire I'’ensemble solution de (E).

2. Soient I un intervalle de R, r e R\ {0, 1}, (a, b) € €°(I,R)? et]'équation différentielle :
(E)  Y+a@y=bx)y"

d'inconnue y € € 11,10, +o0l). Proposer une méthode permettant de résoudre I’équation (E;), en s’'ins-
pirant de la démarche adoptée en 1.
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TD10.22. EXERCICE (EQUATION D’EULER)  On considere I'équation différentielle :
()  x*y'+2xy -6y=0

d’inconnue y € 62(]0, +oo[, R).

1. Soitye %2(]0, +00[,R) une solution de (E). Déterminer une EDLCCH2 (E’ ) dont la fonction :
R — R
r — y(e")

est solution, puis résoudre (E') sur R.

2. En déduire I'’ensemble solution de (E).

TD10.23. EXERCICE (ETUDE QUALITATIVE D’UNE EDLH1) Démontrer que toute fonction y € €1 R, R)
solution de I’équation différentielle :

(B)  y+ey=0

possede une limite nulle en +oo.

TD10.24. EXERCICE (ETUDE QUALITATIVE D’UNE EDL1)  Soit f: R, —— R application de classe €' sur

R.. On suppose que f’ ne s’annule pas sur R, et que f(x) — o too
1. Démontrer que, pour tout x € Ry, f'(x) > 0.
2. Déterminer les solutions de I’équation différentielle :
yl
(E) @ y=r

d'inconnue y € € HR,, R, qui tendent vers —oo en +oo.

TD10.25. EXERCICE (EDLI ET PERIODICITE)  Soient a € €°(R,R), b € €° (R, R) deux fonctions périodiques
de période 1 et I'équation différentielle :

(B) Yy =ax)y+bx)

d’inconnue y € €' (R,R). Déterminer une CNS pour que I'équation (E) posséde nue solution 1-périodique.



