
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

FEUILLE D’EXERCICES N°7

INÉGALITÉS

TD7.1. EXERCICE Résoudre l’équation x |x| = 3x +2 d’inconnue x ∈R.

TD7.2. EXERCICE Résoudre l’équation x +|x| = 2

x
d’inconnue x ∈R∗.

TD7.3. EXERCICE Résoudre l’inéquation x3 +x2 −5x −56 0 d’inconnue x ∈R.

TD7.4. EXERCICE Résoudre l’inéquation
1+x

1−x
< |x −1| d’inconnue x ∈R\ {1}.

TD7.5. EXERCICE Soit l’application f définie par :

f

∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→ |x|
1+|x| .

Démontrer que, pour tout (x, y) ∈R2, f (x + y)6 f (x)+ f (y).

TD7.6. EXERCICE

1. Donner un encadrement optimal de x(1−x) pour x ∈ [0,1].

2. En déduire que, pour tout (a,b,c) ∈ [0,1]3, min(a(1−b),b(1− c),c(1−a))6
1

4
.

TD7.7. EXERCICE

1. Démontrer que, pour tout (x, y) ∈R2, (x + y)2 > 4x y .

2. En déduire que, pour tout (a,b,c) ∈ (R+)3, (a +b)(b + c)(c +a)> 8abc.

TD7.8. EXERCICE Démontrer que, pour tout (a,b) ∈ (R>0)2,
2ab

a +b
6

p
ab 6

a +b

2
.

TD7.9. EXERCICE Démontrer que, pour tout n ∈N∗,

(
1+ 1

n

)n

6
n∑

k=0

1

k !
< 3 .

TD7.10. EXERCICE Soit n ∈N∗. Démontrer que (n!)2 =
n∏

k=1
k(n +1−k) et en déduire que

p
n 6 n

p
n! .

TD7.11. EXERCICE Soit (a,b) ∈ R2. Exprimer min{a,b} et max{a,b} comme une combinaison linéaire de
a +b et |a −b|.

TD7.12. EXERCICE Démontrer que, pour tout (a,b,c,d) ∈R4, |max{a,b}−max{c,d}|6max{|a − c| , |b −d |} .

TD7.13. EXERCICE Soit A :=
{

2n −1

3n +1
: n ∈N

}
⊂R.

1. Démontrer que A est borné.

2. Démontrer que A possède un minimum et le préciser.

3. Démontrer que A ne possède pas de maximum.
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TD7.14. EXERCICE Soient H := {
(x, y) ∈R2 : x y = 1

}
et A := {

x2 + y2 : (x, y) ∈H
}⊂R.

1. Démontrer que A possède un minimum et le déterminer.

2. Démontrer que A n’est pas majorée.

TD7.15. EXERCICE Soit n un entier naturel non nul, dont l’écriture décimale est :

n = a0 +a110+a2102 + . . .+ap 10p

où p ∈N, (a0, a1, . . . , ap ) ∈ �0,9�p+1 et ap 6= 0. Exprimer p en fonction de n.

TD7.16. EXERCICE Calculer, pour tout x ∈R, bxc+b−xc .

TD7.17. EXERCICE Démontrer que, pour tout x ∈R,
⌊x

2

⌋
+

⌊
x +1

2

⌋
= bxc .

TD7.18. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x,n) ∈R×N∗,

⌊
1

n
bnxc

⌋
= bxc.

TD7.19. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x,n) ∈R×N∗,
n−1∑
k=0

⌊
x + k

n

⌋
= bnxc .

TD7.20. EXERCICE Soit n ∈N∗. Calculer
n2∑

k=1

⌊p
k
⌋

.

TD7.21. EXERCICE Soit x ∈R. On pose, pour tout n ∈N∗, un :=
n∑

k=1

bkxc
n2

.

1. Donner, pour tout n ∈N∗, un encadrement de n2 un .

2. En déduire que la suite (un)n∈N∗ ∈QN∗
converge et préciser sa limite.

TD7.22. EXERCICE Soit n ∈N∗.

1. Démontrer que
(
2+p

3
)n + (

2−p
3
)n

est un entier pair.

2. En déduire la partie entière de
(
2+p

3
)n

est un entier impair.

TD7.23. EXERCICE Résoudre l’équation
⌊

x2 −x bxc⌋= 1 d’inconnue x ∈R.

TD7.24. EXERCICE (INÉGALITÉ DE CAUCHY-SCHWARZ)

1. Démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀n ∈N∗ ∀ (a1, . . . , an) ∈Rn ∀ (b1, . . . ,bn) ∈Rn

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

ak bk

∣∣∣∣∣6
√

n∑
k=1

a2
k

√
n∑

k=1
b2

k .

en raisonnant par récurrence sur n ∈N∗.

2. Soient n ∈N∗. Démontrer que, pour tout (a1, . . . , an) ∈Rn :√
n∑

k=1
a2

k 6
n∑

k=1

|ak |6
p

n

√
n∑

k=1
a2

k .

Ces inégalités sont-elles optimales?
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