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FEUILLE D’EXERCICES N°5

SOMMES ET PRODUITS

TD5.1. EXERCICE Soit (a,b,n,m) ∈C×C×N×N tel que n 6m. Calculer
m∑

k=n
(ak +b).

TD5.2. EXERCICE Soit (q,n,m) ∈×C×N×N tel que n 6m. Calculer
m∑

k=n
qk .

TD5.3. EXERCICE Soit n ∈N. Calculer
3n∑

k=0
max{k,n}2.

TD5.4. EXERCICE Calculer, pour tout n ∈N∗,
n∑

16i6 j6n
i j .

TD5.5. EXERCICE Calculer, pour tout n ∈N∗,
n∑

k=1

n∑
`=k

k

`
.

TD5.6. EXERCICE Calculer, pour tout n ∈N,
n∑

k=0

n∑
`=k

(
n

`

)(
`

k

)
.

TD5.7. EXERCICE Soit n ∈N>2. Calculer
n∑

k=0
k

(
n

k

)
puis

n∑
k=0

k2

(
n

k

)
.

TD5.8. EXERCICE Soit n ∈N∗. Calculer
n∑

k=0

1

k +1

(
n

k

)
.

TD5.9. EXERCICE On pose, pour tout (p,n) ∈N×N∗, Sp (n) :=
n∑

k=1
kp .

1. Soit (n, p) ∈N2. En considérant la somme
n∑

k=1
(k +1)p+2 −kp+2, démontrer :

Sp+1(n) = 1

p +2

(
(n +1)p+2 −1−

p∑
`=0

(
p +2

`

)
S`(n)

)
.

2. Calculer, pour tout n ∈N∗, S3(n) et S4(n).

3. Démontrer que pour tout p ∈N, l’application n 7−→ Sp (n) est polynomiale de degré p +1 et de coeffi-

cient dominant
1

p +1
.

TD5.10. EXERCICE

1. Démontrer que, pour tout (k, p,n) ∈N3 tel que 06 k 6 p 6 n,

(
n

k

)(
n −k

p −k

)
=

(
p

k

)(
n

p

)
.

2. Soit (p,n) ∈N2 tel que p 6 n. Calculer
p∑

k=0

(
n

k

)(
n −k

p −k

)
.
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TD5.11. EXERCICE (FORMULE DE VANDERMONDE)

1. Démontrer que, pour tout (n,m,r ) ∈N3 tel que r 6 n +m,
r∑

k=0

(
n

k

)(
m

r −k

)
=

(
n +m

r

)
.

2. En déduire que, pour tout n ∈N,
n∑

k=0

(
n

k

)2

=
(

2n

n

)
.

TD5.12. EXERCICE Soit n ∈N∗.

1. Calculer A(n) :=
2n∑

k=0

(
2n

k

)
et B(n) :=

2n∑
k=0

(−1)k

(
2n

k

)
.

2. En déduire les valeurs de
n∑

p=0

(
2n

2p

)
et

n−1∑
p=0

(
2n

2p +1

)
.

TD5.13. EXERCICE Soit x ∈R. Calculer
n∑

k=0
sin(kx) et

n∑
k=0

(
n

k

)
sin(kx).

TD5.14. EXERCICE Soit (a,b) ∈R2. Calculer
n∑

k=0
cos(a +kb) et

n∑
k=0

(
n

k

)
cos(a +kb).

TD5.15. EXERCICE (INÉGALITÉ ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE)

1. Démontrer, que pour tout x ∈R>0, ln(x)6 x −1.

2. Soient n ∈ N∗ et x1, . . . , xn des nombres réels strictement positifs. On note m := 1

n

n∑
k=1

xk la moyenne

arithmétique de x1, . . . , xn . En considérant la somme
n∑

k=1

(xk

m
−1

)
établir n

√
n∏

k=1
xk 6

1

n

n∑
k=1

xk .

TD5.16. EXERCICE Calculer une primitive de la fonction x 7−→ sin4(x).

TD5.17. EXERCICE Calculer une primitive de la fonction x 7−→ cos8(x).

TD5.18. EXERCICE Donner un polynôme de degré 3 à coefficients entiers dont cos
(π

9

)
est racine.

TD5.19. EXERCICE Donner un polynôme de degré 7 à coefficients entiers dont cos
(π

7

)
est racine.

TD5.20. EXERCICE (FORMULE DU MULTINÔME) Soit (k, p) ∈N>2 ×N. On pose :

Ek,p :=
{

(n1, . . . ,nk ) ∈Nk : n1 + . . .+nk = p
}

.

Démontrer que, pour tout (z1, . . . , zk ) ∈Ck :

(z1 + . . .+ zk )p = ∑
(n1,...,nk )∈Ek,p

p !

n1! . . .nk !
zn1

1 . . . znk
k .

TD5.21. EXERCICE (ÉQUIVALENT DES SOMMES PARTIELLES DE LA SÉRIE HARMONIQUE)

1. Démontrer que, pour tout k ∈ N∗,
1

k +1
6

∫ k+1

k

1

t
dt 6

1

k
et illustrer géométriquement cette double

inégalité.

2. En déduire, pour tout n ∈N∗, un encadrement de Hn :=
n∑

k=1

1

k
, puis

Hn

ln(n)
−−−−−→
n→+∞ 1.
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