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FEUILLE D’EXERCICES N°4

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

TD4.1. EXERCICE Démontrer que les ensembles A := {
(x, y) ∈R2 : x +2y = 3

}
et B := {(1−2t ,1+ t ) : t ∈R}

sont égaux.

TD4.2. EXERCICE Soit E un ensemble. Pour tout (A,B) ∈P (E)2, on pose A∆B := {x ∈ E : x ∉ A∩B} (diffé-
rence symétrique de A et B).

1. Calculer, pour tout A ∈P (E), A∆A, A∆;, A∆E et A∆A.

2. Démontrer que, pour tout (A,B ,C ) ∈P (E)3, (A∆B)∩C = (A∩C )∆(B ∩C ).

3. Démontrer que, pour tout (A,B) ∈P (E)2, A∆B = B si et seulement si A =;.

TD4.3. EXERCICE Soient les applications f et g définies par :

f

∣∣∣∣ N −→ N

x 7−→ x +1
et g

∣∣∣∣∣∣
N −→ N

y 7−→
{

0 si y = 0
y −1 si y > 1 .

1. Étudier l’injectivité, la surjectivité et la bijectivité éventuelle de f et g .

2. Déterminer f ◦ g et g ◦ f .

TD4.4. EXERCICE Démontrer que l’application f définie par :

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N −→ Z

n 7−→


−n

2
si n est pair

n +1

2
sinon

est bijective.
Ci contre, nous écrivons au-dessus de
chaque élément de Z son unique an-
técédent dansN par f .
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TD4.5. EXERCICE Démontrer que l’application f définie par :

f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N2 −→ N

(a,b) 7−→ b +
a+b∑
k=0

k = b + (a +b)(a +b +1)

2

est bijective.
Ci-contre, on place la valeur de l’image f (a,b) du
couple (a,b) ∈ �0,5�2 à côté du point de coordonnées
(a,b).
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TD4.6. EXERCICE Soit l’application :

f

∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→ 2x

1+x2
.

1. L’application f est-elle injective? surjective?

2. Démontrer f (R) = [−1,1].

3. Démontrer que l’application g := f | [−1,1]
| [−1,1] est bijective et calculer g−1.

TD4.7. EXERCICE Pour tout m ∈R, notons fm l’application :

fm

∣∣∣∣ R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x − y, x +my) .

Donner une CNS sur m ∈R pour que l’application fm soit bijective.

TD4.8. EXERCICE Soient E un ensemble et f : E −−−→ E une application telle que f ◦ f ◦ f = f . Démontrer
que f est injective si et seulement si elle est bijective.

TD4.9. EXERCICE Soient E ,F,G des ensembles et f : E −−−→ F , g : F −−−→ G des applications telles que
g ◦ f est injective et f est surjective. Démontrer que g est injective.

TD4.10. EXERCICE Soient E ,F,G des ensembles et f : E −−−→ F , g : F −−−→G , h : G −−−→ E des applica-
tions. On suppose que h ◦ g ◦ f et g ◦ f ◦h sont injectives et que f ◦h ◦ g est surjective. Démontrer que f , g ,h
sont bijectives.

TD4.11. EXERCICE Soit E un ensemble non vide et soit (A,B) ∈P (E)2. On considère l’application :

f

∣∣∣∣ P (E)2 −→ P (E)
X 7−→ (X ∪ A, X ∪B) .

1. Démontrer que f n’est pas surjective.

2. Démontrer que f est injective si et seulement si A∩B =;.

TD4.12. EXERCICE Soit E un ensemble et f : P (E) −−−→ R+ telle que, pour tout (A,B) ∈ P (E)2 vérifiant
A∩B , f (A∪B) = f (A)+ f (B).

1. Démontrer que f (;) = 0.

2. Démontrer que, pour tout (A,B) ∈P (E)2, f (A∪B) = f (A)+ f (B)− f (A∩B).

TD4.13. EXERCICE Soient E ,F,G des ensembles et f : E −−−→ F , g : F −−−→G des applications. Démontrer
que, pour tout C ∈P (G), (g ◦ f )−1(C ) = f −1

(
g−1(C )

)
.

TD4.14. EXERCICE Soient E ,F des ensembles, f : E −−−→ F une application, A une partie de E et B une
partie de F .

1. Démontrer que A ⊂ f −1( f (A)). Donner un contre-exemple prouvant que l’égalité n’est pas nécessaire-
ment vraie. Donner une CNS sur f pour que l’égalité soit vraie, pour tout partie de E .

2. Démontrer que f
(

f −1(B)
)⊂ B . Donner un contre-exemple prouvant que l’égalité n’est pas nécessaire-

ment vraie. Donner une CNS sur f pour que l’égalité soit vraie, pour tout partie de F .

TD4.15. EXERCICE Soient E ,F des ensembles et f : E −−−→ F une application.

1. Démontrer que, pour toute partie A de E , f
(

f −1
(

f (A)
))= f (A).

2. Démontrer que, pour toute partie B de F , f −1
(

f
(

f −1(B)
))= f −1(B).

TD4.16. EXERCICE Soient E ,F des ensembles et f : E −−−→ F une application. Démontrer que f est bijec-
tive si et seulement si, pour tout A ∈P (E), f (E \ A) = F \ f (A).
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