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UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°13

Q1 — (C26.36
Q2 — (C26.48
Q3 — (C26.51
Q4 — C26.57

Q5 — (C26.79 et C26.80

Q6 — Soit des réels x; < x et (11,12) €10,1[> tel que A; + A = 1.
Posons
y::A1~x1+7Lg-x2

Comme x; <xpetA;>0,1;-x1 <A;-x2. Dol
y=/11'X1+/12'.X,'2<ﬂ,1-X2+A2-X2<.X,’2

De méme, x; < y. Ainsi

X1 <y<Xxp
De la définition de y, nous déduisons 1, = 2y . Ainsi
X2 — X1
Fix+ A x) <A fa)+ Ao flay) <= f) < 2L fom) + 2L f )
X2 — X1 X2 — X1
X2—Yy y—X1
— P (f-fx))< P (f(x2) = f()
f=fx) <f(xz)—f(y) X2 — X1
y—x1 X2 =y (y—x1)x2-y)

Nous allons établir cette derniére inégalité stricte qui livrera le résultat demandé.
La fonction f est dérivable sur R, donc a fortiori continue sur le segment [x;, y] et dérivable sur 'ouvert ] x;, y[. D’apres le théoréme
des accroissements finis

F—-flx)
Jaelx,yl flla)=—"—""—
1 v fla =
De méme Fa - fO)
X)—JW
e ely,xl flle)=———
¥ f Yy
Comme ¢; < y < ¢z et f' est strictement croissante
() = fa) (x2) =)
f) -l Zf,(C1)<f,(C2)=f 2)—fly
y—x1 X2=y
Q7 — Notons tout d’abord que la fonction f est convexe, puisque dérivable avec une dérivée croissante sur R (puisque strictement

croissante sur R). L'inégalité de Jensen vaut donc.

Nous raisonnons par récurrence sur n > 2.

e Initialisation a n = 2. Cf. Q6.

» Hérédité. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que Z?(n) est vraie. Soient des réels x; <... < x, < xXp41 €t (A1,..., Ay, Ape1) €
10,1["*! tel que Ay +...+ A, + A,y1 = 1. Alors

f(Al‘x1+--'+ln'xn+ln+1'xn+l)Zf((l_ﬁn+l)'y+/1n+l'xn+1)

N /11 /ln
Ouy:zm-x1+...+m-xn.(30mme
X1 < Xpalyeeor Xn < Xp+1 €L L>0,...,L>0
1_/lm—l 1_/1n+1
il vient
A«l /1” Al /1n
y::1_1n+1'x1+” +1_/1n+1 n 1— A, Xn+1 t +1_/ln+l'xn+1—xn+1
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Comme y < x,41, A1 €10,1[ et 1 —A; €]0, 1], Q6 livre
FA-x1 4.+ Ay X+ Apsr - Xpa1) = F (L= Aps1) - Y+ At - Xp1) < A= A1) - FO) + A - f (K1)
D’autre part, 'inégalité de Jensen livre
I=2An+1) - fO) <M fO)+ Az fx) +...+ Ay~ fxn)
Des deux dernieres inégalités, nous déduisons

FAr-x1+. 4+ A X+ Aps1 - Xpg1) < Ar- fx) + A2 fx2) +oo o+ Ay f(x0) + Apgr - f(Xng1)

Q8 — Choisissons une énumération (liste exhaustive et sans répétition) xi,...,x;, des éléments de {x € X(Q) : P(X =x) >0} et
posons, pour tout i € [1, n]

Ai:=PX=x;)>0
Ainsi

n
1=P(XeX@)= Y PX=x=) A
x€X(Q) i=1

La formule de transfert et 'inégalité de Jensen livrent alors

n n
FEX)=f (Z Ai- x,') <Y Ai- fx) = E(f(X)
i=1 i=1

Q9 — Nous conservons les notations introduites en Q8 et raisonnons par double implication.
« Sens réciproque. Supposons que X est constante presque stirement. Alors

n:=Card({xe X(QQ) : PX=x)>0)=1
E(X) = x; et, avec le théoreme de transfert (cas particulierement simple d’application), E(f (X)) = f(x1). Ainsi y a-t-il égalité dans

I'inégalité de Q8.
« Sens direct, en raisonnant par contraposée. Supposons que X n’est pas constante presque stirement. Alors

n:=Card({xe X(Q) : PX=x)>0) =2

etAy,...,A, sont des éléments de ]0,1[ de somme 1. D’apres Q8

n n
FEX)=f (Z Ai 'xl-) <) Ai-f(x) = E(f(X)
i=1 i=1

IIn’y a donc pas égalité dans I'inégalité de Q8.

Q10 — Pourtout i€ [1,n]
f01 Oftfz(ei) =€01(02(0)) = f01°(72 (ei)

Les endomorphismes fi;, o f5, €t f5 00, de R” coincident sur la base canonique. Ils sont donc égaux, i.e.
Jo10for = fo100,

Q11 — Pourtoutic€[1,n]
fidp,y (€i) = €; = idgn (€;)

Les endomorphismes fiq,, ,, etidgs de R" coincident sur la base canonique. Ils sont donc égaux, i.e.
ﬁdl{l,nl] = idgn
Alors, avec Q9 il vient
Joo fo1= fooo—1 = fidul,nu =idgn
et de méme f,-1 0 f, = idgn. Ainsi f, est un automorphisme de R" et f,; 1 = f, 1.

Q12 o Caractere bien défini. Soit g € S,,. D’aprés Q11, f,; est un automorphisme de R” et donc P, := Matg(fy) € GL, (R).
« Morphisme de groupes. Soit (01,0>) € S2. D’aprés Q9 le lien fondamental entre la composition d’applications linéaires et le produit
matriciel

@(01002) = Py,00, = Matg (f0'10(72) = Matg (f(n ofog) = Matg (fal) x oMatg (fag) =Py, x Py, = @(01) x p(02)
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Q13 — Par définition

det (Ps) = det (fa) = detg (fa(el); fo(ez), ---;fa(en)) =detg (ecr(l)r €(2)r--» ea(n))

Le caractere alterné de detg donne alors
det(Py) = £(0)-detg (e, e, ...,e,)

=1

Le déterminant de la matrice P, est donc la signature de o.

Q14 — Soit y la forme linéaire sur R” dont la matrice dans la base 98 de R" et la base (1) de R est
(1 1 ... DNed,,(®

La forme linéaire ¥ est non identiquement nulle et son noyau est H. Ainsi H-est-il un hyperplan de R".

1 2

n!

Q15 — Lapplication p est linéaire comme combinaison linéaire d’applications linéaires. Nous calculons
1
pop = |52 folo|l5 2 f

n. og€eSy, n! T€S,
1 2

= (—') Y foof: [les applications f sont linéaires|
n o€eS, 1€S,
1 2

= (_') Z faor [Q9]
n aesn TES,
1 2

- (_l) Z fy [SiUESn,l’applicationyesn-ﬁa_loye Sy est bijective |
n 0€S;, YES,

DIEDIN

veS, €S,

Comme, pour touty € S,

Y fy=Card(Sp)- fy=n!-fy

o€eSy,
il vient

pop=— Y fr=p

n e,

Q16 « Image de p. D’apres le cours

Im (p) = Vect(p(e1), p(e2), ..., p(en))

Soit i € [2,n] et T € S, la transposition qui échange 1 et i. Nous calculons

1
ple;)) = o Y foled

* 0€S,

= - Z €a (i)

* 0€S,

= — ) eyer(p) [ lapplicationy € S, — yoT € S, est bijective |
* yeSn

= - Z ey(1)

* yeSn

1
= E Z fy(el)

* YESH

= ple)

Nous en déduisons
Im (p) = Vect(p(er))

David Blottiére
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puis Rg(p) < 1.
Nous remarquons que si u est le vecteur de R” défini par

u:=e +e+...+ey, [non nul car la famille 28 est libre]

alors
VoeS, fr(W)=esny+esp)+...+ecm=e1+er+...+e,=u [o est bijective|

Ainsi . . .
=_. =—. = _—.Card(S,) - u=
plw) = — Uezsnfa(u) p aezs,, w=—-Card(Sp) - u=u
Ainsi u € Im(p).
Nous savons alors que Rg(p) = 1 et que («) est une base de I'image.
» Noyau de p. D’apres la formule du rang

n = dim(Ker (p)) + Rg(p) = dim(Ker (p)) +1

et donc Ker (p) est un hyperplan de R”. Lénoncé nous laisse a penser que cet hyperplan pourrait étre H. Vérifions le.

Comme H et Ker(p) sont deux sous-espaces vectoriels de dimension n — 1, démontrer I'inclusion H < Ker (p) suffit pour établir
Ker(p) = H.

Soit x = (x1,...,X,) € H.

p(x)

n
Z x;-ple;)
i=1

|

=0 [la somme des coordonnées de x dans la base £ est nulle car x € H]

-

xi)'p(el) [p(el):p(ez)z...:p(en)]

Nous avons donc démontré que Ker (p) = H et nous en désuisons que
(e1—ez,e1—e3,...,e1—ep)

est une base de Ker (p) = H (le caractere générateur de H est clair et une famille génératrice a n— 1 éléments d’un espace vectoriel
de dimension n — 1 une forme une base de cet espace).

Q17 — Latrace de A vaut 6. Calculons son déterminant.
1 2 1
det(Ad) = (-D-|{2 1 1 (L1 < Ly]
1 1 2

-3 -1 (Lo —Ly—2-Ly , L3~ L3g— L]

= (—1)-(—1)1”.1.‘ :‘;’ _11 ' [développement par rapport a C; |
= (-D-(=3-1)
= 4
Q18 — Soit A€ C
A=-2 -1 -1
XA(?L):det(/l-Ig—A): -1 A-2 -1

-1 -1 A-2
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Nous calculons

A-2 -1 -1 A-4 -1 -1
-1 A=2 -1 = A-4 A-2 -1 [Cy —C1+Co + (5]
-1 -1 A-2 A-4 -1 A-2
1 -1 -1
= A-4)-1 A-2 -1 [linéarité par rapporta C; |
1 -1 A-2
-1 -1
= A-49-] 0 1-12 0 (L —Lz—Ly , L3~ L3~ L]
0 0 A-1
= A-4-01-1? [déterminant d’'une matrice triangulaire|
= A3-6A2+91-4 [la forme factorisée précédente est préférable]
Q19 — On note, pour tout (i, j) € [1, nj?, m;,; le coefficient d’adresse (i, j) de la matrice M. Soit A € C.

n
Xy =Y e [TIATn— Ml
0ESy, k=1

Comme
A-my sio(k)=k

(0 VR ESyxILal el Migoq ={ 17" SO

nous savons déja que y,, est un polynome de degré inférieur a n.
En analysant plus finement (x), nous observons que si o € S;, n’est pas I'identité alors son support possede au moins deux éléments

et donc
cC — C

n
A — J]A-In—Mlgow
k=1
est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2. Ainsi

n

n
%) xy V=[] (A-mei) + Y €0 [] A In—Mlgow
k=1 oeSp\{idp,m} k=1

deg<n-2
Nous en déduisons que le degré de y,, est n et que son coefficient dominant est 1.

Q20 — Nous savons que le coefficient de degré 0 d'un polyndme égale sa valeur en 0. Ainsi

[Xarly = X3, (0) = det(=M) = (-1)" - det(M)

Q21 — D’apres (% %)

], = n (X - mie)

n—-1
Ce dernier polyndme étant unitaire et scindé sur C, les formules de Viéte (C16.83) livrent
n

=-) mpr=-Tr(M)
n-1 k=1

ﬁ (X = mk)

k=1

Ainsi le coefficient de degré n—1 de y,, égale —Tr (M).

Q22 — Soit P € GL,(C) telleque M =P N P~1.
Soit A € C. Nous calculons

YA = detA-I, - M)
det(A-PP1-PNP)
det(PA-I,P"'-PN P!
det(P(A-I,-N) P71)
det(P)-det(A-I,,— N)-det(P!)
det(P) -y (A) - det(P) ™!
= v
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Ainsi y,, = xy-

Q23 — Soient 28 une base de E et A € C. Alors

YuA) =det(A-idg —u) = detMatgg (1 -idg —u)) = det (A - Matgg (idg) —Matg (1)) = det (A - I, — Matg(u)) = Xatp () )

Ainsi y, = AMatyy ()° D’apres Q19, y,, est un polyndéme unitaire de degré n.
Q24 — Nous raisonnons par équivalence
YuAW) =0 << det(A-idg—u)=0

< A-idg—un’est pas un automorphisme de E

<= A-idg—un’est pas injectif [E est de dimension finie]

<~ Ker(A-idg—u) # {0g}

<~ dxe€eE\{0g} A-x—u(x)=0g

<~ dxeE\{0g} ux)=A-x
Q25 — Le polynome y, est de degré n > 1 et a coefficients complexes. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gaul, il existe A € C tel
que x, (1) =0.

D’apres Q24, il existe un vecteur non nul e; de E tel que u(e;) = 1-e;.
Comme la famille (e;) est libre, nous pouvons la compléter avec des vecteurs e,..., e, de E de sorte que & = (ey, e,..., e,) est une
base de E.

Comme
uer)=A-e1+0-e2+...+0-¢,

il vient

A ox L %

0

Matg(u) =| . ouAe U,_1(C)

: A

0
Q26 — Pour tout (k, #) € [1, n — 1]?, notons ay¢ le coefficient d’adresse (k, ¢) de la matrice A de sorte que

a,e = [Matg (U)] 41,041

Soit ¢ € [2, n]. Il nous faut prouver que

n
pouociley) = Z Ak—1,0-1"€¢ [les vecteurs de %8 sont indexés de 2 a n, les lignes/colonnes de Ade 1an—1]
k=2

Nous calculons
n

n
pouoiles) =plule)) =p| ) MatgWly,-ex|= ) [Matgwly,- ek
k=1 k:z—/—fak_l —

Q27 — On commence par remarquer que si E est un C-espace vectoriel de dimension n, 28 = (ey,...,e;) est une base de E et
ue £ (E) alors
Matgz (u) est triangulaire supérieure <= Vke[l,n]l uye€Vect(uy,...,ug)

Nous raisonnons par récurrence sur n 2> 2.
« Initialisation a n = 2. Soient E un C-espace vectoriel E de dimension 2 et u € £ (E). D’apres Q25, il existe une base & de E telle
que

Mat g (1) = ((1) Z) oll (A, a) € C2

Lassertion est donc démontrée dans ce cas.
» Hérédité. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que Z2(n) est vraie. Soient E un C-espace vectoriel E de dimension n+1 et
ue % (E). D’apres Q25, il existe une base 48 = (ey,...,e,+1) de E telle que

A ox L %
0
Matg(u)=| . ouAe 4, (C)
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Sionnote F =Vect(e,...,e,+1) €t i, p les applications linéaires définies par

F B E — F
i et p n+l n+l
X — X X=) Xpex — ) Xp-eg
k=1 k=2

alors la matrice A égale la matrice de I'endomorphisme pouoi de F dans la base B := (ey,...,ex+1) (cf. Q26).

En appliquant I'hypothése de récurrence a 'endomorphisme pouoi de F, qui est de dimension 7, on obtient une base € =
(f2,--., fu+1) de F telle que Matg (p o uo i) est triangulaire supérieure.

La famille (eq, ez,...,e,+1) estlibre. Donc

e1 ¢ Vect(ey,...,ens1) = F =Vect(f2,..., fr+1)

Comme la famille (f5,..., fn+1) est libre, nous en déduisons que la famille (ey, f>,..., fn+1) est libre. Par cardinalité-dimension, la
famille
D = (eler,--~;fn+l)

est une base de E.
Nous allons démontrer que Matg (1) est triangulaire supérieure. Comme

f(e1) =A-e; €Vect(ey)

il reste a établir que, pour tout k € [2, n+ 11, u(fi) € Vect(ey, f2,..., fi)-
Soit k € [2,n+ 1]. Lapplication p est la projection de E sur F parallelement a Vect (e;). Ainsi

u(fi) = uli(fi)) = uli(f)) - pu(fi) + pul(fi))
(—:Ker(p);\/ect(el)

Comme Mat (p o uc i) est triangulaire supérieure

pu(i(fi) € Vect(f2,..., fi)

Nous en déduisons que u(fi) € Vect(e1, f2,..., f)-

Q28 — Soit M € 4, (C). On note 98 la base canonique de .4, (C) et ¢ 'unique endomorphisme de .#,,; (C) tel que
Matg (pm) = M

D’apreés Q27, il existe une base € de .#,,1 (C) telle que T := Mat¢ ((p M) € M, (C) est triangulaire supérieure.
Par théoreme de changement de base
Matg (pum) = Pg—¢ Maty (pm) Po—a

M=PTPpP!
oll P:= Pg_.w € GL,(C).

Q29 — Soit M € 4, (C).
« Présentation d'une méthode pour calculer les puissances de M. D’apres Q28, il existe une matrice P € GL,(C) et une matrice
triangulaire supérieure T € .4, (C) telle que

M=PTP!

Pour déterminer un tel couple (P, T) en suivant la démarche exposée ci-dessus, la premiére étape est de déterminer une racine du
polynome y;,, (cf. Q25).
Au moyen d'un raisonnement par récurrence, on établit

vkeN Mr=pTkp!

La calcul des puissances de M est donc ramené au calcul des puissances de T.
On pose
D:=Diag([Tl11,[T)22,...,[Tlnn) et N:=T-D

desorte que T = D+ N.Lamatrice D est diagonale et la matrice N est triangulaire supérieure stricte donc nilpotente. Les puissances
de D et N sont donc aisée a calculer.

» Premier obstacle a la mise en ceuvre de la méthode. Si le théoréme de d’Alembert-Gaul assure I'existence d'une racine de y,,, on
ne peut toujours en calculer une en pratique.

» Deuxieme obstacle a la mise en ceuvre de la méthode. Les matrices D et N ne commutent pas nécessairement. On ne peut donc
pas a prioriappliquer la formule du bindme de Newton pour calculer les puissances de T = D + N.
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Q30  Heuristique. Soit M € .4, (R) telle que M est trigonalisable sur R. Alors il existe une matrice P € GLy(R) et (a, b, c) € R3 tels
que
M=pP (“ b ) pl
0 ¢
——
=T

Comme en Q22, on démontre que

-b

VAeR XM(A):)(T(A)=det(/1-Iz—T)=‘(/1;a A )‘z(/l—a)-(/l—c)

—-C

Ainsi y,, est scindé sur R.
De cette étude, on déduit que
M trigonalisablesurR = y,, est scindé sur R

1 -1
el )
A-1 1
-1 A-1

« Contre-exemple. Considérons la matrice

Pour tout A € R

)(M(}L):det(/l-IZ—M):‘( )‘zaz—zuz

Comme le polynéme X2 — 2X +2 n'est pas scindé sur R (son discriminant égale —4 < 0), la matrice M n’est pas trigonalisable sur R.

Q31 — La relation « étre semblables » est une relation d’équivalence sur .4, (C). D’apres Q28, il suffit de démontrer que toute
matrice triangulaire supérieure de .4, (C) est semblable a une matrice triangulaire inférieure pour établir le résultat demandé.
Soit T* € .4, (C) une matrice triangulaire supérieure. On note % = (Xj, ..., X,) la base canonique de .4, 1 (C) et ¢ 7+ 'unique endo-
morphisme de .4, (C) tel que

Matg (p7+)=T"

Alors
Vke[l,nl @+ (Xg) € Vect(Xy,...,Xx) [Matg (@7+) = T est triangulaire supérieure|
On pose, pour tout k € [1, n]
Yn:=Xn+1-k
La famille

€ = (er YZv Y?n--'r Yn) = (Xn;Xn—l»Xn—ly--le)

est une base de .4, (C).
Comme, pour tout k € [1, ]

P+ (Yk) =@r+ (Xn+1—k) € Vect (XI)XZy X?n '--an+1—k) = VECt(Yk)---, Yn—Zy Yn—l, Yn)

la matrice T~ := Matg (¢ 7+) est triangulaire inférieure.
Par théoreme de changement de base
Matg (@7+) = Pg— Matg (@1+) Pe—z
ie.
T*=pPT P!

ol P:= Py_.« € GL,(C). Les matrices T* et T~ sont donc semblables.

Q32 — Nous suivons les idées exposées en Q25, Q27 (cf. cas n =2) et Q28.
e Introduction de I'’endomorphisme de .45 ; (C) canoniquement associé a B. On note 98 = (Xj, X») la base canonique de .45 (C) et
¢p 'unique endomorphisme de .45, (C) tel que

Matg ((pM) =M

ie.
M1 (C) — Mo (O)
?B X —  BX

» Calcul de y, = x,, et détermination de ses racines complexes. Pour tout A € R

A-3 1

)(W(/l)=XB(7L)=det(/1~IZ—B)='( 1 -1

)‘=A2—4)L+4=(/1—2)2

e Détermination d'un vecteur Y; non nul tel que ¢p(Y;) =2-Y;. D’apres Q24, il existe un vecteur Y € .45 (C) tel que

1#0 et BY1=¢p(V1)=2-1
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En résolvant le systeme linéaire
o of)= ()
y y

d’inconnue (;) € > (C) al'aide de la méthode du pivot de GauR, on démontre que son ensemble solution est Vect ((})) On pose

el

« Fin de la construction d'une base de trigonalisation. On compléte la famille libre (Y;) de .#,1 (C) en une base de .#/,,; (C) en posant

el

La famille € := (Y1, Y») estlibre et, par cardinalité-dimension, elle forme une base de .4, (C). Le choix du second vecteur de la base
% importe peu car la derniere matrice d'une matrice triangulaire est quelconque.
e Calcul de la matrice de ¢p dans la base de trigonalisation. Comme

donc

3
(pT(Yl)ZBY1=2'Y1+0'Y2 et (pT(Yg)ZBYZZ(l):l'Y1+2'Y2

il vient
2 1
T::Mat<g((p3):(0 2)

e Application du théoreme de changement de base. Par théoreme de changement de base

Matg (¢g) = Pg—¢ Maty (pB) Po—a

B=PTPpP!

11 1
P::P@chz(l O)EGLn(C) et P‘I:((l) _1)

Nous observons que B est non seulement trigonalisable sur C, mais encore trigonalisable sur R.

Q33 — Nous considérons de nouveau les objets construits en Q32.
Au moyen d'un raisonnement par récurrence, nous prouvons que, pour tout k € N*

Bk=pTkpl=pP2- L+ N)*P! ouN:= (8 (1))

Les matrices 2- I et N commutent et N? = 0_, c). La formule du bindome livre alors, pour tout k € N*

k Lok—1
Tk:(2'12+N)k=2k‘12+2k_1.(]16)‘N=(20 kzzk )

Ainsi, pour tout k € N*

k-2k-1 2k .2k

1 1) (2% k200 1 2k p .okl .ok
e T [ P [ B )
0 2 1 -1

FIN



