MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique

UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°11

— 36 [§1] + 38 [§2] + 26 [§3] + 38 [§4] = 138 points —

§ 1 QUESTIONS DE COURS

David Blottiére

Q1 — 4+8 point(s) — Enoncer la formule de Taylor avec reste intégrale, puis en donner une démonstration.

| ct.coLs. |
Q2 — 4+8 point(s) — Enoncer le théoreme sur le produit cartésien de deux ensembles finis non vides, puis en donner une
démonstration.

| cf.c22.23. |
Q3 — 4+8 point(s) — Soit (n, p) e N*x]0, 1[. Enoncer le résultat du cours sur la somme de n variables aléatoires indépendantes,

de méme loi 98(p), puis en donner une démonstration.

[ Cf. C23.68.

§ 2 CALCUL DE {(2) A UAIDE DU LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE !
On fixe un réel x > 0 et on pose, pour tout n € N*
LU |
Sn(x):=) =
k=1

Q4 — 4 point(s) — Démontrer que, pour tout entier n > 2

n1
sn(x)—lsf L ar<smw
1

e Lafonction

est dérivable sur [1, +oo[. Comme, pour tout ¢ > 1

la fonction f est décroissante sur [1,+ool.
o Fixons k € N*. Comme, pour tout ¢ € [k, k + 1]

1 1 1

S <
(k+1)* =~ * ~ kX

la croissance de I'intégrale livre

1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
= dr < — dr < — dt=—
(k+1)* fk (k+1)* /k e fk k* k*

« Fixons un entier n > 2. En sommant 'inégalité précédente entre 1 et n— 1, il vient

n-1 1 n-1 pk+1 1 n-1 1
< — dr < —
=AU kz=:1fk =T

qui se réécrit

noq n 1 n-1 1
Sn(x)—1=ZF<f = dt< Y = =81
k=2 1

1. D’apres le sujet de Mathématiques 2 du Concours Mines-Ponts 2023 pour la filiere MP-MPI
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David Blottiére

Q5 — 6 point(s) — En déduire que la suite (S, (x)) ,en+ converge si et seulement si x > 1.
On scinde I'étude en trois parties.
e Supposons que x €]0,1[. D’apres Q4
n+l 1 tl—x n+l (n+1)1—x_1
Sn (x) 2 - dt = = +00

1 t* 1-x]; 1-x n—-+oo
Par lemme de majoration, il vient S, (x) — +00.

—+00
e Supposons que x = 1. D’apres Q4

n+l 1
snu)>j, — dt=[In(®)]"*! =In(n+1) +00
1 t n—+oo

Par lemme de majoration, il vient S, (1) oo too.

—+00
e Supposons que x > 1. La suite (S, (x)) ,en+ €St croissante car

vneN" S,.1(x)—S,(x) 1 >0
n xX)—Spx) = —
n+1 n (I’l T 1)x =

D’apres Q4, pour tout entier n > 2

n+l 1 p-x gl (n+1*-1 1

Sp(x) <1+ —dr=1+ =1+ <1+
1 t* -x); 1-x x-1

La suite (S, (x)) ,en+ est donc également majorée. Par théoréme de la limite monotone elle converge.

Q6 — 4 point(s) — Si x €]0, 1], donner un équivalent « simple » de S, (x) lorsque n tend vers +oco.

* Supposons que x €]0, 1[. Soit un entier n > 2. En 5, nous avons déja établi

(n+11*-1
(%) Sn(x) 2 ————
1-x
D’apres Q4
n 1 |
* % Sp(x) <1+ —dt=1+——
(%) n(x) < j;tx —x
De (%) et (xx) nous déduisons
) 1 +n1—x>8()>(n+1)1-x 1
—_—— x —_— e —
1-x 1-x~ "77 1-x 1-x

1-x
puis, en multipliant cette inégalité membre-a-membre par —— >0, il vient
n

1-x 1
nl—x - nl—x

1

J1-x S 1)\!7*
+1/an(x)/ 1+; —F

Par théoreme d’encadrement, nous en déduisons

1-x S 1
nl-x n () n—+0o

donc
1-x

Sp(x)  ~

n—+oo 1 — x

e Supposons que x = 1. Soit un entier n > 2. En Q5, nous avons déja établi
(% % %) S,(1) >In(n+1)

D’apres Q4

ni
(* % *%) Sn(1)<1+f ;dt=1+ln(n)
1
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De (% % %) et (% * x%) nous déduisons

1 1
1+In(n) > S,1) >In(n+1) :ln(n- (1 + ;)) =1In(n) +ln(1 + ﬁ)

1
puis, en multipliant cette inégalité membre-a-membre par oY >0, il vient
1
L, ps SaD In(1+3)
In(n) In(n) In(n)

Par théoreme d’encadrement, nous en déduisons
Sn(1)

]n(n) n—-+oo
donc
S,1) ~ In(n)
n (e e]

—+

On pose, pour tout x >1

{(x):= Em Z

n +OOk:1

1
k*
On se propose que calculer {(2) dans la suite.

Q7 — 4 point(s) — Exhiber deux réels a et § tels que

4 1
VneN* f (ai®+pr)-cos(nn) di = —
0 n

Fixons n € N*. En intégrant par parties, nous calculons

(-D"-1

T b4 —1"2
f t-cos(nt) dt = ——— et f % .cos(nt) dt = Gl 2z
0 n 0

2
Nous cherchons donc des rées «a et § tels que

2ra(-1)"+B((-1)"-1)
n2

T
% :f (at®+ Bt)-cos(nt) dt =
0
i.e. tels que
2ra(-D)"+p((-D"-1)=1

e Analyse. Si ces réels a et § existent alors, en spécialisant a » pair, il vient @ = 1/27 et, en spécialisant a n impair, il vient
p=-1.

¢ Syntheése. En distinguant deux cas suivant la parité de n, nous démontrons que, si

a=— et =-1
2 h
alors
& 1
VneN* f (ar®+ Bt)-cos(nr) dr = —
0 n
Q8 — 4 point(s) — Démontrer que, si t €]0, ], alors
n sin(—(zr‘;’m) 1
VneN* Zcos(kt)z_—t——
2sin() 2
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Soit n € N*.

n n o

cos(kt) = Re|) e'*
k=1 k=1

1_ei(n+1)t

- e[S

i —1) [e”;élcart¢0[2n]]

Sin((n;l)t) " N
= Re|————¢'2 -1 [angle moitié]

. (2n+l st st . .
sin(<5—t)+sin|5)—2sin|5 +Db) + -b
= vl : (tZ) 2) si (a, b) € R?, sin(a) cos(b) = SIS )
2sin(4) 2
Sin((Zn;l)t)
~ 2sin(f) 2
Q9 — 4 point(s) — Justifier que, si ¢ est une application de classe ¢! de [0, 7] dans R, alors
m
f ¢(1)-sin(nt) df ——0  [lemme de Riemann-Lebesgue]
0 —+00

Soit n € N*. La fonction ¢ et la fonction t — — cos(nt)/n sont de classe ¢! surle segment [0, r]. Par intégration par parties

S |

b/
_M +;f Cos(nt)(p,(t) dr =
0

n

_1\n+1
¢(0) N (=" p(m) N 1
n

b/ T
f (1) -sin(nr) dt = - f cos(nt)'(r) dt
0 n n Jo

0

La fonction ¢’ est définie et continue sur le segment [0, ]. Par le théoréme des bornes atteintes, le nombre
! !
[ f'[loo = sup |¢'(1)]
t€[0,7]
est bien défini. En appliquant des inégalités triangulaires, il vient

lpO] +]om|+m-|| f']o

T
f @(1) -sin(nt) dt‘ <
0

D’apres le théoreme d’encadrement

/1
f @(t)-sin(nt) dt ——0
0 n—+0o

2
Q10 — 12 point(s) — En déduire que {(2) = %

Soit n € N*.
L | an(t2 ) k)d [7]
— — —t|-cos(kt) dt
e = Eh ¢

b4 t2 n
== [f||° kt) dt
fo (Zn )kglcos( )
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D’apres Q8, pour tout ¢ €]0, 7]
2 n 2 sin (@) 1
——t|- ) costknndt = |[—-t||———=-=
2 = 21 2sin(£) 2

2
t 2 =t 2n+1)t
= o 'sin(( 5 ) )

Considérons la fonction

10,71] — R
[2
@ 2 ¢!
t — ==
2sin(4)

Comme sin(x) o x, elle se prolonge par continuité en 0, en posant ¢(0) = —1. Si on note (abusivement) ¢ son prolongement
x~>

par continuité sur [0, 7], nous observons que

£ : r 1 (@n+Dt
Vtel0,m] (E—I)-kg’lcos(kt) dt—E—E+(p(t).51n(
d’ ol 2
- 1 2n+1)t T T (@n+1)t
(%) ];E:L ———dt+f @(1)-s ( )dt:€+f0 @(1)-sin —)dt

La fonction ¢ est continue sur le segment [0, 7]. Elle est en outre dérivable sur I'intervalle ]0, 7] et sa dérivée sur cet intervalle
ouvert en 0 est donnée par

tsin (%) t*sin (%)
cos(f)—1 2m(cos(t)—1)

Vielo,m]l ¢'()=

2
Comme sin(x) ~ xetcos(x)—1 ~ ——
x—0 x—0 2 ,
1) — -1
¢ () —
D’apreés le théoréme de prolongement €', la fonction ¢ est de classe €' sur le segment [0,7] et ¢'(0) = —1. Les arguments

utiles a la démonstration de Q9 s’appliquent alors mutatis mutandis pour établir que

m
(* %) f ‘P(t)-sin((zn;l)t) dt——0
0

n—oo

De (%) et (**) nous déduisons )
T

no1
L a6

S 3 FORMULE D’INVERSION DE PASCAL ET APPLICATIONS

Soit (a,) € CN. Pour tout n € N, le nombre complexe by, est défini par

" [n
by = - ay

Q11 — 4 point(s) — Démontrer que, pour tout n € N

n
an=Yy_ k. (Z - b [formule d’inversion de Pascal]

k=0
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Soit n € N.
n B n n k n k
k=0 k=000
L, U n!
= Y Y (prk ag  [formule d’inversion pour les sommes triangulaires|
(=0k=¢ - (k= 0!

_ in' .a Z( 1)11 k 1
T A (n— k! (k—0)!

_in'az(l)nkz;
- 4 ! k=0 (n—-k-0)!-k!

n n—-¢
= . _\n—k-¢ (n—20)!
- zzof' (n o kzzo( U (n-k-0)-k!

n

-y (”) cag-(-1+1)"*  [formule du binome de Newton]
=0 ¢ F)

n,¢

= an

Fixons p € N* et posons, pour tout n € N
. 0 sin=0
" nombre de surjections de [1, p] vers[1,n] sin>1

Q12 — 8+1 point(s) — Démontrer que, pour tout n € N

nP = i(Z)Sk

k=0

et en déduire, pour tout n € N, une formule sommatoire pour s,.

» Nous remarquons que s; = p, S, = p! et, si n > p, alors s, = 0.
o Laformule est claire pour n = 0. Soit n € N*. Observons que

n

) LAt = U {fema™: raph =4

k=1 Ae(l1,nl

Ea
Soient k € [1, n] et A€ Z([1, n]. Comme 'application

Ex — {f:[1,p]l — A: f estsurjective}
[ o

est bijective, Card (E4) = s. De (%), nous déduisons alors que

n n n
n = Card([1,n]"") = Y Y se=) Card(@([1,n]) sk =) (Z)-skz

k=1 AeZ(11,n] k=1 k=1

e D’apres Q11

i n
VneN s,=Y (D" (7| kP
k=0 k

Un dérangement d’'un ensemble E non vide est une permutation de E sans point fixe, i.e. une application 0 : E —— E bijective telle
que
VxeE o(x)#x

Q13 — 4 point(s) — Soient E et F des ensembles non vides équipotents. Démontrer que I'’ensemble des dérangements de E et
I'ensemble des dérangements de F sont équipotents.
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Soit f: E—— F une application bijective. Notons 2 (E) (resp. 2(F)) 'ensemble des dérangements de E (resp. de F).
e Introduisons I'application
9(E) — 2(F)
o — f ogo f_l
Vérifions qu’elle est bien définie. Soit o € 2 (E). Lapplication fooo f~!: F —— F est bijective comme composée de bijections.
Supposons qu’elle ait un point fixe y € F. Alors
foaof =y
d’ot1
c(f =W
ce qui est impossible car o ne posséde aucun point fixe.
e De méme l'application
9(F) — 9(E)
T — f_l oToO f
est bien définie.
* On vérifie aisément que Y o ¢ = idg ) et @ oy = idg ). Lapplication ¢ est donc bijective et ¥ est sa réciproque.

On pose, pour toutneN

A= 1 sin=0
"7 | nombrede dérangementsde[l,n] sin>1
Q14 — 8+1 point(s) — Démontrer que, pour tout n € N
" n
nl= Z ( ) . dk
i=o\k

et en déduire, pour tout n € N, une formule sommatoire pour d,.

o Laformule est claire pour n = 0. Soit n € N*. Pour tout o € S;;, on pose
Fix(o):=1{ke[1,n] : o(k) = k} [ensemble des points fixes de o

Nous observons que
n

®  Sa=1] L] {0 €S, : Fix(o) = A}
k=0 AeP(1,nl)

Ex
Soit k € [0, n] et A€ 2 ([1, n]). Posons 2([1, n] \ A) 'ensemble des dérangements de [1, n] \ A. Lapplication
Ex — 92(1,n]\A

[ [1,n]\A
[[1,n]\A

(02 e

est bien définie (I'image d'un élément k € [1, n] \ A par o € E4 ne peut appartenir a A sinon k serait point fixe de o) et bijective.
Sa réciproque est 'application

2((1,n1\4) — Eq
[1,n] — [1,n]
T — O r { k sike A
7(k) sike[l,n]\A

Ainsi Card (E4) = d,,—. De (x), nous déduisons alors que
n n n n n n
nl=Card(Sy) = )_ Y dp-k=) Card(@(I1,nl) -dpr= )| |- dn-k=>_|,| de [0 —n—k]

k=0 AeZ([1,n] k=0 k=0

e D’apres Q11

n n n (_DZ
VreN d,=Y) (D)"% | |-k=n-) — (6 —n—k]
k=0 k =0 4

§ 4 LOIHYPERGEOMETRIQUE
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Nous rappelons que les coefficients binomiaux sont définis par

n!
n e 0< k<
V (1, k) € 72 ( ): =] sio<k<n
k 0 sinon.
Q15 — 4 point(s) — Soient a, b deux nombres entiers naturels et n € [0, a + b]. Démontrer

1 b b
2 (a) . ( ) = (a * ) [formule de Vandermonde] .
—o\k) \n—k n

e Premiére solution (polyndmes). Nous calculons

=0 ¢

s[5 ) BIE )

En comparant les coefficients de degré n des polynomes (X + 1)“”” et X+ D4 (X + l)b qui sont égaux, nous obtenons
i a b | [a+b
=\kf\n-k| | n |

— Sik>a,alors(Z)=0.Sin—k>b,i.e.sik<n—b,alors(

a+b
X+D*r =Y (‘H b) x°

¢ Deuxieme solution (combinatoire).

=0. Donc

n (a b min(a,n) a b
iz \kJ\n=k]  jemaxon-p \K)\n—Fk

— Si E est un ensemble fini, alors pour tout k € [0, Card (E)], nous notons . (E) I'ensemble des parties de E a k éléments.
Nous savons

Card (E)

(k%)  Card(P(E)) = ( .

— Nous définissons 'application ¢ par

min(a,n)
0 U @,a)xP,_r(a+1l,a+bl) — P,([1,a+b])
k=max(0,n—b)
(A, B) — AUB.

Vérifions que I'application ¢ est bien définie. Soit k un nombre entier tel que max(0, z—b) < k < min(a, n).AlorsO0<k<a
et0<n-k<bh.Soit (A, B) € Z([1,al) x P,_i(la+1,a+ b]). Alors

AuBc|[l,alula+1,a+b]=[1,a+ Dbl
et, comme les ensembles [1, a] et [a+ 1, a + b] sont disjoints, les ensembles A et B sont également disjoints. Ainsi
Card(AuB)=Card(A)+Card(B)=k+n—-k=n.

Lensemble AU B est donc une partie de [1, a+ b] a n éléments. Lapplication ¢ est donc bien définie.

— Nous définissons I'application v par

min(a,n)
Zu(1l,a+b]l) — U P11, al) x Py (la+1,a+ bl)
k=max(0,n—b)
C — (Cnll,al,Cnla+1,a+bl)
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Vérifions que I'application v est bien définie. Soit C € 22, ([1, a + b]). Alors C N [1, a] est une partie de [1, a], qui posséde
Card (A) =: k éléments, avec0 < k < a.
Comme C c [1,a + b]

C=Cnll,a+bl=Cn([l,alula+1l,a+b])=(CnI[l,a) u(Cnla+1l,a+b] .

DeCnll,al cll,al, Cnla+1,a+bl cla+1,a+blet[l,alnla+1,a+b] =@, nous déduisons que les ensembles
Cn[1,al etCnla+1,a+ bl sontdisjoints. Donc

n=Card(C) =Card(Cn[l,a]l)+Card(Cnla+1,a+b]) =k+Card(Cnla+1,a+b]) .

AinsiCard(Cn[a+1,a+b])=n—ketdoncO<n-k<a+b-(a+1)+1=b.Doncn—-b=<k<n.
CommeO<k<aetn—-b<k<n,ona
max(0,n—b) < k<min(a,n).

Donc 'ensemble C N [1, a] est une partie de [1,a] a k éléments, Cn[a+ 1,a+ b] est une partiede [a+1,a+blan—k

éléments, ot max(0, n — b) < k < min(a, n). Lapplication y est donc bien définie.

min(a,n)
— Soit (A,B) € U 2 ([1,al) x Pp_i(la+1,a+ bl.
k=max(0,n—b)

Y(@p(A B) =y(AUB)=((AuB)n|[l,al, (AuB)Nnla+1,a+bl) = (A B)

la derniere égalité découlantde Ac [1,a] et B< [a+1,a+ b].

— Soit Ce 2, ([1,a+ b]).
e (0)

@p(Cnll,al,Cnla+1,a+bl)
(Cnll,al) u (Cnla+1,a+ b])
Cn([1,a] ula+1,a+ bl)
Cn[l,a+Db]

= C

la derniere égalité découlant de C  [1,a + b].

— Nous en déduisons que I'application ¢ est bijective (et que ¥ est son application réciproque). Ainsi

min(a,n)
Card (2, ([1,a+ b)) = Card U  21,a) xP,_r(la+1,a+b])
k=max(0,n—b)
min(a,n)
Comme la réunion U P (1, al) x 2, _r(la+1,a+ b]) est disjointe, il vient
k=max(0,n—b)
min(a,n)
Card (2, ([1,a+ b])) = Z Card (Z([1, al) x Z,,_r(la+1,a+ b]))

k=max(0,n—b)

min(a,n)
= > Card (24 ([1, al)) x Card (2, (la+1,a+ b])) .
k=max(0,n—b)

Grace a (%) et (%), nous obtenons finalement
(a+b)_ mirf’”) (a) (b+a—(a+1)—1)_z":(a)( b )
n k=max©,n-b) \K n-k o\k)\n—k)

Soient N,n, m trois nombres entiers naturels tels que 1 < n < N et 1 < m < N. On dit qu'une variable aléatoire X sur un espace
probabilisé fini (Q0, P) suit la loi hypergéométrique de paramétre (N, n, m) si

X(©Q) < [0,n]
(1) (i)
()

Vkel0,n] PX=k) =

Dans ce cas, on note X ~ (N, n, m).

Q16 — 2 point(s) — Justifier que (N, n, m) est une loi.
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D’apres Q15

n
Y PX=k= "
= =G ™ &

Donc A (N, n, m) est bien une loi.

Soit X une variable aléatoire telle que X ~ /€(N,n, m).

Q17 — 4 point(s) On suppose, dans cette question, que les nombres entiers naturels N, n, m vérifient2 < n< Net2<m< N
et on introduit r € N*. Démontrer

Y y+1"hP(Y =y
yEY (Q)

Y X PX=x)=—
x€X(QQ)

ou Y est une variable aléatoire de loi #/(N-1,n—-1,m—1).

Y x"-P(X=x) ZMPM k)
x€X () k=0

= (],\[ 11) z:: Kl ( 11) (]Z:’:) [formule du capitaine]

=|2

_ __ZHI()©%$@
N o ()

(m 1) (N—l—(m—l)

nm —1-¢
= ——-2}€+Dr1 e (6 —k-1]
N = (y
nm r—1
= ok Z y+1)" L. Py =y
YEY (Q)
Q18 — 2 point(s) — En déduire la valeur de
Y x-P(X=x)
xeX(Q)
On exprimera le résultat en fonction de n et p:= —
e Sin=1alors
Z x-PX=x)= Zk 1\1[ ) m_nm_np
xeX(Q) (If) N N
e Sim=1alors
Y xP(X=x-= Zk (0 (=) (5:11)_3_@_
= NN

X€X(Q)

Y xPX=x)=—

xeX(Q)

(P

Z P(Y=y)=
yeY(Q)

ou Y est une variable aléatoire de loi #A/(N-1,n—1,m—1).

m
— =np

N

e Sinon n > 2 et m > 2. Nous pouvons donc appliquer Q17, en spécialisant r a 1 et obtenir

[Q16]

Q19 — 4 point(s) —

Déterminer la valeur

Y x*P(X=x)
XeX(Q)

10



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiére

Sin=1alors

5 oraene s B m
xeX(Q) k=0 ]Y N
e Sim=1alors (1) (N 1) (N 1)
. . -
R2-PX=x)= Y kR onck _ lecl) B
xe;ﬂ) l;) (Ir\;[) (Ir\z]) N

Sinon n > 2 et m > 2. Nous pouvons donc appliquer Q17, en spécialisant r a 2 et obtenir

2 nm
Y ¥ PX=n=—r- 3 (y+D-P(Y=y)
XeX(Q) yeY(Q)

ol Y est une variable aléatoire de loi # (N —1,n—1,m—1). D’apreés Q16 et Q18

(n-1)(m-1)
x2.p(X:x)=ﬂ. = 2
xE;(Q) N N-1

Q20 — 4 point(s) — Soient N, n, m trois nombres entiers naturels tels que 1 < n < N et 1 < m < N. On considere une urne
contenant N boules, dont m sont blanches et N — m sont rouges. On tire successivement et sans remise n boules de 'urne et on
note X le nombre de boules blanches obtenues. Justifier que X ~ #(N, n, m).

+ Comme nous piochons n boules, nous ne pouvons avoir plus de n boules blanches. Ainsi X (Q) < [0, n].
¢ Soit k € [0, n]. Nous calculons la probabilité d’avoir obtenu k boules blanches.

— On ne peut pas avoir tiré plus de m boules blanches, donc si k > m, alors P(X = k) = 0.

— On ne peut pas avoir tiré plus de N — m boules rouges, donc si n— k> N —m, alors P(X = k) = 0.

— On suppose désormaisque k< metn—k < N—m,i.e. n+ m—k < k< m.Donc
max(0,n+m— N) < k<min(n,m).

Comme les tirages sont effectués dans remise et que seul compte le nombre de boules blanches obtenus, il revient
au méme de considérer que les n tirages ont été effectués en une seule fois, i.e. simultanément.
Le nombre de tirages favorables est donc

- 0

~—— ——
nombre de tirages simultanés de nombre de tirages simultanés de
k blanches parmi les m n— k blanches parmiles N—m

etle nombre de tirages possible est (Ir\l[ ) . Comme tous les tirages sont supposés équiprobables
N,
() (k)
()
n

Gréce a la définition étendue des coefficients binomiaux, cette formule vaut en fait pour tout k € [0, n].

P(X=k) =

— Donc pour tout k € [0, ]
(%) (o)

()

PX=k=

La variable aléatoire X suit donc laloi #(N, n, m).

Soit n € N* fixé. Soient (X,,) men+ Une suite de variables aléatoires telles que, pour tout m € N*, il existe un nombre entier Ny, tel que
1<n< Ny 1< m< Ny, Xy ~ 70Ny, 11, M)

On suppose qu'il existe p €10, 1] tel que

p

N, m—+oo

11
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Q21 — 4 point(s) — Démontrer que, pour tout k € [0, n]

P(Xpn = k) —— (Z) pra-p"*.

Soit k € [0, n]. Soit m € N*. N
(%) ()
()

Nous pouvons exprimer cette quantité a ’aide de factorielles seulement si

P(Xp=k) =

min(0, n+ m— Ny,) < k <min(n,m).

m
Comme N, ~ —, Np, +00. Donc

m——+oo P m——+o0

n n
n+m—Nm:Nm(—+——1) +oo(0+p—-1)=-0c0.

Ny, Np

m———>+o00
Ainsi, il existe un rang entier my tel que, pour tout m > my
n+m-N,; <0 et m>=n.

Donc, pour tout m > my
min(0,n+m—N,,) =0 et min(n, m)

d’oty, pour tout m > my.

B B n! (N, — n)! m! (Np, —m)!
PEm=k) = Np!  kK(m-k)! (n—k)!(Ny—m—n+k)!
n! 1 1
- te}rmes termes n— k termes

(n) m (m-(k-1) Np-m Np-m—-(n—-k-1)

k| N =~ (Nm—(k=1)) Nm—k ==~ (Np—(n-1)
k te}rmes n— k‘t'ermes
Donc, pour tout m > my
m k-1 | m m n—k-1
n\ m N, N, N, N, N,
PX =k — m m m m m
G = (k) N k-1 |k =
Ny, Ny, N
k te}rmes n— kérmes

Ainsi, lorsque m tends vers +oo, k et n étant fixés, il vient

PXpm=k)

ny ko in—k
oo

m——>+00

Q22 — 2 point(s) — Comment aurions-nous pu conjecturer le résultat de Q21 graice a la situation de reconnaissance de loi de
Q20?

Nous considérons de nouveau la situation de reconnaissance de loi de Q20.

Si m tend vers +oo alors que la proportion de boules blanches dans I'urne tend vers p €]0, 1], le nombre de boules dans I'urne
tend vers +o0, alors que la proportion de boules blanches tend a se stabiliser autour de la valeur p.

Puisque le nombre de boules tirées reste fixe, lui, nous considérons que le tirage de n boules de I'urne ne modifie que tres peu
la composition de 'urne, i.e. nous considérons qu'il est indifférent que les tirages soient opérés avec remise ou sans remise.
Mais des lors X}, compte le nombre de succes dans une répétition indépendante (avec notre approximation) d’'une expérience
de Bernoulli, n fois. Cette expérience de Bernoulli consiste a tirer une boule de 'urne et un succes est I’obtention d'une boule
blanche. Toujours en approximation, nous considérons que cette probabilité de succes vaut p (asymptotiquement du moins).

12
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Ainsi pouvons nous intuitivement expliquer (# démontrer) que la loi de X;,, doit « étre proche » de la loi binomiale %(n, p),
lorsque m tend vers +oo.

Julien et Romain viennent d'acheter un étang. Ils voudraient connaitre le nombre, noté n, de poissons dans leur étang. Pour cela, ils
effectuent une premiere péche. Ils raménent ainsi r := 133 poissons qu'ils reldchent apres les avoir marqués. Lors d’'une seconde péche
de s := 144 poissons, ils constatent que k := 18 sont marqués.

Q23 — 4 point(s) — Quelle était la probabilité P(n) d’avoir péché k poissons marqués?

La population totale de poissons est de n (valeur numérique inconnue).

Parmi ces n poissons, r := 133 sont marqués et donc n—r = n—133 sont non marqués, ce qui scinde la population de poissons
totale en deux parties.

Les s := 144 poissons obtenus lors de la seconde péche 1'ont été en prélevant simultanément s := 144 poissons parmi les n de
n

I'étang. Ilya ( ) péches possibles.
s

Parmi ces péches possibles, celles donnant k := 18 poissons marqués et s — k = 126 poissons non marqués sont au nombre de

1}

simultanément k poissons

parmi les r marqués

nombre de maniéres de prélever

nombre de manieres de prélever
simultanément s — k poissons

parmi les n — r non marqués

En supposant toutes les péches équiprobables, nous obtenons

() (=0
)

P(n) =

Afin d'estimer n, on cherche «la» valeur de n qui maximise la probabilité P(n) (estimation par maximum de vraisemblance).

(n)

P
Q24 — 4 point(s) — Calculer ———, pourtoutn>s+r—k.
P(n-1)

P
Soit n > s+r — k. Alors P(n— 1) > 0 et donc le quotient Pl ) ) est bien défini.
n—
= =il = =)
Py @GN (D ) ner nes
P(n-1) (’S’) (Irc) (”;_1];’) (”;_1];’) (';) n+t+k-r-s n
Donc
P(n) _ n®—(s+r)n+rs
P(n-1) mn2—(s+rn+nk.
Q25 — 4 point(s) — En déduire «la» valeur de n pour laquelle P(n) est maximale.
Soit n > s+ r — k. Grace Q24, nous savons que
P
— sink < rsalors l>1
P(n-1)
P
— sink=rsalors l =
P(n-1)
— sink > rsalors M<
Pn-1)
Comme, pour tout n > s+ r — k, P(n) >0, nous en déduisons
rs rs rs rs
P(s+7—k+1)<P(s+7r—k+2) <...<P“IJ —1) SP“?J) >P({IJ +1) >P({¥J +2) >

rs rs
«La» valeur maximale de P(n) est obtenue pour n = [?J —letn= \_?J . Avec les valeurs numériques données, Julien et

Romain peuvent estimer qu’ils possedent environ 1064 poissons dans leur étang.
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