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UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°7

— 121 points —

§ 1 CLASSE DE SIMILITUDE ET TRACE (DB)

Soient un entier n > 2 et K un corps. Deux matrices A et B de 4, (K) sont dites semblables s'il existe P € GL,,(K) tel que B= PAP™L.
Dans ce cas on note A ~ B.

Q1 — 3 point(s) — Démontrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur .4, (K).

e Soit A€ 4,([K). Comme I, € GL,(K) et I,,AI,;1 =1,Al, = A, A~ A.Larelation ~ est donc réflexive.

e Soit (A,B) € ., (K)? tel que A ~ B. Alors il existe P € GL,(K) telle que B = PAP~!. Nous en déduisons que A = P~'BP.
Comme la matrice P est inversible et (P‘l)_1 = P, B ~ A. Larelation ~ est donc symétrique.

e Soit (A4, B,C) € 4, (K)3 telle que A ~ B et B ~ C. 1l existe donc (P, Q) € GL,(K)? tel que B= PAP~! et C = QBQ™!. Nous en
déduisons C = QPAP™'Q™!. Comme QP € GL, (K) et (QP)"! = P71Q~!, A~ C. Larelation ~ est donc transitive.

Q2 — 1 point(s) — Que dire d'une matrice A € .4, (K) semblable a I, ?

o Soit A€ #,(K) semblable a I,. Alors il existe P € GL, (K) telle que A= PI,P~!. Nous en déduisons que A= I,,.
e Puisque la relation ~ est réflexive, I,, est semblable a I;,.
Nous en déduisons que la seule matrice de .4, (K) semblable a I, est I,,.

Q3 — 3 point(s) — Soient A et B deux matrices semblables de .4, (KK). Démontrer que, pour tout r € N*, les matrices A" et B”
sont semblables.

Comme A et B sont semblables, il existe P € GL,(K) telle que B = PAP~'. Nous démontrons par récurrence que, pour tout
reN*, B" = PA"P~!, ce qui livrera le résultat demandé.

 Initialisation ar = 1. Nous observons que PA'P~! = PAP~! = B= B!,

o Hérédité. Soit r € N* fixé tel que B” = PA"P~!. Alors B"*! = BB” = PAP~'PA"P~! = PAI,A"P~! = PA"*1p~1,

1 2 1 3 1 1 1 1 1
Soient les trois matrices de M3 (K) définiespar Ay =12 1 2[,A2=|3 0 O0|etQ=[(0 1 1
1 2 1 3 0 0 1 1 0
Q4 — 4 point(s) — Calculer les matrices QA; et A»Q.
4 5 4
QA;=13 3 3|=A0
3 3 3
Q5 — 4 point(s) — Démontrer que la matrice Q est inversible et calculer son inverse, en appliquant I'algorithme du pivot de

Gauld sur une matrice augmentée et en expliquant le résultat a I'aide de matrices de transposition/dilatation/transvection.

Nous appliquons 'algorithme du pivot de GauR a la matrice augmentée (A| I3).

1 1 1(1 0 O 1. 1 1 1 0 O
01 1({0 1 O ~ 0 1 1 0 1
1 1 0(0 0 1 0 0 -1|-1 0 1 Lz—L3—LyoubienT5;(-1)x-
1 1 1|1 0 O
~ 0 1 1]0 1 0
0 1|1 0 -1 L3z —LzoubienD3(-1)x -

0 0 1 L1 «— Ll —L3 ou bien TL3(—1) X -
~ 01 0/|-11 1 L, Ly—Lioubien Tr3(=1) x -
1 0

0 1 -1 0 L1 = L1 —L2 ou bien TLQ(—I) X -

$
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Nous en déduisons que
T 2(-1D)T3(-1)T13(-1)D3(-1) T3, (-1)Q=1I3.

La matrice Q est inversible a gauche, d’'inverse a gauche la matrice 77 2(—1) T2 3(-1)T1 3(—=1)D3(=1) T3, (- 1).

1 -1 0
D'aprés le cours, Q E GL3 () et Q_l = T1,2 (-1 T2,3 (-1 TLg (—1)D3(—1) T3,1 (-1, i.e. Q_l = (—1 1 1 )
1 0o -1

Q6 — 2 point(s) — Que dire des matrices A; et A ?

Nous avons établi que QA; = A,Q et que la matrice Q est inversible. Nous en déduisons que A = QA;Q~'. Les matrices A; et
A, sont donc semblables.

La trace d’'une matrice A € 4, (K), notée Tr (A), est la somme de ses coefficients diagonaux, i.e.
n

Tr(A) = ) [Al;;.

i=1

Q7 — 3 point(s) — Démontrer que, pour tout (A, B) € .4, (K)2, Tr (AB) = Tr (BA).

Nous calculons " R n non
Tr(AB)= Y [ABl;;i=) Y [Al;jIBlj; et Tr(BA)=) [BA]j;= Z Z [B],ilA
i=1 j=1 J=1:=1

i=1j=1

et en déduisons Tr (AB) = Tr (BA).

Q8 — 2 point(s) — Soient A et B deux matrices semblables de .4, (K). Démontrer que Tr (A) = Tr (B).

Comme A et B sont semblables, il existe P € GL,(K) telle que B = PAP~!. Al'aide de la question précédente

Tr(B) = Tr (PAP™) = Tr (P PA) = Tr (I, A) = Tr (A) .

Q9 — 2 point(s) — Les matrices Az = et Ay = sont-elles semblables?

N o O ==
S N o
o oW o
R OO
o N O
N O O =
0 O O
S O W o

Nous calculons Tr(As) = 17 et Tr(A4) = 0. Si 17 #0 dans K alors les matrices A3 et A4 ne sont pas semblables, d’apres la
contraposée du résultat de la question précédente.

§ 2 COMMUTANTS DE MATRICES ET CENTRE DE ./,,(K) (DB)

Soient un entier n > 2 et K un corps. Le commutant € (A) d'une matrice A € M, (K) est I'ensemble des matrices M € M, (K) qui

commutent avec A, i.e.
€C(A):={Me,K) : AM=MA}.

Le centre € de M, (KK) est 'ensemble des matrices de 4 ,(K) qui commutent avec toutes les autres, i.e.

C€:={MepK): VNeln(K) MN=NM}= ﬂ €(A).
Ae My (K)

Q10 — 3 point(s) — Soit A € 4, (K). Démontrer que %6 (A) est stable par combinaison linéaire.

Soient (M, M») € €(A)? et (A1, A,) € K2. Démontrons que A M) + A2 M> € €(A), i.e. que (A1 My + A My) A = A(A1 My + A, My).
Nous calculons
A M +A, M)A = AMMA+A;,MyA
AMAM, + A2 AM, (M1, M) € €(A)?]
AM M+ A My [(A1,A2) € K2
= A(/llMl + A,QMZ) 5
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Q11 — 4 point(s) — Soient 14,...,A, des éléments de K deux-a-deux distincts. On note D la matrice diagonale dont les coeffi-
cients diagonaux sont Ay, ...,1,. Démontrer que ¢ (D) est 'ensemble des matrices diagonales de .4, (IK).

Par hypothese, D = Diag(14,...,4,).

¢ Soit M une matrice diagonale. Démontrons M € € (D), i.e. que MD = DM.

Comme M est une matrice diagonale, il existe des scalaires y1, ..., i, tel que M = Diag(p1, ..., ttn). D’apreés le cours (cf. produit
de deux matrices diagonales)

MD = Diag(u1,..., n)Diag(dy,...,Ap)
= Diag(ulﬂll,...,,un)ln)
= Diag(Aip1,..., Anpin) [la multiplication de KK est commutative]
= Diag(Ay,...,A,) Diag(u1,..., tn)
= DM.

¢ Soit M € € (D). Démontrons que M est diagonale, i.e. que, pour tout (i, j) € [1, n]? tel que i # j, [M];;=0.
Soit (i, j) € [1, nj? tel que i # j. Nous calculons

n
[MD]; j = ) [Ml;|Dl,; = [M]; (D} ; [D est diagonale]
k=1
et "
[DM];,j = Y [Dl; k[Mlg,; = [Dl;,;[M];,; [D est diagonale] .
k=1

Comme MD = DM, nous en déduisons
[M1;,; (ID1;,; - [D]},;) =0

puis [M]; ; =0 car [D]; ; # [D]},;.

Q12 — 4 point(s) — Soient (i, j) € [1, nj? et E; j la matrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’adresse
(i, j) quivaut 1. Démontrer que, pour tout M € 4, (K), M€ € (E,-, j) si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

(a) Pourtout k€ [1,n]\{i}, [M]t,; =0.
(b) Pour tout ¢ € [1,n]\{;}, (M1}, =0.
(© [Ml;,; =[M]j,j.

Soit M € € (E;,j). Nous calculons
n n n
ME;j=| Y [Mlg¢Exe|Eij= (Mlg,0ExcEij= ) D [Mlge80,iExj= ) [MlgiEy,
1<k e, <n 1<k e, <n k=1/=1 k=1
et
n n n
E; jM = E; ; ( [M]k,ZEk,é) = (Ml ¢Ei jEke=) > [Mlge8jkEie= Y [MljEi,.
1<ke,<n 1<ke,<n 0=1k=1 /=1
Ainsi
n n
ME;j=ME;; < )Y [Mlg;iExj=) [Mlj¢Ei,
k=1 =1
Vkel[l,nl\{i} [Mlg;=0
= { VlelLn\{j} [Ml;,=0
M];,; =[Mlj; .
Q13 — 4 point(s) — Démontrerque ¢ =[] € (Ei ;).

(i, ))el1,n1?

e Si M € € alors M commutent avec toutes les matrices de .4, (K), en particulier avec toutes les matrices E; ; ou (i, j) €
[1,n]>. DoncMe () %6 (Ei;).
(i, j)ell,nl?
Linclusion € < jeq1,nz € (E;, ;) est établie. Démontrons I'inclusion réciproque.
e SoitMe ()| <%(E;;). Démontrons que M € €, i.e. que, pour tout N € ./, (K), NM = MN.
(i,/)ell,n]?
Soit N € .#,,K. Nous calculons
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™

Z
T

Me m € (Ei,j)
(i, )elL,n)?
= MI(N]; ;E; [les [N];,j sont des scalaires]

Q14 — 4 point(s) — En déduire que € = Vect (I,).

e Soit M € Vect (I,). Par définition de Vect(I},), il existe A € K tel que M = AI,,. Nous démontrons que, pour tout N € .4, (K),
NM=MN.
Soit N € 4, (K). Comme I,, commute avec N et A € K

NM =NAI,=ANI,;=AI,N=MN.

e SoitMe<%b.

— Soit (i, j) € [1,n] telque i # j. Comme M commute avec Ej ; nous savons que [M]; j =0 (cf. Q12). La matrice M est donc
diagonale, i.e.
M = Diag([M11,1,[Ml22,..., [Mln,n) -

— Soit i € [2, n]. Comme M commute avec E; ; nous savons que [M];; = [M];; (cf. Q12). Ainsi

M =Diag (M1, (M 1,...,[MI1,1) = [M1,1 1, € Vect (1) .

§ 3 MATRICES TRIANGULAIRES STRICTES ET NILPOTENCE (DB)
Soient un entier n > 3 et K un corps. Pour tout p € [0, n 2], on définit la partie F,, de 4, (K) par
Fp:={M=(m;;) e M,(K) : VG, ) e[l,n]* j—i<p=>[M];;=0}.
Lensemble Fy est donc I'ensemble des matrices de 4, (K) qui sont triangulaires supérieures avec des coefficients diagonaux tous nuls.

Q15 — 5 point(s) — Soit p € [0,n - 2]. Ecrire F, comme I'’ensemble des combinaisons linéaires d'une famille finie de matrices
de ./ (K) et en déduire une propriété de stabilité de F,.

e Soit M € Fp. Alors

M= Y [MljEj= Y. [MlE;+ Y. [M;jEj= Y. [Ml;;E;eVect({E;;: (i, j)ell,nl*telquej—i>p}).
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
j-isp j=i>p j-i>p

Ainsi F,,  Vect ({E; ; : (i, j) € [1,n]? tel que j — i > p}).

+ Soit M € Vect({E;; : (i, )) € [1,n]? tel que j— i > p}). Alors, si (i, j) € [1,n]? est tel que j— i < p, le coefficient d’adresse
(i,j) de M estnul. Ainsi M € Fy,.

 Nous avons démontré que Fj, = Vect({E;; : (i, j) € [1,n]? tel que j — i > p}). D’apres le cours, nous en déduisons que F,
est stable par combinaison linéaire.

Q16 — 4 point(s) — Soit (A, B) € Fy x F,,—». Démontrer que la matrice AB est nulle.

Comme A€ F,

n-1n
A= Y [AlijEi;j= )Y [AlijEj=) Y [AlijEi;
1<i,j<n 1<i<j<n i=1j=2
j=i>0
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etcomme Be F,,_»

B= ) [Bl;jEij= ) |[BlijEij=I[BlynE,n [cf.Q15].
1<hi<n R
j-i>n-2

Ainsi, comme [B];,, est un scalaire

n-1n n-1n n-1
Z Z A]l]El]) B]l,nEl,n) = Z 1i,j[Bly,nEi,jE1n = Z Z[A]z] Bl n6j,1Ei,n =04, -
i=1j=2 i=1j=2 i=1j=2

Q17 — 4 point(s) — Soit (p,q) € [0,n—2]% tel que p+ g < n—3. Soit (A,B) € F, x Fy. Démontrer que AB € Fy1g41.

Démontrons que, pour tout (i, j) € [1,n]* telque j—i < p+qg+1, [AB];j=0.
Soit (i, j) € [1, nj? tel que j—i < p+ g+ 1. Par définition du produit matriciel

n
[AB];j = ) [Al;k[Blg,;
k=1

Nous démontrons que, pour tout k € [1, n], [Al; [Blk, j=0,ce qui entrainera [AB]; j = 0.
Pour ce faire, raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe k € [1, n] tel que [Al; [Blg,j # 0. Comme (4, B) € F), x Fy, ceci
implique

k—i>p et j—k>gq
i.e., puisque k, i, j, p, g sont entiers

k—izp+1 et j—k>qg+1.

Nous en déduisons j—i=j—k+k—i> p+q+2, ce quicontredit '’hypothese j —i < p+g+1.

Q18 — 3 point(s) — En déduire que si A € Fy, alors A" est la matrice nulle.

Soit A € Fy. Nous démontrons que, pour tout k € [1,n—1], AF € F_;.
— Initialisation a2 k= 1. Par hypothese, A' = Ae Fy = Fj_1.
— Hérédité. Soit k € [1,n— 2] fixé tel que A¥ € Fr_,. D’apres Q17

A = AFA€ Forgo101 = Fr .
D’apres ce qui précéde A”~! € F,,_,. Avec Q16, nous en déduisons

AnZAXAXAn_IZOMn(K).

Q19 — 1 point(s) — Soient a,b,c,d, e, f, g, h,i, j des scalaires. Que vaut A® si A:=

o LT Q ©

o o oo

-~ o oo

~ oo oo

oo oo o
-~

Nous observons que A" € F, en spécialisant le cadre précédent a n = 5. D’aprés Q18, (AT)5 =0_4;)- Nous en déduisons

2 =((AN)) = (@) =070 = 000 -
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§ 4 FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES ET APPLICATIONS ! (EDOUARD LUCAS)

On note & l'ensemble des nombres premiers.

PourneN*, on note9,, l'ensemble des nombres entiers naturels divisant n et on écrit Z = Z la somme sur tous les nombres entiers
dn de2,

naturels d divisant n.

Une fonction arithmétique est une fonction f: N* C. Lensemble des fonctions arithmétiques est noté A.

On dit qu'une fonction arithmétique f € A est multiplicative si

F#0
Y(m,n)e N*)?, man=1 = f(mn)= f(m)f(n)
On noteM I'ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives. On note 1, 6 et1 les fonctions arithmétiques
p [V — ¢ 5 1sin=1 I‘N_)C
n — 1 n — . n — n
0sin=>2

On remarque que ces trois fonctions arithmétiques sont multiplicatives.
Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, le produit de convolution de f et g est la fonction arithmétique notée f = g définie par

Ve N, (fx gn = ¥ f(g(5)

din
Q20 — 4 point(s) — Enoncer le théoréme de changement d’indice pour les sommes finies de nombres complexes.
Cf. C5.17. |
Q21 — 3 point(s) — Vérifier que 6 est un élément neutre pour la loi *.

Soit f e A.SoitneN.Ona:

(Fro)m=Fms()+ ¥ flas(Z)=1ftm+0=fm)
din,d#n

Ainsi fx6 = fet f=6xfcar (6 f)(n) = 6(1)f(%) +d Zd 6(d)f(g) = f(n) d’ol1 § est un élément neutre pour la loi * . sur
|n,d#1

A

Pour tout n € N*, on note €, = {(dy, d») € N*)?, dyd, = n}.

Q22 — 4 point(s) — Justifier que, pour tout n € N*,
(fxm= )Y  fld)gdo)
(dy,d2)€€6y
S {deNl|d|n} — €
Soit n € N*. L'application " deNlid|n) est bien définie de bijection réciproque: n
n
ainsi on a bien (f * g)(n) = Zf(d)g(g) = Y fld)gldy).
din (d1,d2)ECn

Q23 — 4 point(s) — En déduire que * est commutative.

—_

( d(frcliz) — dg,’;ll) est bijective de bijection réciproque elle-méme. Ainsi

Soit f, g € A. Soit n e N*. L'application

(fxgm= Y fld)gld)= )Y  gldo)f(d)=(g*n)
(dy,d2)€6y (dp,d1)€6n

d'ou f * g =g+ f et * est commutative .

Q24 — 4 point(s) — De méme, en exploitant I’ensemble <€,’1 ={(dy,d>,ds3) € (N3, d; dyds = n}, montrer que * est associative.

1. Extrait de la premiere épreuve du Concours Centrale-Supélec 2020, filiere MP
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Soit f, g, h € A. Soit n € N*. On a, en utilisant la bijection : (d}, d», d3) € €, — (d1,d1dp) € {(e,d) |d | nete| d}

[(f*g)*h](n)=Z(Zf(e)g(§))h(g)= Y reg(S)a(3)= T funginy

din\eld din,eld (d1,d2,d3)€E),

Puis de maniere analogue, on obtient : > fld)g(da)h(ds) = [f*(g=h)](n) dou (f *g) =h=f*(g=h) etainsi x est
(dy,d,d3)€E),

associative .

Q25 — 3 point(s) — Que peut-on dire de (A, +, %) ?

On sait que (A, +) est un groupe commutatif. De plus, * est commutative, associative et admet un élément neutre. Soit f, g, h €
A.SoitneN*.Ona:

(g0 =3 (f(@+5(@) n(3)= dsz(d)h(g) +%f(d)h(g) =[x+ ]

Donc (f+g)«xh=(f+xh)+(g+xh)eth=(f+g) = (hx*f)+(f *g) car * commutative. On peut dire que (A, +, *) est un anneau
commutatif .

Q26 — 4 point(s) — Soient f et g deux fonctions multiplicatives. Montrer que si
Vpe®@, Vke N*, f(p*) = g(ph)

alors f=g.

On suppose que Vp e 2, Yk e N*, f(p*) = g(p¥). Soit n e N*.
Sin=1,onalAl=1donc f(1)= f(12) = f(1)? or f(1) #0 donc f(1) =1 = g(1) (analogue)
Si n > 2, on écrit la décomposition en facteurs premiers :
r
n= Hp?i avec r e N*, les p; € 22 (distincts deux a deux) et les a; € N*

i=1
Par récurrence immeédiate, on a

k k
Vkell,rl, f(l'[p?f) =[1r(p{)
i=1 i=1

r r
Puis en utilisant 'hypothese f(n) = [ [ f(p;’) = [ [g(p;") = g(n) de fagon analogue
i=1 i=1
En conclusion f=g .

Q27 — 6 point(s) — Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que I'application

Dn*xDm — Dmn

d (dv,dz) +— didy

est bien définie et réalise une bijection entre 2, x 2, et ..

bien définie: Soit (d,d2) € D, x D;,,. On peut écrire n = dyq; et m = doq, avec q1,q2 € N* donc nm = (d1d»)(q142) d’ou
didy | nm et ainsi d1d, € D,,,;, donc 7 est bien définie.

injective: Soit (d,d>) et (e1, e2) € D, xD, telsque n(dy, d2) = m(e1,e2) Onad;dy = ey e; ainsi e) | dyd, Comme nAm =1, donc
n et m n'ont aucun facteurs premiers en commun comme e; | n et dy | m, alors e et dy n’ont aucun facteurs premiers en
commun donc e; A dz = 1. Ainsi avec le théoreme de Gauss, e; | d; et de facon analogue d; | e; comme d; e Netej €N,
on a e; = d; puis on obtient (d;, d») = (e, e2) Ce qui prouve l'injectivité de =

r N
surjective: Soit d € 9,,,. On écrit les décompositions en facteurs premiers de n et m : n = pr.” etm = qu ! Comme
i=1 i=1
nAm=1,les p; sont distincts des g; et on peut écrire

r ’ S !
d= (Hp;x’)(anl) avec0< a; < a;et0< B < B;
i=1

i=1

r / S /
Je pose d; = ]_[p?i etd, = Hqiﬁi de sorte que d = dyd>, dy | netd, | m d'ot (dy, ds) € Dy, x Dy, et m(dy,ds) = d Ce qui
i=1 i=1
prouve la surjectivité de &
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l En conclusion 7 est bien définie et réalise une bijection entre 2, x 2,, et D, - J

Q28 — 4 point(s) — En déduire que si f et g sont deux fonctions multiplicatives, alors f * g est encore multiplicative.

On suppose que f et g sont deux fonctions multiplicatives. Alors f(1) =1 = g(1) d’ou

1
(f+gQ) =Zf(d)g(g) =fMg)=1#0
dil

Soit n, m € N* tel que n A m = 1. En utilisant la bijectivité de w de 7 :

(f*gnm)= ) f(d)g(@)z Y f(d1dz)g(n—)

m
A€Tpn A (), d)eDyxDm dydy

En regardant les facteurs premiers on voit que pour (dy,d2) € D, x Dy, onadi Ady =1 = d—”] A dﬂz donc

frenm= ¥ f(d1)f(d2)g(d£1)g(dm2): )3 f(dl)g(di) )y f(dz)g(dﬂz)

(dy,d2)eDn*xDm d1€Dy, 1 dr€Dp,

donc (f * g)(nm) = (f * g)(n)(f * g)(m) etainsi f * g est encore multiplicative .

Q29 — 6 point(s) — Soit f une fonction multiplicative. Montrer qu’il existe une fonction multiplicative g telle que

k . .
Vpe®@, VkeN*, g(p©) =- > fiphep*
i=1

et qu’elle vérifie f * g = 6.

On veut juste l'existence de g mais pour rechercher g, je traite cela par analyse synthese.

Analyse: Soit g € M convenant. Ainsi, on a g(1) = 1. Puis pour p € 2 par récurrence sur k € N*, les g(p*) sont définis par

k . .
g(p®) =1 etlarelation VkeN*, g(p*) = - Zf(p’)g(pk_‘)
i=1

14
Ainsi g est définie sur Pp = { pk | keNetpe 2} Enfin pour n e N*\ Pp, on écrit sa décomposition en facteurs premiers

;
n=[]p{" et nécessairement
i=1

.
gm =[lg(p{) =
i=1

car les p;.x" sont premiers entre eux deux a deux.

Synthese : Soit g défini par g(1) = 1 puis sur Pp par les relations de récurrence (pour chaque p € &) et enfin par la relation (*).
Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, I’application g est ainsi bien définie. et la formule () est valable

pourn€ Pp. (Pourn=1,onar=0etpour ne Pp\{l},onar=1).
S

;
: P . s e . a; Bi
Soit alors n,m € N* tels que n A m = 1. On écrit les décompositions en facteurs premiers de n = Hlpi fetm= qul. L
i= =
r @ ﬁ
Comme n A m = 1, la décomposition (a I'ordre pres) de nm en produit de facteurs premiers est nm = ]_[ p;' H q;" |-

On a alors :

o

glnm)=g [(HP}“)( Cliﬁi)] =[1e(r{)-T1g(a") = gmegom
i=1 i=1 i

i=1

i=1

k ) .
Conclusion: On a bien une fonction g multiplicative vérifiant Vk € N*, Vp € 2, g(p*) = — Z fphg( pkil) On remarque que
i=1
I'unicité a été établie.
D’apres I'énoncé et la question précédente, les fonctions § et f * g sont multiplicatives. Soit p € Z etk € N*. Pour montrer que
6 = f * g, il suffit d’établir que § (pk) =(f*g) (pk). Comme ona2,; = {p'li€[0,k]l} ona

7() () = rrg () + 3 £ (') ()

0 i=1

o

(f+8)(r)=

4
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Par définition (*) de g et comme k € N*, on a

#e0lp)= () s(p") 0=(s

Ce qui permet de conclureque: f*g=6.
On remarque pour la suite qu'une fonction de M est caractérisée par les valeurs prises sur { p* | peP, keN*}.

Q30 — 2 point(s) — Que dire de I'ensemble M muni de la loi *?

Nous avons déja démontré que * induit une loi de composition interne sur M. Avec les premiéres questions du probleme, on
voit que * est commutative, associative et admet pour neutre 6 € M. De plus, on vient de voir que Vf e M, 3ge M, f* g =
6 = g * f ce qui prouve tout élément de M admet un symétrique pour * dans M. On peut conclure que (M, *) est un groupe
abélien .

Soit 1 la fonction arithmétique définie par

1 sin=1
n(n) =< (-1)" sin estleproduit de r nombres premiers distincts
0 sinon

Q31 — 4 point(s) — Montrer que u est multiplicative.

On a (1) =1 # 0. Soit n,m € N* tels que n A m = 1. Montrons yu(nm) = u(n)u(m). Si n = 1, alors on a bien u(nm) = u(m) =
p(mp(m). Si m =1, c’est analogue.

Si n ou m n’est pas produit de nombres premiers distincts, alors il en est de méme pour nm et on a u(nm) = p(n) u(m).

Si n et m sont produits respectivement de r et s nombres premiers distincts. Alors comme 7 A m = 1 alors nm est le produit de
r + s nombres premiers distincts et on a u(nm) = (=1)"** = (=1)" (-1)* = p(n) u(m) On a bien montré que u est multiplicative .

Q32 — 4 point(s) — Montrer que p* 1 =20.

Pour établir que p * 1 = § il suffit d’établir que p est le symétrique de 1 dans le groupe (M, *). La relation établie précédemment
détermine g € M comme étant le symétrique de f.

k . . k .

Soit p € 2 et k € N*. Il suffit alors d’établir que 1(p*) = — Z p(p’)l(pk_’) c’est a dire 1 + Z w(p') = 0 Comme u(p) = —1 et
i=1 i=1

Vj>2, u(j) =0, 'égalité est établie.

Onamontréque ux1=4.
Q33 — 2 point(s) — Soit f € A et soit F € A telle que, pour tout n€ N*, F(n) = Z f(d). Montrer que pour tout n e N*,

dln

_ n
f _%M(d)F(d)

OnaVneN*, F(n)= Z fld)n (g) = (f 1) (n). Ainsi F = f 1. Comme * est commutative et que y et 1 sont symétriques dans
dln
le groupe (M, *) d’apres la question précédente. On a

pxF=puxl1xf=0=f=f

donc pour tout n€ N*, f(n) = Z,u(d)F(g)
din

On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler, définie par :
vne N*, ¢(n) =Cardike [1,n], knn=1}
On admet ? que la fonction ¢ € M.

Q34 — 2 point(s) — Soient p € P et k € N*. Calculer ¢(p*).

2. Il s’agit d'un théoreme du programme de MPI
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Comme p est premier, les seuls nombres de [1, p¥] ne sont pas premiers avec p sont les multiples de p dans cet ensemble, i.e.
les nombres pq o1 g € [1, p¥~']. On en déduit que

- 1
pp*=p*-p 1=p’“(1—;)-

Q35 — 3 point(s) — Démontrer que ¢ = pu * L.

Soit p € @ et k € N*. 1l suffit de montrer que (pX) = p* I(p¥). Soit k € N*, comme p est premier, la question précédente livre

(p(pk) _ pk _ pk—l
et

k
(1) (") = Y pph1(p*7) = w1 (pF) + )1 (p*1) + 0 = p - ph!
i=0

ainsi on a bien @ (p*) = p * I(p*) ce qui permet de conclure que p=pxI.

Soient f une fonction arithmétique, n € N* et g = f x p. On note M = (m;, ;) la matrice de 4, (C) de terme général m; ; = f(i A j). On
définit aussi la matrice des diviseurs D = (d; ;) par

1 sij divisei,
di,j= ,
0 sinon
g(j) sijdivisei,

Soit M' la matrice de terme général m; . = i
410 sinon

Q36 — 4 point(s) — Montrer que M = M'DT.

Je note d j Tespectivement n; jle terme général de DT respectivement M'DT.On a
n n
ni=) mydi; =Y mydie= ) ghky= ) gk)=(g*x1){nj
k=1 k=1 klj kli KIGA )

org*lzf*p*l=fd'aprés12doncn;j=f(i/\j)=mij
douM=MD".
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