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UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°6

— 144 points —
S 1 QUESTIONS DE COURS
Q1 — 4 point(s) — Enoncer la caractérisation séquentielle de la borne supérieure.
Q2 — 4 point(s) — Enoncer la définition formelle d’une suite réelle divergeant vers +oo.
Q3 — 4 point(s) — Donner, pour tout g € C, le comportement asymptotique de la suite (q”) neN:
Q4 — 12 point(s) — Enoncer le théoreme de la limite monotone et démontrer le résultat dans la cas ot la

suite est croissante.

§ 2 SERIE HARMONIQUE

Pour tout n € N*, on pose :

| =

n
Hp=)_
k=1

On se propose de donner un développement asymptotique a deux termes de H,,.

N | —

Q5 — 2 point(s) — Démontrer que, pour tout n € N*, Hy, — H, >

1
Soit n € N*. Comme la fonction inverse est décroissante sur ]0,+oo[, pour tout k € [n+1,2n], p > o
n
Nous en déduisons :

ZZ" 1 ZZ” 1 1 1
H,,— Hy, = -2 —=—x2n—-(n+1)+1)=-.
k=n+1 k k=n+1 2n 2n 2
Q6 — 4 point(s) — Démontrer que la suite (Hj) ,en+ diverge vers +oo.
N 1 . .
Pour tout n e N*, H,,;1 — H, = —— > 0. La suite (H,) ,en+ €St donc croissante.

n+
D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite (Hj),cn+ €St soit convergente, soit divergente vers
+00. Nous démontrons par 'absurde qu’elle ne converge pas, ce qui livrera donc H;,, — +oo.
Supposons qu'’il existe ¢ € R tel que H,, — ¢. Alors H, — ¢ (suite extraite). En passant a la limite dans

1
I'inégalité obtenue en Q5, il vient 0 > 5 Contradiction.

1
Q7 — 2 point(s) — Démontrer que, pour tout k € N*, a1 S f
k
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1 1 1
—— < — < —. Par croissance de l'intégrale (k < k+1), il vient :
k+1 "t "k

Soit k € N*. La fonction inverse est décroissante sur [k, k + 1] <]0, +oo[ donc, pour tout ¢ € [k, k + 1],

1 k+1 1 k+11 k+11 1
L —dt<f —dt<f Zdr=-.
k+1 fk k+1 =k t Sk k

Q8 — 4 point(s) — En déduire que H;, ~ In(n).

n—1 1 n—1 k+11 n—ll
Z—ng —dr< ) -
i k+1 o Jk k

Grace a la relation de Chasles, nous pouvons écrire :
n1 1
Hn—lgf “dt=ln(n) < H,-—.
1t n
Nous en déduisons I'encadrement :
1
In(n) + - <H,<Inn)+1
puis (In(n) >0) :
1 _ _Hy 1

+ < <1+ .
nin(n) ~ In(n) In(n)

Grace au théoreme d’encadrement H,, ~ In(n).

Soit n > 2. En sommant les inégalités de Q7 pour k € [1, n — 1], nous obtenons :

D’apres Q8, H,, =In(n) + o (In(n)) (développement asymptotique a 1 terme).

Q9 — 2 point(s) — Démontrer que, pour tout x €] — 1, +oo[, In(1 + x) < x.
La fonction :
A 1-1,400[ — R
X — x—In(1+x)
X
est dérivable sur]—1, +ool et, pour tout x €]—1, +oo[, A’'(x) = I_IT = il D’apres le critere différentiel
X X
de monotonie, nous avons le tableau de variations suivant.
X -1 1 +00
A (x) - 0 +
0

Nous en déduisons que, pour tout x > —1, A(x) > 0, i.e. In(1 + x) < x.

n+2 1
Q10 — 4 point(s) — En déduire que pour tout n € N*, ln( ) < < ln(
n+l n+1
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Soit n e N*. .
On applique Q9 avec x — — > —1 pour obtenir :
n

n+2
ln( ):ln(l+
n+1

1
< .
n+1) n+1

1
En spécilisant cette fois Q9 a x — —— > —1, il vient :
n

1 1
ln(i):ln(l— )S—
n+1 n+1 n+1

puis (-1 <0):

Lg—ln( " ):m("”).

Pour tout n € N*, on pose a,, = H, —In(n+1) et b,, = H, —In(n).

Q11 — 4 point(s) — Démontrer que les suites (a;) ,en+ €t (by) nen+ SONt adjacentes.

Nous démontrons que (a;) ,en+ €St croissante, (by,) ,en+ €st décroissante. et a, — by, — 0.
Soit n € N*.

n+2 1
an—anﬂ:H,,—ln(n+1)—H,1+1+ln(n+2):ln(n_l_l)—n_i_1 ng 0.

n+1 1
bn—bn+1:Hn—ln(n)—Hn+1+ln(n+1):ln( )_n+1 Q>10 0.

Comme In est continueen 1 :

n 1
dn—bn:ln(m)zlﬂ(l—n+l)—>0

D’apreés le théoreme des suites adjacentes, les suites (a) en+ €t (bn) en+ SOnt convergentes et elles ont méme
limite. On noteYy cette derniere (y est appelée la constante d’Euler).

Q12 — 4 point(s) — Enoncer les encadrements de y livrés par le théoréme des suites adjacentes.
Pour tout (p, q) e N* x N* :
| 1.1
ap=|Y. = |-In(p+ D)<y <[ ). = |-In(@) = by.
=1 k =1 k
Q13 — 6 point(s) — Soit € > 0. Donner un rang N, exprimé a I'aide de la fonction partie entiere, tel que

0<y—-an<e.
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Soit N € N*. En appliquant Q10 avec p — N et g — N, il vient :

an <y < bn

puis :

N+1 1 1
(%) Oéy—aNébN—aNzln(N+1)—ln(N)=ln( )zln(1+—) < —.
N Q@ N

1 1 1
Posons N := {—J + 1. Comme — < {—J + 1 et la fonction inverse est décroissante sur ]0, +oo| :
€ € €

1
= <e.

e

De (%) et (x %), nous déduisons 0 < y — ay < ¢ (transitivité de la relation d’ordre <).

(%) L
N

Nous avons établi H, =In(n) +y +o0(1) (développement asymptotique a 2 termes).

§ 3 THEOREME DE CESARO ET ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE

Soit (uy) neny+ Une suite de nombres réels. On lui associe la suite (S,) ,en+ définie par, pour tout n e N* :

1 n
Syi=— Zuk.
n =1

On se propose de démontrer le théoreme suivant, dii a Cesaro.

Théoreme - Sila suite (1), converge vers un réel Z, alors Sy, 7 l.
n—+oo

Supposons que la suite (un) ,en+ converge vers un réel ¢ et fixons € > 0.

n ne
Q14 — 4 point(s) — Démontrer qu’il existe N; € N* tel que pour tout entier n > Ny +1, Z lup—¥¢| < >

k=N;+1

.. £ N
D’apres la définition de la convergence de (i) ;,en+ Vers £, comme 7 >0, il existe N; e N* tel que :

€
Vk>MN |uk—€|<5-

Soit n > Nj + 1 un entier. En sommant ces inégalités pour k € [N; + 1, n], il vient :

n

E ne
Y lu-l<(n-Np)-<—.
k=N;+1 2 2
Donc:
” ne
Ya=Ni+1 ) ug—0l<—.
k=N;+1 2
1 M £
Q15 — 2 point(s) — Justifier qu’il existe N>, € N* tel que pour tout entier n > N,, — Z lup— 0 < 3
n =1
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N
La somme Z |uy — £| est constante. Donc :
k=1

1 M
=Y lug—01—0.
n =1

€
En appliquant la définition formelle de la convergence d'une suite, comme z > 0, il existe N € N* tel
que:

¢ L& €
Yn=N, — ) lupg—0l=|= ) lug—¢1 -0/ <=.
n o n o 2
Donc:
1 L &
V=N — ) lup—01<.
n 2
Q16 — 6 point(s) — En déduire qu'’il existe Ny € N* tel que pour tout entier n > Ny, |S,, — ¢| < €.
Posons Np := max (N + 1, N») € N*. Soit n > Ny. Comme n > N; + 1 et n > N», nous disposons des inéga-
lités de Q14 et Q15. D’apres I'inégalité triangulaire :
1 2 1 2 1 2 1 N 1 n
1ISp=ll=|= > ux|-¢|=|= D =0 <= lug—€l== ) lug—€l+= )Y lux—¢I<e.
R k=1 R k=1 n =1 R k=1 k=N +1
<e/2 <o/
Ainsi :
Vn>Ny |S,—-/¢|<e.
Q17 — 4 point(s) — Sila suite (S;) ,en+ cOnverge, la suite (1) ,en+ €st-elle nécessairement convergente ?

La suite (uy := (—1)") ,en+ €st divergente puisque up, — 1 et tp47 — —1.Or:

et donc, par théoreme d’encadrement, S; — 0.
Doncla convergence de la suite (S,) ,en+ n'implique pas nécessairement la convergence de la suite (1) ,en+

Soit (uy) nen la suite définie par :

Ug € 10, +o0|
1
VneN Up+1 = Up+ — .
un
Q18 — 2 point(s) — A l'aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que pour tout n € N, u, existe

et u, >0.
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Définition du prédicat. Nous définissons le prédicat 22 (n) en la variable n € N par :

P(n) : « uy existe et u, > 0».

Initialisation. ug est une donnée de I’énoncé et 1y > 0. Donc £2(0) est établie.

1

Hérédité. Soit n € N tel que u, existe et u, > 0. Comme u, #0, u,+ =z est calculable et donc uy,41
n

existe. D’autre part, comme u,, >0:

1
un+1:un+—2>0.
ul’l

Conclusion. De l'initialisation a n = 0, I'hérédité et I'axiome de récurrence, nous déduisons que,
pour tout n € N, u, existe et u; > 0.

Q19 — 6 point(s) — Démontrer que la suite (u,) ey diverge vers +oo.

Pour toutne N :

Un+1_Un:_2>O.
n

Nous en déduisons que la suite (u,) ,en €st (strictement) croissante. D’apres le théoréme de convergence
monotone, nous avons l’alternative :
* soit la suite (u#,) ,en €St majorée, auquel cas elle converge vers £ := sup Uy ;
neN
e soit la suite (u,) ,en N'est pas majorée, auquel cas elle diverge vers +oo.
Supposons que la suite (1) ,en converge vers £ := sup u,. Comme ¢ majore la suite, ¢ > uy > 0. En faisant

neN
tendre n vers +oo dans la relation de récurrence vérifiée par la suite (u;),en, cOmme ¢ # 0, il vient par

opération sur les limites :
1
=0+ ﬁ
d’ou1 une contradiction. Par I'alternative donnée par le théoreme de convergence monotone, nous en
déduisons que u; — +oo.

Q20 — 8 point(s) — En exprimant, pour tout n € N, uf’l ,; al'aide de u;, et en appliquant le théoreme de
Cesaro, démontrer que u, ~ V3.
Soit n € N.
3 ( + L PRI
Upi1=|Un — =U, 3T 76
n ul’l ul’l
Grace a Q19, nous en déduisons :
3 3
Upp — Uy, —3
D’apres le théoreme de Cesaro :
-1 3 3
T (- ud) =0 s
niz k+1 k n
Nous en déduisons : 5
Un _,
3n
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et grace a la continuité en 1 et a la multiplicativité de la fonction racine cubique :

Un

—1.
V3n

2 2 3
Nous avons donc démontré u, ~ V3n.

S 4 LEMME DE SOUS-ADDITIVITE DE FEKETE (MINES MP 2018)
Soit u = (uy) nen+ Une suite réelle bornée. Pour tout n € N*, on note :
U,={uy : k>n}.
On définit les suites u = (u,) nen+ et U = (Up) nen+ par, pour tout n € N* :
u, =inf(Uy) et U, =sup(Uy) .

Q21 — 6 point(s) — Justifier que u et u sont bien définies. Montrer qu’elles sont monotones puis qu’elles
convergent.

Comme u est bornée, il existe M tel que Vn € N*, |u,| < M. Ainsi, U, est une partie non vide et bornée
(incluse dans [- M, M]). Elle admet des bornes supérieure et inférieure et u et u sont bien définies.
Comme U, € Uy, inf(Uy) <inf(U,+1) < sup(Up+1) < sup(Uy). Ainsi u croit et u décroit.

Ces suites étant bornées (incluses dans [- M, M]) elles convergent par théoreme de limite monotone.

Q22 — 12 point(s) — Démontrer qu’il existe une suite extraite de u = (1) en+ qui converge vers limu,,.
Quel théoreme redémontre-t-on ainsi?

o Lasuite () qene €st décroissante et convergente (Q21). D’apres le théoréme de la limite monotone :
(%) limu, = nig’\lf* Uy, .
o D’apres (%), limu, + 1 ne minore pas {ﬁn tne I\I*}, donc il existe N; € N* tel que :
limu, <uy, =supiu, : n> N} <limu,+1.
Comme up, — 1 ne majore pas {u, : n > Ny}, il existe n; > N tel que :
limu,-1<un, - 1<uy <un, <limu,+1
doulimu, —1< u,, <limu,+1.

_ 1 . - o
o D’apres (%), limu, + 3 ne minore pas {#, : n€N*}, donc il existe N, € N* tel que :
.- — R |
limu, <uy, <11mun+5 .
Comme la suite (ﬁn)neN* est décroissante, si on pose Né :=max{Ns,n;+1} > N> :

U
2

_ _ _ R 1
limu, <up =sup{u, : n)Né}guN2<hmun+§.



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere
— 1 . / . . ,
Comme un; =~ 5 ne majore pas {un Tn> NZ}, il existe ny > N, > m tel que :

- 1 _ — T |
11mun—5<uN2r—E<un2<uN2/<hmun+E

_ 1 A |
d’oulimu, — > < up, <limu, + o
» Nous avons construit deux entiers naturels n; < n, tels que, pour tout ¢ € {1,2} :

_ .o 1
limu, — <un[<hmun+z.

N =

» Soit k > 2 un entier. Supposons construits des entiers naturels n; < n, < ... < ng tels que, pour tout
el k] :

_ .o 1
limu, — <un[<hmun+z.

N =

_ 1 _
D’apres (%), limu, + 71 ne minore pas {un ' ne I\I*}, donc il existe Ni,1 € N* tel que :

limu, <un,, <limu,+ T
Comme la suite (ﬁn)neN* est décroissante, si on pose Nl,c+l :=max{Niy1, B+ 1} > Nigq :

1
. — — . / — . —
limu, < v =sup{u, : n> N, } <uy,,, <limu,+—

k+1°
_ 1 . -
Comme Uy~ il ne majore pas {un tnz N,’CH}, il existe ny,.1 = N]/C+l > ny tel que :
+
limu L <u L <u limu
My =7 SUN, ™ oy < Y SUN, <limin+ 270

A 1 -
d oullmun — m < Ungq < llmun + m
» Nous construisons ainsi par récurrence une suite strictement croissante d’entiers (1) cn+ telle que,

_ 1 L 1
pour tout k € N*, limu,, — P < Uy, <limu, + T

o Lapplication :

N* — N*
® k — ny
. . . 1 — 1 . — 1 L ,
est strictement croissante et pour tout k € N*, limu,, — T < Up < limu, + 7 Par le théoreme d’enca-

drement uyx) — lim ;.

* Nous redémontrons ainsi le théoreme de Bolzano-Weierstrass qui stipule que, de toute suite réelle
bornée, on peut extraire une suite convergente.

Pour toutes suites réelles v = (V) nen: et W = (Wy) nent, ON dit que v est plus petite que w, et on note v < w, si
pour tout n e N*, on a v,, < wy,. De fagon équivalente, on dit aussi que w est plus grande que v.

Q23 — 6 point(s) — Montrer que u est la plus petite suite (au sens de <) qui est décroissante et plus grande
que u. Montrer de méme que u est la plus grande suite (au sens de <) qui est croissante et plus petite que u.
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On a u qui est décroissante et plus grande que u (u, = sup(Uy) = u, car u, € Uy).
Soit v une suite ayant ces deux propriétés. On a alors

vneN* Vk>n ur<uvir<vuy,

Par passage au sup (sur k), on a donc
VvneN" u,<v,

et ainsi u < v. On a alors montré que u est la plus petite suite (au sens de <) qui est décroissante et plus
grande que u.

On a u qui est croissante et plus petite que u (u, = inf(Uy) < uy car uy, € Uy).

Soit v une suite ayant ces deux propriétés. On a alors

VvneN* Vk>n v,<vi<ug
Par passage a la borne inférieure (sur k), on a donc

vneN" v,<u,

et ainsi v < u. On a alors montré que u est la plus grande suite (au sens de <) qui est croissante et plus
petite que u.

Dans toute la suite, on appelle limite inférieureliminf et limite supérieurelimsup les limites suivantes :

liminfu, =limu,, et limsup u, =limu,.

Q24 — 4 point(s) — Siv = (v,) nen* €St une autre suite réelle bornée plus grande que u, comparer les limites
deuetv.

Si u < v alors
VneN*, Vk>n, up <vi<v,

et en passant a la borne supérieure (en k)
YneN* u, <7,

Par passage a la limite dans une inégalité large, on a donc limz < limv.

Q25 — 8 point(s) — Montrer que u et u sont adjacentes si et seulement si u converge. En ce cas, que
peut-on dire des limites des trois suites u, u et u?

Avec les inégalités de Q21, les suites u et u sont adjacentes ssi leur différence tend vers 0, c’est-a-dire si
elles ont méme limite.
Remarquons que

vneN" wu, <u,<uUp
Si les suites u et u ont méme limite, alors par théoréme d’encadrement, la suite u converge et a méme
limite que u et u.
Réciproquement, supposons que u converge et notons ¢ sa limite. Soit € > 0; il existe un rang p tel que

Vkzp l(—-e<ur<l+e
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En passant a la borne supérieure ou inférieure pour k > n (n donné plus grand que p) on a donc
Vnzp l-e<u,<u,<fl+e

Ainsi, u et u sont convergentes de limite ¢.
Donc u et u sont adjacentes si et seulement si u converge. Dans ce cas, avec ce qui précede

limu=limu=limu

On dit qu'une suite réelle u = (up) nen+ €St sous-additive si pour tous i, j dansN*, ona :

Uirj S Ui+ U;j .

Dapns le reste, on ne suppose plus que la suite u est bornée, mais on suppose que u est positive et sous-additive.

Q26 — 12 point(s) — Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m > 2n. On note g le quotient
et r le reste de la division euclidienne de m par n. Montrer que :

Un < (@—Duy+uper

et en déduire I'inégalité :
Um ~MZRZT Un max{up, Un+1,..., Uzn-1}

~X
m m n m

On montre par récurrence sur k que la propriété
VneN* up,<ku,

est vraie pour tout k € N*.
e Initialisation C’estimmédiatement vraisi k=1 (on a méme égalité).
e Heérédité Supposons le résultat vrai a un rang k > 1. Avec la sous-additivité,

Uk+1)n = Ukn+n = Ukn + Up

et avec le résultat aurang k, w41y, < kuy, + u, = (k+1)u, ce qui prouve le résultat au rang k + 1.

Ici,onam=gqgn+ravecq >2(carm>=2n)etre{0,...,n—1}.On écrit alors m = (g—1)n+r+n et comme
g —1 > 1, on va pouvoir utiliser le premier résultat. En effet, avec la sous-additivité

Um < Ug-n+ Un+r S (@ —Dup+ Unsr

On en déduit que

q-1 Un+r
— < Un +
m

nig—1 u, N max{uy,..., Upp-1}

m n m

10



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

On remarque alors que m — n—r = (q — 1)n pour conclure que

Un —m—_n—r @erax{un,unﬂ,---,um-l}

X
m m n m

. PR . Um . . % 1s Um
Q27 — 8 point(s) — En déduire que la suite (—) est bornée puis que, pour tout n € N*, limsup — <
N m J men~ m
n
n

La question précédente avec n = 1 donne (touts les u sont positifs et on peut multiplier les inégalités)

U, m-1-r up
_<—

Vm>2 u+—<2u
m

m

En particulier, la suite (u,,/n) est majorée. Mais comme u est positive, cette suite (u,,/n) est aussi minorée
(par 0). C’est donc une suite bornée.
Soit n € N*. Notons v,, le terme du membre de droite dans la question précédente. On a

Um

Vm=>=22n — < vy

m
Avec Q24 (il suffit d’en reprendre la preuve pour voir qu’il n’est pas génant que 'on ait une suite plus
grande que l'autre seulement a partir d'un certain rang) on en déduit que

. u .
limsup — < limsup vy,
m

, . max{up, Up+1,..., U2p-1} .
n étant fixé, le terme L AT TSP est de limite nulle quand m — +oo.

r
— 0 quand m — +oo0.

Comme |n—r|<2n,0na

m
Ainsi, (vy,) est convergente de limite u,/n. Avec la question Q25, limsup v, = u,/n.
On a donc finalement

u u
VneN* limsup — < — .
m n
u
Q28 — 8 point(s) — “ En conclure que la suite (—n) converge.
n /neN*

Posons w,, = u,/n et ¢ =limsup w,. La question précédente donne
Vne N* ¢<w,

On en déduit comme en Q24 que
¢ <liminfw,,

On a donc
limsup w, < liminfw,

Comme on sait que I'inégalité inverse est toujours vraie (voir Q21), on a une égalité. Avec (25, la suite
Up

(—) converge.
n / neN*

11



