MP2I - Lycée Henri Poincaré

Mathématique David Blottiere

UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°4

— 112 points —

§ 1 QUESTIONS DE COURS
Q1 — 3 point(s) — Enoncer la définition de la partie entiere d'un réel.

Cf. C7.68.
Q2 — 4 point(s) — Enoncer le théoréme de la bijection.

Cf. C8.74
Q3 — 4 point(s) — Enoncer le critere de dérivabilité d’'une fonction réciproque, ainsi que la formule pour la dérivée
d’une fonction réciproque en un point ou elle est dérivable.

Cf. C8.75
Q4 — 3 point(s) — Enoncer la définition de la fonction Arctangente.

C8.76 et C8.168

Q5 — 5 point(s) — Démontrer que Arctan est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

C8.76 et C8.169

1
Q6 — 6 point(s) — Démontrer que, pour tout x € R*, Arctan(x) + Arctan (—) =sgn(x) g
X
C8.76 et C8.170
§ 2 AUTOUR DE LA FONCTION ARCSINUS
1+
Q7 — 3 point(s) — Déterminer le domaine de définition de la fonction f: x — Arcsin S
2(1+x?)

ona:

f(x) existe <=

—

—
—

La fonction racine carrée est définie sur R, etla fonction Arcsin est définie sur [1,1]. Si x € R, comme 2 (1+ x%) >0,

Comme (x — 1)% > 0 est vrai, nous en déduisons que [ f est définie sur [R].

1+x
-1« ————=<
2 (1+x?)
1+x
y—— N
2 (1+x?)
11+ x| < |,/2 (1+x2)|
1+x)2%<2 (1 + x2) [la fonction carrée est strictement croissante sur R, |
0< (x—1)?

Q8 — 8 point(s) — Justifier que f est dérivable sur ] —oo,1[U]1, +oo[, puis calculer f’.
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La fonction racine carrée est dérivable sur R.0. Comme, pour tout x € R\ {1}, 2 (1 + xz) > 2 > 0, le résultat sur la
composée de deux fonctions dérivables livre la dérivabilité de la fonction :

fir x— /2 (1+x?)

sur R\ {1}.
La fonction :
frix—x+1

est affine donc dérivable sur R\ {1}.
Comme, pour tout x € R\ {1}, f1(x) # 0, nous pouvons appliquer le résultat sur le quotient de deux fonctions déri-
vables, pour obtenir que la fonction :

)

fix)

est dérivable sur R\ {1}.
La fonction Arcsin est dérivable sur ] — 1,1[. En reprenant I'étude faite en Q7, en remplacant toutes les inégalités
f(x)
= ¢
fix)

larges par des inégalités strictes, on établit que, pour tout x € R\ {1}, ] —1,1[. Durésultat sur la composée de

deux fonctions dérivables, nous déduisons que :

f:

la fonction f = Arcsin 0?2 est dérivable sur R\ {1}.
1

Soit x € R\ {1}. Nous calculons :

1x,/2(1+x2)—(1+x)x4—x
21/2(1+x?) 1

!
(x) = X
/ 2(1+x?) 7
1+x
1- ] ——
2(1+x?)
2(1+x%)-2x(1+x)
2(1+x?) 1
= X
2 (1+x?) 2(1+x%) -1 +x?
2(1+x?)
2-2x 1
= X
2(1+x2)  VxZ—2x+1
1-x 1
= X
1—x] 1+x2
d’out
1 .
— six<l1
. 1 1+ x?
x) =sgn(l-x) x =
f(x) =sgn( ) 152 i
— six>1
1+ x2
Q9 — 6 point(s) — Simplifier I'expression de f sur ] —oo,1[ et sur]1, +ool.

I e Sur l'intervalle ] — oo, 1], la fonction f —Arctan a une dérivée nulle et est donc constant. Ainsi, il existe une I
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constante réelle C telle que :
Vxe]—oo,1[ f(x)=Arctan(x)+C.

/2 T
En évaluanten —1 €] — oo, 1], il vient C = 1 Ainsi, | pour tout x €] — o0, 1[, f(x) = Arctan(x) + 1

e Sur l'intervalle |1, +ool, la fonction f + Arctan a une dérivée nulle et est donc constant. Ainsi, il existe une
constante réelle D telle que :
(%) Vxell,+oo[ f(x)=—Arctan(x)+ D.

Comme la fonction f est continue en 1, elle est continue en 1 a droite, d’ou1 :

fx)

f.

x—1*

De (%) et de la continuité de Arctan en 1 a droite, nous déduisons :

£ —% +D

x—1*

. T . . T T .. . 3n
Comme f(1) = Arcsin(1) = > il vient i +D= 2 Ainsi, [ pour tout x €]1, +ool, f(x) = —Arctan(x) + i

§ 3 CONVERGENCE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS

Pour tout n € N*, on définit les fonctions f, et g, par:

R, — R R, — R
fn X\" 8n -X
x — |1=-=| To,m) x — er-frlx).
n
Q10 — 5 point(s) —  Soit n € N*. On note ¢, la restriction de la fonction f;,, a l'intervalle [0, n] et 6, la courbe

représentative de ¢, dans un repére orthonormé du plan. Etudier les variations de la fonction ¢,, sur [0, n] et donner les
équations réduites des demi-tangentes a 6, aux points d’abscisses 0 et n.

e Lafonction ¢, est définie par:

0,n] — R
X\
e X — (l_ﬁ) 0

Elle est polynomiale donc (infiniment) dérivable. Nous calculons, pour tout x € [0, ] :

sn=n(-2)=1-2)"" -2

Sin =1 alors (p’n est constante égale a —1, donc ¢, est strictement décroissante sur [0, r2].

Si n > 2, alors ¢/, est strictement négative sur [0, n[ et nulle au seul point n, donc ¢, est strictement décroissante
sur [0, n].

Dans tous les cas, [(pn est strictement décroissante sur [0, n].]

» Dansle cas ou n = 1, la fonction ¢, est affine et donc les demi-tangentes a €y, aux points d’abscisses 0 et n se
confondent avec la courbe €.
Supposons désormais n > 2.

— [L’équation de la demi-tangente a 6, au point d’abscisse 0 est y=1-xet 0 < x < n]

— [L’e’quation de la demi-tangente a 6, au point d’abscisse nest y=0et 0 < x < n]

Q11 — 2 point(s) — Tracer I'allure des courbes 6,, €y,, €y,, Cp;-
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y
i X
5
i X
5
+ X
5
% X
5
. ) NE 3 In(1+uy)
Q12 — 4 point(s) — Soit (1) pen+ € (1 —1,0[U]0, +o0[)" telle que u,, 0. Démontrer que 1.
n—+oo Up n—+oo

La fonction x — In(1 + x) est dérivable au point 0, avec comme nombre dérivé 1 en 0. Ainsi :

In(1 + x) B In(1+x)-1n(1+0)

X

In(1+ uy)

Par composition de limites,
Up

n—-+oo

x—0 x—0
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Q13 — 6 point(s) — Soit x € R,. Justifier qu’il existe n, € N* tel que n, > x, puis démontrer que f,(x)

David Blottiere

n—-+oo

e

—-X

o Lexistence de n, € N* tel que n, > x est assurée par la propriété d’Archimede.

° i = =] —— ] = -0
Si x =0 alors f;,(x) ln_>+oo l=e7".

. X
e Supposons désormais x > 0. Alors pour tout n > ny, 0 < x < n. Comme 1 - — >0:
n

fn(x) = (l—ﬁ)n—ex (nln(l—f)) =ex —xM
e nl P nl) "~ P X
n
X .
Comme uy, := —— —— 0, Q12 livre :
n n—+oo
X
ln(l— Z)
X n—+00
n
Comme exp est continue en —x, il vient :
X
ln(l - —)
fun(x) =exp|—x i n — R
n

fn(x) —— ™%,
n—+oo

e Dans tous les cas,

On fixe, pour toute la suite de cet exercice, un entier naturel n supérieur ou égal a 3.

Q14 — 4 point(s) — Démontrer que, pour tout x € Ry, g,(x) > 0.

o Six>n,alors gy(x)=e *>0.

X
e Supposons 0 < x < n.Alors — > —1et:
n

gnlx)=e*- (1 - %)n = e_x—exp(nln(l - %)) .

D’apres I'inégalité de concavité de In :

X .

Ainsi g, (x) > 0.

o Ainsi, [pour tout x € Ry, g, (x) > 0.]

Q15 — 4 point(s) — Soit & la fonction définie par :

R — R
h x — xe *.

Etudier les variations de la fonction & sur R, puis déterminer ses limites éventuelles en —oo et en +oo.
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La fonction h est le quotient des fonctions x — x et x — e* # 0. Elle est donc dérivable sur R par quotient de

fonctions dérivables.
Pourtout xeR:

>0 six<l1;
Wx)=e “+xx(-)xe *=e*1-x){ =0 six=1;
<0 six>1.

Nous en déduisons que [h est strictement croissante sur | — oo, 1] et strictement décroissante sur [1, +oo[.]

o Avec les limites usuelles et les opérations sur les limites :

[h(x) =xe * .

——00

et, a 'aide des croissances comparées :

X
hix)=xe¥=— ——0
eX x—+oo

Q16 — 2 point(s) — Démontrer que, pour tout xe Ry, 0 < xe™* <

Q|

D’apres la croissance de A sur [0, 1] (Q15), pour tout x € [0, 1], h(x) < k(1)

1
o D’apresla décroissance de h sur [1, +oo[ (Q15), pour tout x € [1, +oo[, h(x) < k(1) = —.
e

1
e Nous en déduisons que |pour tout xe R, 0 < h(x) =xe ™ * < —.]
e

Q17 — 2 point(s) — On note y, la restriction de la fonction g, a l'intervalle [0, n]. Justifier que y,, est dérivable sur
[0, n] et calculer sa fonction dérivée.

e Pourtoutxe[0,n]:
X

n
(x)=e_x—(1——) .
Yn n
La fonction y, est donc dérivable sur [0, ], comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.

e Soit x € [0, n]. Nous calculons :

_ 1 xyn-1
Yy =(-D)xe x—ﬂX(—;)x(l—;) .

-1
Ainsi, y'n(x):(l—%)n —e* ]

X, \n-1
Q18 — 1 point(s) — Que dire des quantités (1 - 7") et e si x, est un point de [0, n] en lequel la dérivée de y,
s’annule?
R . L. , Xp -1
D’apres Q17, |si x, € [0, n] vérifie y),(x,,) = 0 alors e™*» = (1 - 7) .

On pourra appliquer (sans le démontrer) le théoreme suivant, qui est un raffinement du théoreme des bornes atteintes.
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Théoreme — Soienta, b des nombres réels telsquea < b et f: [a, b]
(H1) f estcontinue sur le segment [a, b] ;
(H2) f estdérivable sur l'intervalle ouvert]a, b|.
Alors:
(C1) f admet un maximum M sur[a, b];
(C2) M estatteint en a, ou en b, ou en un point c €la, b| tel que f'(c) = 0.

R une fonction telle que :

1
Q19 — 4 point(s) — Justifier que y, posséde un maximum M, sur [0, n], puis démontrer que M,, < rnax{ e ", E} =
1
en

o Lafonction y, est continue sur le segment [0, nn] et dérivable sur 'intervalle ouvert ]0, n[. D’apres le théoreme
rappelé dans I'’énoncé, la fonction [yn posséde un maximum M, sur [0, n]] et ce maximum x, est atteint en 0 ou en

n ou en un point x, de 10, n[ tel que y/, (x,) = 0.
e Nous calculons y,(0) =0ety,(n) =e".

« Soit x, €]0, n[ tel que y},(x,) = 0. ATaide de Q18, nous calculons :
— p Xn _ _ﬁn_ —Xn _ _ 2 P —Xn
Yaltn) = =1 n) = (1-(1-2)) = — xpe .
oo 1
Avec Q16, il vient y,(x,) < —.
en

1 1
o D’apres cette étude, M, < max{O, e —} = max{e‘”, — }
en en

1 .. 1 P
o D’apres Q16, ne~" < —. Ainsi, comme n >0, e~ < —. Nous en déduisons que
e en

M, gmax{e_”,—} =—.

1
Q20 — 3 point(s) — En déduire que, pour tout x e R, 0 < g, (x) < e

« Nous savons déja, d’apres Q14, que pour tout x € Ry, 0 < g, (x). ]

e Soit x €]n, +oo[. Comme g,(x) = e~* et comme x — e~ * est décroissante sur R, g,(x) < e ". D’apres I'étude
réalisé en Q19 :

1
< —.
gn(x) en

o Sixe€[0,n] alors d’apres Q19:
1
= < —.
&n(Xx) =yn(x) on

1
e Des deux points précédents nous déduisons que, |pour tout x e Ry, 0 < gp(x) < —.
en

§ 4 AUTOUR DE LA FONCTION ARCTANGENTE

Q21 — 3 point(s) — Démontrer que, pour tout x € R, cos (Arctan(x)) =

1
VitaZ

T
o Pourtoutye]—g,g[,cos(y)>0etdonc:

1
cos(y) = |cos y| = /cos?(y) = ———.

1+ tan?(y
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T
e Soit x € R. Comme Arctan(x) € ] s [ et tan (Arctan(x)) = x, nous déduisons du premier point que :

1
cos (Arctan(x)) = .
[ V1+x2
Q22 — 3 point(s) — Soit a un réel. Déterminer, en fonction de a, 'ensemble de définition &, de la fonction f, définie

par:

a+x
fu:x-—>Arctan(1 )
—-ax

La fonction Arctan est définie sur R. Nous en déduisons que :

R sia=0;
@a = 1
]—oo,— U |—,+oo sia#0.
a a
Q23 — 6 point(s) — Justifier que f, est dérivable sur &, et calculer fc’,.

. . a+x
o Lafonctionrationnelle x —

est dérivable sur 9, etla fonction Arctan est dérivable sur R. Par les résultats

sur les composées de fonctions dérivables, [la fonction f; est donc dérivable sur @a.]

e Soit x € 2,. Nous calculons :

1><(1—ax)—(—a)><(a+x)x 1
(1-ax)? a+x)2

fi(x)

1+(1—ax
1+a? 1
(1-ax)? o
(1-ax)?

1+ a?

(1+a?)(1+x?)

et donc

Ja0 =15

Q24 — 5 point(s) — Etudier les limites éventuelles de f,, en —oo et en +oo.

e Casouna=0 Alors, pourtout x € 9, =R, f(x)=Arctan(x) et donc:

/2 b4
LSty fa s 3
e Casoira#0 Alors, pourtout x€ Z9,NR":
1 a 1
a+x x( +}) _( l)x 3
l-ax 1) ( a 1
—ax (1 = —) 1-—
ax ax
a+x 1 .
et donc ] tend vers —— lorsque x tend vers —oo et lorsque x tend vers +oo. Comme la fonction Arctan est
—ax a

oo . 1
Impaire et continue en —— :
a

fa(x)

X——00

1 1
—Arctan (—) fa(x) —— —Arctan (—) .
a X—+00 a




MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

» Des deux points précédents et de Q6, nous déduisons les résultats suivants.

b/ 4 . 4 .

—— sia=0 — sia=0
2 2
Arctan(@) — = sia>0 Arctan(@) — = sia>0
fa(x) — { Arctan(a > sia fa(x) — = { Arctan(a 5 sia

T . T .

Arctan(a) + ) sia<0 Arctan(a) + ) sia<0
Q25 — 5 point(s) — Simplifier 'expression de f,.

e Casoua=0 Alors, pourtout x € R, f,(x) = Arctan(x) = Arctan(x) + Arctan(a).
e Casouta>0

1 .
—o00, — | . Ainsi, il existe une constante réelle C

— Lafonction f, —Arctan|g, a une dérivée nulle sur l'intervalle
a

telle que :

Vxe

—00, é [ fa(x) =Arctan(x) + C.

En analysant la limite en —oo, nous déduisons grace a Q24 que :

Vxe

—00,— fa(x) = Arctan(x) + Arctan(a) .

— Lafonction f, —Arctan|g, a une dérivée nulle sur 'intervalle . Ainsi, il existe une constante réelle D

1
—,+00
a

telle que :

Vxe fa(x) =Arctan(x)+ D.

1
—,+00
a
En analysant la limite en +o0, nous déduisons grace a Q24 que:

Vxe fa(x) = Arctan(x) + Arctan(a) — 7 .

1
—,+00
a

1
o Casonta<0 Enscindant!’étude en deux parties, d'une part sur l'intervalle |—oo, — | et d’autre part sur 'in-
a
1 .
tervalle [ —, +oo|, comme dans le cas ou a > 0, nous obtenons les résultats suivants.
a
1 1
Vxe |—oo,— fa(x) =Arctan(x) + Arctan(a) + 7| et |Vxe [—,+oo fa(x) = Arctan(x) + Arctan(a)
a a

o Synthétisons les résultats obtenus.

Arctan(x) + Arctan(a) si a=0 et xeR
Arctan(x) + Arctan(a) si a>0 et x<l/a
fa(x) =< Arctan(x) +Arctan(a)—n si a>0 et x>1/a
Arctan(x) +Arctan(a)+7 si a<0 et x<l/a
Arctan(x) + Arctan(a) si a<0 et x>1/a

Q26 — 2 point(s) — Soit (a, b) € R? tel que ab # 1. Démontrer, a I'aide des questions précédentes, que :

a+b)
1-ab

Arctan(a) + Arctan(b) = Arctan (

si et seulement si ab < 1.
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D’apres Q26 :
Arctan(a) + Arctan(b) si a=0 et beR
a+b Arctan(a) + Arctan(b) si a>0 et b<ll/a
Arctan(1 b) =< Arctan(a) +Arctan(b)—n si a>0 et b>1l/a
—a Arctan(a) + Arctan(b)+7m1 si a<0 et b<l/a
Arctan(a) + Arctan(b) si a<0 et b>1la
etdonc:
a+b
Arctan 3 = Arctan(a) + Arctan(b) <= (a=0etbeR)ou (a>0etb<l/a)ou (a<0etb>1/a).
o a+b) .
Nous en déduisons que |Arctan(a) + Arctan(b) = Arctan . 3 sietseulementab<1.

Q27 — 5 point(s) — Calculer Arctan(2) + Arctan(5) + Arctan(8).

o D’apresQ6:

3
Arctan(2) + Arctan(5) + Arctan(8) = 77[ — (Arctan(1/2) + Arctan(1/5) + Arctan(1/8)) .

1 1 1 P
o Comme — x S < 1, nous déduisons de Q26 que :

2
1 1
Arctan(1/2) + Arctan(1/5) = Arctan 2 I 5 I =Arctan(§) .
1-=x-=
2 5
7 1 7 P
e Comme — x — = — < 1, nous déduisons de Q26 que :
9 8 72
7 1
Arctan(7/9) + Arctan(1/8) = Arctan J = 8 1 =Arctan(l) = a
1—-—x—
9 9

51
o D’apres trois points précédents | Arctan(2) + Arctan(5) + Arctan(8) = ik

57
Q28 — 4 point(s) — Résoudre dans R 1’équation Arctan(x — 3) + Arctan(x) + Arctan(x + 3) = ik

o D’apres Q27, le nombre 5 est solution de I'’équation.

o Les fonctions affines :
xX—x—3 ; X— X ; xX— x+3

sont strictement croissantes sur R. Comme la fonction Arctan est strictement croissante sur R, les fonctions :
x — Arctan(x —3) ; x— Arctan(x) ; x — Arctan(x + 3)
sont strictement croissantes sur R. Ainsi, la fonction :

x— Arctan(x — 3) + Arctan(x) + Arctan(x + 3)

est strictement croissante sur R et donc injective. Léquation proposée possede donc au plus une solution.

10
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e Des deux points précédents, nous déduisons que [l’équation possede une unique solution, le nombre 5.] |
. . . k k-1
Q29 — 4 point(s) — Soit k € N*. Calculer Arctan 1 —Arctan )

¢ Comme Arctan est impaire :

k k-1 k 1-k
Arctan | —— | — Arctan | —— | = Arctan Tl + Arctan T

k+1 k k
e Comme:
k l—k_l—k 0<1
k+1° k  k+1
le résultat de Q26 livre :
k +1—k
k — 1 K 1
Arctan(m)+Arctan(T):Arctan _k+llc X’f_k =Arctan(ﬁ).
k+1 k

: A . k k-1 1
o Des deux points précédents, nous déduisons |Arctan | —— | —Arctan| —— | = Arctan | — | .
k+1 k 2k?

. L 1
Q30 — 4 point(s) — Etudier la limite éventuelle de S;, := Z Arctan (W) lorsque n tend vers +oo.
k=1

Soit n € N*. Nous calculons :

n

Arctan (L) —Arctan (T) [Q29]

Sn

=1 k+1

Arctan (%) —Arctan(0)  [somme télescopique]

Arctan (1 - ) .
n+1

Par continuité de Arctan en 1, il vient [S n Arctan(l) =

NN

J

n—-+oo

11



