MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°3

— 108 points —

EXERCICE1 — BIJECTIVITE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DE R3 DANS R3

Soit m un réel fixé. On considere le systeme linéaire (S;,) d’inconnue (x,y,z) € R® et Uapplication f,, définis
comme Suit.

o

mx + 'y + z = 3 3
(S;) x + my + z =0 [ R _’ R
m - m
x, vz — (mx+y+z,x+my+z,x+y+mz
X + y + mz =0 (x, ), 2) ( y y y )
Q1 — 12 point(s) — Résoudre le systéeme linéaire (S,;,).
Soit (x, y, z) € R3.
mx + y + =z =0 x + my + z = 0
x + my + z = 0 < mx + y + z = 0 Li<L
x + y + mz = 0 x + y + mz = 0
X + my + z = 0
= (1-m¥)y + (-mz = 0 Ly—ILy—-mL
1-my + (m-1)z = 0 L3—L3z—-L
X + my + @ = 0
— I-my + (m-1)z = 0 Ly<L3
(1-m?)y + (1-mz = 0
X + my + Z 0
— 1-my + (m-1)z = 0
1-m(m+2)z = 0 L3—L3—(1+m)Ly

Nous sommes ainsi conduits a scinder I’étude en trois parties.

e Casoum=1 Lesystéeme (S;,) est alors équivalent au systéeme :

x +y + z =0
0 =0
0 =0

Son ensemble solution est {(—y — z,,2) : (¥,2) € R?}, soitle plan dirigé par les vecteurs (-1, 1,0) et (-1,0,1)
et passant par (0,0, 0).

e Casouum=-2 Lesysteme (S,,) est alors équivalent au systeme :

x — 2y + z =0
3y — 3z = 0
0 =0
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Comme :
x — 2y + z =0 x — 2y + z =0
3y - 3z = 0 — y — 2 = 0 Ly~ 1/3)L,
0 =0 0 =0
x — 2y = -z
= y = z
= 0
X = z Li—Li+2L,
= Yy = z
0

Son ensemble solution est {(z,z,z) : z€ R}, soit la droite dirigée par le vecteur (1,1,1) et passant par
(0,0,0).
eCasoum#letm#—-2 Alorsl-m#0et(l1-m)(m+2)#0etdonc:

x + my + % = 0 x + my + z = 0
1-my + (m-1)z = 0 — vy -z = 0 Ly—1/01-m))L,
1-m(m+2)z = 0 z = 0 L3—10/((1-m)(m+2)))Ls
X + my = 0 Li—Li—Ls
A y = 0 Ly—Ly+1L3
z =0
X = 0 L1 — L1 - ng
— y = 0
z =0
Son ensemble solution est le singleton {(0,0,0)}.
Nous avons donc démontré que I'ensemble solution de (S;;,) est:
{~y-2,y2:(y,2eR?} sim=1;
{(z,z,2) : z€R} sim=-2;
{(0,0,0)} sinon.
Q2 — 6+6 point(s) — Déterminer une condition nécessaire et suffisante (C) portant sur m pour que I'ap-

plication f;, soit bijective et calculer, lorsque (C) est vérifiée, I’application réciproque de f;,.

Nous raisonnons par analyse-synthese, mode de raisonnement particulierement adapté a la recherche
de CNS.

o Analyse Supposons que f;, est bijective. Alors I'élément (0,0,0) du but R® de f;,, posséde un unique
antécédent par f;,. D’apres Q1, m # 1 et m # —2. La condition « m # 1 et m # —2 » est donc nécessaire a
la bijectivité de f,.

» Synthese Vérifions si la condition « m # 1 et m # —2 » assure la bijectivité de f,,,. Considérons donc
m e R\ {-2,1}. Soient (x, ,z) € R? et (a, b, c) € R3. En reprenant les opérations élémentaires indiquées en
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Q1, pour résoudre (S;;) dansle casolt m # 1 et m # -2, il vient :

mx + y + z = a
fm(x,,2)=(a,bc) X + my + z
X + y + mz

c

(m+1a-b-c
m2+m-2

—a+(m+1)b-c
m2+m-2

—a—-b+(m+1)c
m2+m-2

z =

Ainsi, pour tout (a, b, c) € R3, il existe un unique (x,y,z) € R3 solution de I'équation f(x,y,z) = (a,b,c).
Lapplication f;, est donc bijective.

 Conclusion [L’application fm est bijective si et seulement si m # 1 et m # —2.]

Dans le cas o m # 1 et m # —2, des calculs effectués dans la précédente syntheése, nous déduisons :

R — R3
fm (m+1la-b-c —-a+(m+1)b—-c —-a-b+(m+1)c
(a! b) C) — 2 ) 2 ) 2
me+m-—2 me+m-—2 me+m-—2
EXERCICE2 — COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS ET INJECTIVITE
Q3 — 4 point(s) — Rappeler la définition d'une application injective. Trois formulations sont attendues.

Cf. C4.88.

Soient E, F,G trois ensembles et f: E—— F, g: F —— G deux applications.

Q4 — 2 point(s) — On suppose que f et g sont injectives. Démontrer que g o f est injective.

Cf. C4.98(1).

Dans la suite de cet exercice, on suppose que l'application g o f est injective.

Q5 — 2 point(s) — Démontrer que f est injective.

Cf. C4.98(2).

Q6 — 4 point(s) Démontrer que 'application g n’est pas nécessairement injective. On pourra donner
un contre-exemple a I'aide de diagrammes de Venn pour justifier sa réponse.

Soient les applications f et g définies par :

{1} — {1,2} {,2} — {1}
X — 1 & X — 1

f
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Comme go f =idy, est bijective, elle est injective. Cependant ’application g n’est pas injective puisque
gl) =g(2).

Q7 — 6 point(s) — On suppose de plus que I'application f est surjective. Démontrer qu’alors I'application
g est injective.

Soit (y1, y2) € F? tel que:
(%) gn)=g0).

Démontrons que y; = y».
Comme f: E—— F est surjective et (1, y») € F?, il existe (x1, x,) € E? tel que :

(x%)  yn=flx)etyz=flxz).
De (%) et (x %), nous déduisons g(f(x;)) = g(f(x2)). Comme go f estinjective, il vient :
(k % %) X1 =X

De (% %) et (% x %), nous déduisons finalement

EXERCICE3 — SOMME ET DECOMPOSITION D’UNE FRACTION RATIONNELLE EN ELEMENTS SIMPLES
Q8 — 4 point(s) — Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que, pour tout x € R :
1 a b c

_ = —+——+ .
x(x+D(x+2) x x+1 x+2

Soit (a, b, ¢) € R3. Pour tout x € Rsg :

a b L€ _(a+b+o)x*+@Ba+2b+c)x+2a

x x+1 x+2 xX(x+1)(x+2)

Ainsi, pour que (a, b, c) € R3 satisfasse la condition de I’énoncé, il suffit que:
a+b+c=0 3a+2b+c=0 2a=1.

Nous sommes donc conduits a résoudre le systeme linéaire :

c + b + a =0
(S) c + 2b + 3a = 0
2a = 1

Les inconnues a, b, ¢ ont été placées dans un ordre qui facilitera la résolution de (S) avec I'algorithme du
pivot de Gaul3.

c + b+ a =0
S) = b + 2a = 0 Ly—IL,—1;
2a = 1
c + b + a =0
— b + 2a = 0 Ly—Ly—1,
2a = 1
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c + b + a =0
— b + 2a = 0
a = = L3—(1/2)L3
1
c + b = —— Li<—Li—-L3g
2
— { b = -1 L2<—L2—2L3
1
a = =
2
[ ¢ - L oo
= 5 1 1— L2
— < b = -1
1
a = -
2

Nous en déduisons que le systeme (S) possede une unique solution :

1 1
a=— b=-1 ==
2 2
On en déduit que :
1 1 1 1 1 1
VXER>0 _— = — X — = + — X .
xx+Dx+2) 2 x x+1 2 x+2
Q9 — 5+1 point(s) — Calculer, pour tout n € N :
L k!
S, =
" ,szo(k+3)!

puis étudier la limite éventuelle de la suite (S;) ,,en-

Soit n € N>, de sorte que 3 < n+ 1 (cf. calcul ci-dessous). Nous calculons :

n k]
Sn = ,;)(k+3)(k+2)(k+1)k'

. !

&= (k+3)(k+2)(k+1)

n+l 1

- 3

&= (k+2)(k+ Dk

1 n+l 1 n+l1 1

17l N
BT 2 M EZ [d’apres Q8]
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1 n+l 1 n+2 1 1 n+3 1
= — —_ — — 4+ — —
2ick ik 2imk
1 1 1 "+11 L, ! +1 1
= —|1+= —-1=+) = — Z — —
2 2 =k 2 k=3k n+2 2 k n+2 n+3
1 ( 1) (1 1 ) 1 ( 1 1 )
= —|[14+=|-|=+——]|+= —
2 2 2 n+2) 2\n+2 n+3
1 1 1
= —- +
4 2(n+2) 2(n+3)
D’autre part :
0 K o 1 1 1 1
Spi= Y — == "
im0 (k+3)! 31 6 4 2(0+2) 2(0+3)
et
i Koo 5 1 11
(k+3)! 31 41 24 4 201+2) 2(1+3)°
Ainsi :
1 1 1
VneN S,=-- + .
4 2n+2) 2n+3)
Nous en déduisons que :
S 1
" —too 4
EXERCICE4 — TROIS APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME DE NEWTON
Q10 — 2+2 point(s) — Enoncer la relation de Pascal pour les coefficients binomiaux, puis la démontrer.
Cf. C5.78(2).
Q11 — 4+8 point(s) — Enoncer la formule du binéme dans C, puis la démontrer.
Cf. C5.84.

Q12 — 1+3+6 point(s) — Soit (n, p) € N> x 10, 1[. Simplifier les trois sommes suivantes.

n

Moy(n):=)_

My(n):= Y k° (") pFa-p"k
k=0 k

(Z) pFa-p™*  Mwm:=Y k(Z) p*a-pk
k=0 k=0

« Gréce a la forme du bindme de Newton, (My(n) = (p+(1-p))" =1.]

» Nous observons que pour tout k € [1,n] :

n!
(k—1)!(n-k)!

n!
kk! (n—k)!

_ (n-1)! _ [
k-l 1—k=01 lk-1]
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Nous calculons :

Mym) = Y k|| pFa-prt

ton

Il

(=]
=

n _

[l
M=
bon
=

n-1y i —k
p-1-p)"

(n-1) & n—k-1
= np) | |pa=p)
k=0
= np(p+(1—p))”_1 [d’aprés la formule du bin6me de Newton] .

Ainsi, |M;(n) = np.

» Nous observons que pour tout k € [2, n] :

! | — ! _
k(k—l)(’;):k(k—l) e n nn—1) (n-2). :n(n—l)(n 2).

-0 k=2'n-k! k=21(n—2—(k—2))! k—2

Nous calculons :
L% n
Mym) = Y K| |pFa-p"*
k=0 k

n

= Y kk-n+k)|"|pFa-pnt
k=0 k

S

= ) k(k-1)

n
k=0

k=0 k

w

p*a-p)" 4 My (n)

n
= ) k(k-1)
k=2

S

n

-2
= Zn(n—l)(z 2)pk(1—p)”‘k+M1(n)
k=2 -

— _ n-2 k+2 (v _ \n—k-2
= nn-1) L |PTTa=p +np
k=0

n—2

n-2
= n(n—l)pzz( . )pk(l—p)”_k_2+np.
k=0
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Grace a la formule du bindéme de Newton, il vient :

My(n)=nn-1p*(p+1Q-p)" > +np

soit([Mz(n) =np(n-1p+1) ]

David Blottiere

Q13 — 2 point(s) — Soit n € N*. Donner une forme trigonométrique de 1 + i et en déduire la forme algé-

brique de (1 + i)*".

o Nous calculons |1 +i| =2 puis :

Comme cos(%) = sin(%) = g, il vient[l +i=v2e'T ]

o D’apres la forme trigonométrique précédemment trouvée :

1+ = (\/Eei%)m = \/§4n (ei%)M = (\/54)’1 (e"%ﬂ)n =4" (ei”)n .

Comme i = —1, il vient (1 + i)*" = (-4)" |

Q14 — 3+3 point(s) — Soit n € N*. Déduire de Q13 les valeurs des deux sommes suivantes.
2n Ain 2n—-1 4n
Aln):= =k B(n):= =k
(n) kgo( )(2k (n) kZ:O( L PN

D’apres la formule du bindbme de Newton :

4n
a+itn = 3 M)k
k=0 k
2 2n-1
_ n (4n i2p ”Z 4n ;2p+1
p=0 zp p=0 2p+1
2n 4 2n—1 4
_ n (iZ)P+ Z n (iZ)Pi
p=0 2p p=0 2p+1
2n 4 2n—1 4
= Y+ Y enp|
p=0 2p p=0 2p+1
= An)+iBn).
—— ——
eR eR

D’apres Q13 et 'unicité de la forme algébrique de (1 + i)*", [A(n) =(-4)"etB(n)=0 ]
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Q15 — 4 point(s) — Soient n e N*, (z1,...,2,) € C" et (A4,...,1,) € R"". Démontrer que :

n n
Im(z /lkzk) =Y AxIm(zg) .
k=1 k=1

On pourra poser, pour tout k € [1, n], ay := Re (zx) et by :=Im (zg).

Comme suggéré, posons, pour tout k € [1, n], ay := Re (zx) et by := Im (zx). Nous calculons :

n n
Y Akze = ). Ax(ax+iby)
k=1

k=1
n
= ZAkak"‘i/lkbk
k=1
n n
= Z Ak ay + Z i by
k=1 k=1
n n
= Z)Lkak+i Z/lkbk-
k:l k=1
—— ——
erR eR

n n n
Nous en déduisons que Im(z Ak zk) =Y Akbr=) AxImi(zg) ]
k=1 k=1 k=1

Q16 — 8 point(s) — Soit (n,0) € N* x R. Simplifier la somme suivante.

" (n
Sn@):=)_ |, |sin(k6)
k=0 k

Le résultat sera donné sous la forme d’'un produit w1 x o X 0 0l 711 est une puissance de 2, o est une puissance
d’un cosinus et o est un sinus.

Comme, pour tout k € [0, n], sin(kf) = Im (eike). Nous calculons :

2ol

Sn(0)

n .
= Im(z " e’ke) [d’apres Q15]
i=o\k
= (7 (o) k n-k S :
= Im|)_ k (e ) 1 [d’apres la formule de Moivre]
k=0
n
= Im ((1 + ele) ) [d’apres la formule du bindme de Newton]
0\ .0\" . o
= Im ((2 cos (5) e' 2) ) [d’apres la technique de I'angle moitié]
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0 0 0 0
= Im|2"cos” (—) cos (n_) +i2"cos” (—) sin(n—)
2 2 2 2
eR eR
1 0 0
Ainsi|S,(0):= ) " sin(k@) = 2" cos” (—) sin(n—) )
o\ k 2 2
EXERCICE5 — FORMULE D’INVERSION DE PASCAL
. . . . . ) n\(k| _[n|[n-]
Q17 — 2 point(s) — Soient k, j, n des entiers tels que 0 < j < k < n. Démontrer que Y = ille=j)

Nous calculons :

Ainsi,

FI-C1)

n! k!
K-k k- )

n! y 1
(n—-K)! jlk-j)

i (=Rl (k—- )

n! y (n—j)!
jlin=7D" (n=k)! (k- !

n! (n—j!

= (n=j— k= (k=)

Q18 — 8 point(s) — Soit (@) peN € cN

neN:

k

.On pose, pour tout k€N, bg:= Y

j=0

a, = Z(—1)”‘k(n)bk.
k=0 k

;

a;. Démontrer que, pour tout

Soit n € N. Nous calculons :

Y ™k by
k=0 k

>

j=0

o

L n
z K

n k n

IIDMCHE

k=0j=0

n k

RPNt

k=0j=0 J

10

[d’apres Q17]
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Nous avons donc démontré

n-j

j=0\J) " ¢=0

Mathématique

> % Z(—l)""“(
. z

n n—j )
& 1o Ee
j /=0

Y | |aa -

) aj  [d’apreslaformule d’inversion]

n-j
—J

" ]) [changement d’indice £ = k — j]

> ("|a z(-nn—f—flf(";)

[d’apres la formule du bindme de Newton|

a, [0° =1 et, pour tout k e N*, 0¥ = 0] .

n

an=Y (-)"F
k=0

|

n
k

Jo.

David Blottiere
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