MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

DEVOIR SURVEILLE N°3

— 108 points —

Mercredi 19 octobre — 8h00-10h00

On attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Les assertions seront toutes justifiées avec soin, les raisonnements structurés, les résultats encadrés.

EXERCICE1 — BIJECTIVITE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DE R3 pANS R3

Soit m un réel fixé. On considere le systéeme linéaire (S,,) d’inconnue (x,y,z) € R® et Uapplication f,, définis
comme Suit.

(=)

mx + y + =z = R3 R3
+ + =
(Sm) ﬁ N W;y N rrfz _ 8 fm (X, 9,2) — (Mx+y+z,x+my+z,x+y+mz)
Q1 — 12 point(s) — Résoudre le systeme linéaire (S,;,).
Q2 — 6+6 point(s) — Déterminer une condition nécessaire et suffisante (C) portant sur m pour que I'ap-

plication f;, soit bijective et calculer, lorsque (C) est vérifiée, I’application réciproque de f;,.

EXERCICE2 — COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS ET INJECTIVITE

Q3 — 4 point(s) — Rappeler la définition d'une application injective. Trois formulations sont attendues.
Soient E, F,G trois ensembles et f: E—— F, g: F—— G deux applications.

Q4 — 2 point(s) — On suppose que | et g sont injectives. Démontrer que g o f est injective.

Dans la suite de cet exercice, on suppose que l'application g o f est injective.

Q5 — 2 point(s) — Démontrer que f est injective.

Q6 — 4 point(s) — Démontrer que 'application g n'est pas nécessairement injective. On pourra donner
un contre-exemple a I'aide de diagrammes de Venn pour justifier sa réponse.

Q7 — 6 point(s) — On suppose de plus que I'application f est surjective. Démontrer qu’alors I'application
g est injective.

EXERCICE3 — SOMME ET DECOMPOSITION D’UNE FRACTION RATIONNELLE EN ELEMENTS SIMPLES
Q8 — 4 point(s) — Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que, pour tout x € R :
1 a b c
_— = ———
x(x+D(x+2) x x+1 x+2
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Q9 — 5+1 point(s) — Calculer, pour tout neN:
k!
Spi=) ——
" ,;) (k+3)!
puis étudier la limite éventuelle de la suite (S;) ,,en-
EXERCICE4 — TROIS APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME DE NEWTON
Q10 — 2+2 point(s) — Enoncer la relation de Pascal pour les coefficients binomiaux, puis la démontrer.
Q11 — 4+8 point(s) — Enoncer la formule du binéme dans C, puis la démontrer.
Q12 — 1+3+6 point(s) — Soit (n, p) € N> x 10, 1[. Simplifier les trois sommes suivantes.
= (1) k n—k = (7 k n—k =21k n—k
Mo(n):=)_ | |p*Q-p) M(n):=) k| |p*1-p) My(n):=) k| |p*a-p)
i=o\k iz \k iz \k
Q13 — 2 point(s) — Soit n € N*. Donner une forme trigonométrique de 1 + i et en déduire la forme algé-
brique de (1 + i)*".
Q14 — 3+3 point(s) — Soit n € N*. Déduire de Q13 les valeurs des deux sommes suivantes.
2n 2n-1
4n 4n
An) := Z(—l)k( ) B(n):= ) (—1)’<( )
=0 2k =0 2k+1
Q15 — 4 point(s) — Soient n e N*, (zy,...,2,) € C" et (4,...,1,) € R"". Démontrer que :

n n
Im(z /lkzk) = Z A Im(zg) .
k=1 k=1

On pourra poser, pour tout k € [1, n], ai := Re (zx) et by :=Im (z).

Q16 — 8 point(s) — Soit (n,0) € N* x R. Simplifier la somme suivante.

$n@:=3 | |sin(k)
k=0 k

Le résultat sera donné sous la forme d’'un produit my x o x 0 0L Ty est une puissance de 2, 7, est une puissance
d'un cosinus et o est un sinus.

EXERCICE5 — FORMULE D’INVERSION DE PASCAL

2 .
Q17 — 2 point(s) — Soient k, j, n des entiers tels que 0 < j < k < n. Démontrer que (Z) (]) = (7) (Z ])
-]

k (K
Q18 — 8 point(s) — Soit (a,) en € CV. On pose, pour tout k € N, by := Z (j aj. Démontrer que, pour tout

j=0

neN:

a, = Z (—l)n_k(’;)bk .

k=0



