MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

UN CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°2

— 120 points —

EXERCICE1 — UNEAPPLICATION DE LA FACTORISATION PAR I’ANGLE MOITIE

Q1 — 4+4 point(s) — Soit £ € R. Enoncer et démontrer la factorisation par '’angle moitié de 1+ e'? et 1 —e'’.

Cf. C3.89

1-e®

SoientOel—-m,mletz:= ——.
1+ ei0

Q2 — 2 point(s) — Justifier que le nombre z est bien défini.

D’apres le cas d’égalité de deux formes trigonométriques :

= _1=¢" — O=nx[2n].

Comme 0 €] — 7, 7[, @ # 7 [27] et donc 1 + e # 0. (Le nombre z est donc bien défini.)

Q3 — 4 point(s) — Sans calculer la forme algébrique de z, établir que z est un nombre imaginaire pur.

D’apres le cours :
ZEIR <— z=-z.

D’apres les propriétés algébriques de la conjugaison et les propriétés de 1'exponentielle d'un nombre
imaginaire pur :

_ (l_eiﬁ) l_e—iﬁ e—i@ (eiﬁ_l) ei9_1 _(l_eia)
= — | = == =— = — =-Z.
1+ef) 1+e70 e i0(eill+1) ef+1  eif+1
Donc (le nombre z est imaginaire pur. |
Q4 — 2 point(s) — En utilisant la factorisation par ’angle moitié, calculer la forme algébrique de z.

Nous appliquons les résultats énoncés en Q1 pour obtenir :

[S]iS=)

oisi 0\ ;
isin ; e (0)
z=———— = —cotan|—=|1.
2cos|—|e'2
) eR

Nous avons déterminé la forme algébrique de z et nous observons que sa partie réelle est nulle. Donc
[le nombre z est imaginaire pur.]
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EXERCICE2 — AUTOUR DES RACINES 72-IEMES DE L'UNITE 00U 7 € N>»

Soientun entiern >2,U,:={z€C : z"=1} etw, = €'

Q5 — 8+4 point(s) — Démontrer que U, = {X : k€ [0,n— 11} et que les n éléments %, 0}, w?,..., 0"

sont deux-a-deux distincts.

Cf. C3.140

Q6 — 446 point(s) — Calculer H (et,pourtout pe 7, S, := Z (P,
(eUy (ely

i27[k

Remarquons tout d’abord que, d’aprés la formule de Moivre, pour tout k € N, wk = e/ .
(1) D’apres Q5 et les propriétés algébriques de I’exponentielle complexe :
n

-1 n-1
21k -1 :2nk - 270 -1
l_[ (: (l)gzHelT:eZZﬂlT:elTZZ:ok_
(eUy k=0 k=0

o on(n-1) . o
De Z k= — et la formule de Moivre, nous déduisons :
k=0

om  n(n=1) e . \n-1
H C:el X = :em(n D _ (em) .

(e,
Comme e’ = —1, ilvient| [] ¢{=(-D""".
(e,
(2) SoitpeZ.D’apres Q5:
n-1 p n—1 k n-1 k n—1 2mpy\ k
Sp= [0k =Y o’ =Y (@h) =Y () .
k=0 k=0 k=0 k=0

. . ) s . 72D 5 2 T2
Il s’agit d'une somme de terme en progression géométrique de raison e' » . D’apres le cas d’égalité de
deux formes trigonométriques :

= X0 zn—psO[Zn]
<~ p=0[n].

o Cas ou p est un multipleden Alorse' n =1etdonc:

n-1 apy kNl
§y= Z(e’T) =Y 1=n
k=0 k=0

: ;21p
e Casou p nest pas un multipleden Alorse'™» #1etdonc:

j2mp\ 1 .
n—1 s\ k 1—(@ n) 1 — ei2mp
S’”_Z(e")_ 2 2y~ 0
k=0 1-e'™n 1-e'™n

d’apres la formule de Moivre.
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Ainsi :

s =ln si p est un multiple de n
P71 0 sinon.

Soit (O; ui, V) un repere orthonormé du plan 2. On définit les points My, M, M, ..., M,,_1 comme étant les points

d’affixes respectives 0%, wl,w?,...,0" 1,

Q7 — 6 point(s) — Calculer la longueur de chacun des cotés du polygone P, := MyM1M,...M,_;. Qu'en
déduire quant au polygone P, ?

(1) 1lfaut calculer les longueurs My M, My Mo, Mo Ms, ..., Mp_oMy_1, My—1 My, i.e. les modules :

lwh =), |0F —wh], |03 —e3|, ..., l0h T —0!7?], |0 -0l = |0l - ol

soit, pour tout k € [0, n— 1], le module 0% - wk|.

Soit k € k € [0,n—1]. D’apres les propriétés algébriques de I'exponentielle et la factorisation par I'angle
moitié :

j2nk+l)  gomk  gomk ( gom jenk . g . (70
Wkt — @k =l el =els (e’n —1):6’ n Zze’nsm(—)
n
Q2 o . (7T . T 2.5
Des propriétés algébriques du module et sin (—) > 0 (puisque 0 < — < ), nous déduisons :
n n
(T
‘w’,ﬁ“—w’fl :Zsm(—) :
n

p5
Donc|les n cotés du polygone P,, ont tous pour longueur 2sin (—)
n

(2) [Le polygone P, est régulier] car il est inscrit dans un cercle (le cercle unité) et tous ses cotés sont
égaux.

Q8 — 4 point(s) — FEtudier le comportement asymptotique du périmeétre p,, du polygone P, lorsque n
tend vers +o0.

/4
Le polygone P, possede n cOtés, tous de longueur 2sin (—) d’apres Q7. Ainsi, son périmetre est-il :
n

SIS

i (n)
- in|—
Jr sin(x) T L . o
Comme — 0 et 0, 0 (composition de limites). Ainsi | p, —— 27| ce
n n—+oo x  x—0 s n—+oo n—+o0o
n

qui en accord avec notre intuition géométrique (le périmetre du cercle unité est 2r).

EXERCICE3 — EQUATIONS ALGEBRIQUES

Q9 — 4 point(s) — Démontrer que tout nombre complexe non nul posséde deux racines carrées complexes
opposées 'une de l'autre.
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Cf. C3.116.

Q10 — 6 point(s) — Résoudre I'équation z? = 7 —6+/2i d’'inconnue z € C.

Nous raisonnons par analyse-synthese.
e Analyse Soitz=a+ib,ou(a,b)E€ R?, tel que z2=7-6v/2i. Alors :

a?-b’+i2ab= 7 +i(-6v2) et a*+b*=|zI*=|2*|=\/72+(-6V2)2=11.
S—— ~— N——

eR eR eR cR

Par unicité de la partie algébrique d'un nombre complexe, il vient :

at - b = 7
2ab = —-6V2
at + b* = 11.

Lopération élémentaire (L1) + (L3) livre a®> =9 et donc a = —3 ou a = 3.
Lopération élémentaire (L3) — (L1) livre b> =2 et donc b= —v2 ou b= v/2.
D’apres (L2) les nombres a et b sont de signes opposés. Ainsi avons-nous deux candidats :

z1:=3-iV2 et Z0i=—27.

» Synthese Vérifions siles candidats obtenus en fin d’analyse conviennent.

2 2
Z=2=(3-iv2| =82 V2 +i(2x3x V2| =7-6V2i.

e Conclusion [Les deux racines carrées complexes de 7 —6v/2i sont 3 —iv2 et =3 + i \/E]

Q11 — 10 point(s) — Résoudre I'équation Z2+(1+1)z%+(i—-1)z—i=0dinconnue z € C, sachant qu’elle
possede une solution imaginaire pure.

o Recherche d’'une solution imaginaire purede z° + (1 + i)z + (i—1)z—i =0 Soit beR.

(D3P + 1+ x (ib)?+ (-1 x (ib)-i=0 < —bz—b+i£—b3—b2—b—1):0

J/

eR eR

Par unicité de la partie algébrique d'un nombre complexe, ib est solution de I'équation z3 + (1 +
i)z + (i—1)z—i =0 si et seulement si :

>’+b = 0
BP+b>+b+1 = 0
soit si et seulement si :
b(b+1) = 0
(b+1) (b*+b+1) = 0.
0
>

Ainsi —i est solution de I'équation z3 + (1 +i)z® + (i—1)z—i = 0.
e Factorisationde X3+ (1+1)X?>+(i—1)X—i par X+i D’apresle cours, il existe (a, b) € C3 tel que::

X +A+DX*+(-DX—i=X+0)(X*+aX+b)=X>+(a+1) X*+(ai+b) X + bi .
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Nous sommes alors conduit a résoudre le systéme linéaire :

a = 1
ai + b = i-1
bi = -—i

Comme (a, b) = (1,-1) est solution de ce systeme, nous en déduisons :
XC+A+DX2+(-DX-i = X+ (X*+X-1)
o([x+3) 3]
X+)[lx+=| -=
2 4
X+ .
2 2

(X+z‘)(X+

e Conclusion Comme C est integre, nous déduisons de la factorisation précédente que 'ensemble

{ .—1+\/§_1+\/§H

solution de I'équation 2Z+0+D)z2+(-1)z—i=0est

-1, ’
2 2

Q12 — 10 point(s) — Résoudre I'’équation (z — N8+ (z+1)®=0dinconnue z € C.

» Observons tout d’abord que :
(—i-D8+(-i+1)®=-64#0.
Ainsi —i n’est pas solution de 'équation (z— i) + (z + i) = 0.
e Soitdonc ze C\{—i}.

16
z—1
(z—)°+(z+0)%=0 < L_flz-
(z+1)8
AL \6
— (z_z) :e”’:(elﬁ)
Z+1i
)
= |——| =1
e's(z+1)
zZ—1 .27
= ———eU={e!F : ke[0,51}
e's(z+1)
z—1 -2
= 3kel0,5] ——=¢i’%
elsz+ie's
1+ei(2k21)”
f—g E”CEIIO,S]] Z:im
j @k+Dn
l1-e "5
2k+1)m
< 3Jke]0,5] z:—cotan(%) [factorisation par I’angle mo

« Lensemble solution de I'équation (z — )% + (z +i)® = 0 est donc :

T T 51 7 3 11n
—cotan(—),—cotan(—),—cotan —|,—cotan|—|,—cotan|—|,—cotan| —
12 4 12 12 4 12

tié]



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

 Explicitons a présent les différentes valeurs de cotangente trouvées.
T 7T T b4
— De — = — — —, nous déduisons cotan (—) =2++/3.
12 3 4 - 12
— Nous calculons aisément cotan (—) =1.
51 m &@ 51 1 1
— Comme — = = — — il vient cotan(—) = T = =2-/3.
122 12 cotan(ﬁ) 2+v3
7 51 n 51
— Comme — =7 — —, cotan(—) = —cotan(—) =v3-2.
12 12 12 12
/4
— Nous calculons aisément cotan (T) =-1.
117 /1 117 /1
— Comme — =7 ——,cotan| — | = —cotan(—) =-2-1/3.
12 12 12 12
« Lensemble solution de I'équation (z — )% + (z +i)® = 0 est donc :
[{-2-v3,-1,v3-2,2-V3,1,2+ 3}
EXERCICE4 — NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE
Soit (O; 1, V) un repere orthonormé du plan 2.
Q13 — 4 point(s) — Soient z; et zo deux nombres complexes non nuls. Démontrer que arg(z; z;) = arg(z;) +
arg(zp) [27].
CfC3.110.
z T
Q14 — 4 point(s) — Déterminer I'ensemble &) des points M d’affixe z vérifiant arg ( 730 1) = s [27].
l p—
« Le nombre complexe 0 n'a pas d’argument. Ainsi, ’origine O du repére ne peut appartenir a I’en-
semble &;.
» Soit z€ C* et M le point du plan d’affixe z.
z T b8
ar == [27] arg(z) —arg(v/3i—1) = = [27]
5 ( V3i- 1) 6 (=) ~arg(V3i=1) =

arg(z) =arg(v3i—1)+ % [27]
5 o
arg(z) = Fn [27] [ V3i-1=2¢'%
- —\ o7
(%,0M) = ~ 27
u, W) = (T[, E‘l) [27] ol Aestle point d’affixe ei%
m, O_M) [27] ou A estle point d’affixe it

I A

Donc lé"l est la demie droite [O, A) privée de son origine O, ou A est le point d’affixe it ]

z—2+1
z—1+2i

Q15 — 8 point(s) — Déterminer I'’ensemble &, des points M d’affixe z vérifiant
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» Le point d’affixe 1 —2i ne peut appartenir a I'’ensemble &,. Nous I'’excluons donc de I'étude.
o Soientze C\{l1-2i}et(x,y) eR?>telque z=x+1iy.

zZ—2+1i lz—2+1i|
— = _— = cf. propriétés algébrique du module
Z2—1+2i z—1+2i| [<f. prop gebrd ]
— |z-2+i|l=4|z—-1+2i|
— |z-2+i*=16|z-1+2i)? [lz—2+i|>0etd]|z—1+2i] >0]
= (x-22+(y+D*=16((x-1D*+(y+2)?)
— -15x*>+28x-15y>-62y—-75=0
— x2—§x+ 2+g +5=0
15Ty T sy T
14\% (14)? 31\ (31)?
— |x——| —|—=| t|ly——=| - |—=| +5=0
15 15 15 15
2
( 14)2( 31)2 32 42
= |(x——| +t|ly——=| ==—==|—
15 15 225 15

o 14 .31 42
Ainsi|&, est le cercle de centre Q| — +i— | et de rayon —.
15 15 15

Q16 — 6 point(s) — Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation géomé-
trique :
C — C
Pl — a+iv@z+v3a-i).

o D’apres le cours, f est une similitude directe. Comme :
a:=1+iV3=2e'3 #1

/2
f est la composée commutative de la rotation Po,z de centre Q) et d’angle — avec '’homothétie

hq,» de centre Q et de rapport 2, ou Q est I'affixe de I'unique point fixe de f.

« Soit zeC.
fla)=z <= @1+iV3)z+V3(1-i)=2z

_VBa-i)

1+1
iv3

L'unique point fixe de f estdonc 1 + i.
. Ainsi|f = Paa+i,z °haa+i2 = haa+i2© Paa+i,z ]

EXERCICE5 — NOYAUX DE DIRICHLET ET DE FEJER



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

Soient n e N* et x € R tel que x £ 0 [27].

n .
Q17 — 8 point(s) — Calculer D(x):= )_ elkx

k=—n
» Remarquons que, comme D, (x) = D,(x), le nombre D, (x) est réel.
« D’apres la formule de Moivre et le cas cas d’égalité de deux formes trigonométriques (e'* # 1 =
eiXO) .
2n .k o 1- ei(2n+1)x
Dn(x) —e —inx Z e —e —inx Z (elx) —e nx l_eix
k=0 k=0
Par factorisation par I'angle moitié, il vient :
. . ((2n+1)x) j Lnthx
—21sin e'
Dn(x) = e—lnx p
-2i sm( ) 15
2
([ 3))
sin||n+ > X
Ainsi| Dy (%) = ————5+—
sin (—)
2
1 n—-1
Q18 — 12 point(s) — Calculer Fy,(x) := - Y Di(x).
o D’apres Q17;
1 n—-1 1 1 n-1 1
(x) Fpx)= — Z sin((k+ —) x) Z Im( ) _ = Im Z et (k+3)x
nsin(—) k=0 2 nsm( ) nsin(—) k=0
Sn(x)

» Nous calculonsla somme S, (x). D’apres la formule de Moivre et le cas cas d’égalité de deux formes
trigonométriques (e'* # 1 = e'*9) :

n—1

;X ; X

Sp(x) =e'? Ze’kx:elz
k=0

Par factorisation par I’angle moitié, il vient :

.y —2isin e einT sin (&£ .
(x*) Sp(x)=e'2 (2) — = (i)ezz
—2isin(§) e’z sin (3)
sin? (&%)
* De (%) et (x) nous déduisons que | F,,(x) = T
sin (5)




