MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

DEVOIR SURVEILLE N°2

Mercredi 5 octobre — 8h00-10h00

On attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Les assertions seront toutes justifiées avec soin, les raisonnements structurés, les résultats encadrés.

EXERCICE1 — UNE APPLICATION DE LA FACTORISATION PAR I’ANGLE MOITIE
Q1 — Soit t € R. Enoncer et démontrer la factorisation par 'angle moitié de 1 + e'‘ et 1 — e'’.
1-— ei@

SoientOe]l—m,w[etz:= — .
1+ei?

Q2 — Justifier que le nombre z est bien défini.

Q3 — Sans calculer la forme algébrique de z, établir que z est un nombre imaginaire pur.
Q4 — En utilisant la factorisation par I’angle moitié, calculer la forme algébrique de z.
EXERCICE2 — AUTOUR DES RACINES 72-IEMES DE UUNITE OU 1 € N>»

.2
Soient un entiern >2,U,:={z€C: 2" =1} etw, := el .

Q5 — Démontrer que U, = {a)’,g ckel0,n— 1]]} et que les n éléments w%,w}q,w%, .. .,wﬁ‘l sont deux-a-deux

distincts.

Q6 — Calculer [] ¢et pourtoutpez, Sy:= Y (P,
(e, (eUy

Soit (O; ui, ) un repere orthonormé du plan 2. On définit les points My, My, M, ..., M,_1 comme étant les points

d’affixes respectives w%, w,ll, w%, ety wﬁ_l.

Q7 — Calculer la longueur de chacun des c6tés du polygone P,, := MoM; M>... M,_;. Qu'en déduire quant
au polygone P, ?

Q8 — Etudier le comportement asymptotique du périmetre p,, du polygone P,,, lorsque n tend vers +oo.
EXERCICE3 — EQUATIONS ALGEBRIQUES
Q9 — Démontrer que tout nombre complexe non nul possede deux racines carrées complexes opposées

I'une de 'autre.
Q10 — Résoudre I'équation z? = 7 - 6v/2i d’inconnue z € C.

Q11 — Résoudre I'équation z° + (1 +i)z® + (i — 1)z — i = 0 d’inconnue z € C, sachant qu’elle posséde une
solution imaginaire pure.

Q12 — Résoudre I'équation (z—i)® + (z+i)® = 0 d’'inconnue z € C.
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EXERCICE4 — NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

Soit (O; i, V) un repere orthonormé du plan 2.

Q13 — Soient z; et zp deux nombres complexes non nuls. Démontrer que arg(z; z;) = arg(z;) + arg(zy) [27].
Q14 — Déterminer 'ensemble & des points M d’affixe z vérifiant arg ( \/§f_ " ) = % [27].
Q15 — Déterminer '’ensemble &, des points M d’affixe z vérifiant zz—_l—zjzlz =
Q16 — Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation géométrique :
C — C

f z — (1+iV3)z+V31-1).

EXERCICE5 — NOYAUX DE DIRICHLET ET DE FEJER

Soient n e N* et x € R tel que x Z 0 [27].

n .
Q17 — Calculer D, (x):= Y. e'**.
k=-n

1 n-1
Q18 — Caleuler Fy(x):= Y Dg(x).
k=0



