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UN CORRIGE PARTIEL DU DEVOIR LIBRE N°16

§1 ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

Soientunréel a > 1 et f, la fonction définie par

IR+ i IR
fa r — 1
1414
Q1 — Etudier les variations de la fonction f;.
1
Q2 — Calculer, pour tout t > 0, f,(f) + fq (;)
. r
Q3 — Soitunréel b > 1. Etudier la limite éventuelle de f“it; lorsque ¢ tend vers +oo.
b
Q4 — TJustifier que la fonction f, posséde un développement limité au voisinage de ¢ = 1 a 'ordre 3 et le calculer.
Soient la fonction ¢ définie par
[R+ - IR

4

1 1 1
— 1) dr= dr
X j(; fx(D) j(; 1+ 1%

et € sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan.
Q5 — Calculer ¢(0), p(1) et ¢(2).
Q6 — Sans utiliser de dérivée, démontrer que la fonction ¢ est croissante sur R;..

Q7 — Soit (x,y) € Ry x R, tel que x < y. Démontrer

1
lo(x)— ()] </0 - dr<y-x

Q8 — En déduire que la fonction ¢ est continue sur R, .

Q9 — Démontrer que, pour tout x € Ry

1 tx
1- = dt
) fo 1+¢t*

Q10 — En majorant l'intégrale fo 1 1 +xtx d¢, démontrer que ¢(x) = 1.
Q11 — Démontrer que, pour tout x € Ry X )
1 t
p(x) = §+x~f0 RPPED dr
Q12 — Démontrer que la fonction ¢ est dérivable en 0 a droite.
Q13 — Donner I'équation réduite de la demi-tangente au point d’abscisse 0 de la courbe 6.
Q14 — ATaide de Q10 et d’'une intégration par parties, donner un équivalent de ¢(x) — 1 lorsque x tend vers +oco.

David Blottiére
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§ 2 PRIMITIVATION D’UNE FONCTION POLYNOME-EXPONENTIELLE

Soient A € C*, neN* et, pour tout k € [0, nl, fi la fonction définie par

R — C
fo | o L gk
On pose
E:=Vect(fo, fi,-.r fn)
Q15 — Démontrer que (fy, fi,..., fn) est une famille libre d’éléments du C-espace vectoriel CX.

n
Soit (Ag, A1,...,A,) € C**1 tel que Z Ak - fr = Ocr. Alors
k=0

n
VieR Y Ag-xF-e=0
k=0

Comme, pour tout x € R, e’ £ 0, nous en déduisons

n
VieR Y Ap-xF=0
k=0

n
Ainsile polynéme P:= ) Aj-X k possede-t-il une infinité de racines. Ce polynéme est donc nul et donc

k=0
A=A1=...=1,=0
[La famille (fy, f1,..., fn) est donc libre.]
Q16 — Justifier que 'application
D E — E
f—r

est un automorphisme de E. On prendra soin de vérifier le caractere bien défini de D.

 Soit f € E. Alors il existe (A9, A1,...,A,) € C"*! tel que
n
=Y 2 fx
k=0

D’apres les résultats de dérivabilité des fonctions usuelles et les opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f est déri-
vable. Par linéarité de la dérivation

D(f)

n
Y Ax-D(fi)
k=0

= Ao A fot Yo Ak (ke fer + A fo)
k=1

n-1

n
= Ao A-fot Y Akrr-(k+1)-fie+ ) Ak A fr
k=0 =1

n-1
= ) A1 k+ D+ A6 D) fie+An-A- fr
k=0

Ainsi D(f) € E et donc [l’application D est bien déﬁnie.]

o D’apres les résultats concernant la linéarité de la dérivation, [l’application D est linéaire.]

« Démontrons que 'application D est injective en établissant que son noyau est {Ocr }. Comme Ker (D) est un sous-espace
vectoriel de E, {OCIR} c Ker (D). Démontrons la deuxiéme inclusion en considérant un élément f € Ker(D). Comme f € E, il
existe (g, A1,...,A,) € C"*! tel que

F=3 e fe
k=0
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D’apres le calcul effectué en Q16
n-1
0ce =D(f) =Y Ags1- k+D+ Ak fe+An-A- fr
k=0
Comme la famille (fy, fi,..., f) estlibre (Q15)
Adog-A + A1 = 0
AM-A + 21 = 0
Aa- A+ 3-A3 = 0
3
ApsisA + nd, =0
An-A = 0
ie.
11 Ao 0
1 2 A1 0
1 3 Ao 0
A on)l :
A A \a) o
=t A€Ml 11 (©)
La matrice A est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux tous non nuls. Elle est donc inversible. Comme son
noyau est trivial
A=A=A=...=1,=0
Ainsi [l’application f est-elle injective.]
o Lapplication f est un endomorphisme injective du C-espace vectoriel E, qui est de dimension finie (7 + 1). Donc
[ f estun automorphisme de E ]

Q17 — Justifier que, pour tout (ag, ai, ..., a,) € C*1, il existe un unique (bg, by, ..., b,) € C"*! tel que la fonction
R — C

n
X — (Zbkxk)-e’lx
k=0

est une primitive de la fonction
R — C

fly (i a k)_ Ax
— kx e
k=0

Lassertion a démontrer se reformule comme suit. Pour tout (ag, ai,...,a,) € Cc"*! il existe un unique (bg, by, ..., by) € Cc"*! tel
n n
que la fonction F = Z b; - f; est une primitive de la fonction f = Z a;- fi.
i=0 i=0
n
Soient (ag, ai,...,an) €C"*let f:=) a;- f;.
i=0
« Existence Comme f € E et D est surjective (Q16), il existe F € E telle que D(F) = f. La fonction F est donc une primitive de

n
. Puisque (fp,..., f,) est une famille génératrice de E, il existe (b, by, ..., b,) eC" L telque F= Y b;- f;.
q g q
i=0

(Lexistence est donc démontrée. )

n n

« Unicité ~ Soient (b, by, ..., by) € C"*! et (o, c1, ..., cn) € C"*! tels que les fonctions F:= ) b;- f; et G:= )_ b; - f; sont des
i=0 i=0

primitives de f. Alors

D(Z(bi_ci)‘fi) =0
i=0
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Comme D est injective (Q16), nous en déduisons
n
Y (bi—ci)- fi =0cr
i=0

Comme la famille (fy, ..., f,;) est libre (Q15), il vient

Viel0o,n] b;=c;

(L unicité est donc démontrée. )

Q18 — En déduire une primitive de la fonction
R — R

x — x=-e*

D’apres Q17, il existe un (unique) triplet (b, by, bo) € C3 tel que la fonction

R — C
G 2y _—x
x — (ap+ax+azx)-e
est une primitive de g. Comme
R — C

X — (a1—a0+(2a2—a1)x—a2x2)-e_x
il (faut et il) suffit que
—-ay + @ = 0
- a + 2a =
— ay = 1

pour que G soit une primitive de g. Ce systéme posseéde pour unique solution a; = -1, a; = -2 et ap = —2. Ainsi la fonction

G R — C
x — —(2+2x+x%)-e*
est-elle une primitive de la fonction g.
Q19 — Calculer une primitive de la fonction g définie en Q18 par une autre méthode relevant uniquement du calcul intégral.

La fonction g est continue sur R. D’apres le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction

R — C
G * -
x — f et drt
0
est une primitive de la fonction g. Les fonctions

R — R

et v
t — 1‘

u
1‘ t — —e

sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors

X
t-e’! dt:—xz-e_x+2-f t-e ' dt

VxeR Gx) = [—tz-e—f]§+z-f
0

0

Les applications

sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors

X
VxeR G(x)=—x2-e_x+2-([—t-e_’]g+f e’ dt)z—xz-e_x—Zx-e_x—e_x
0
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[ [Ainsi, retrouvons-nous, grace a deux intégrations par parties, le résultat de Q18.]

David Blottiére

Q20 — Etudier la limite éventuelle de

A
I(A):= f x* e  dx
0

lorsque A tend vers +oo.

Soit A€ R. D’apres Q18
I(A) = [~ (2+2x+x2)-e ] = - (2+24+ A2) - e 4 +2

Par croissances comparées, il vient

I1(A) 2

A—+o00

Q21 — Soit k € [1, n]. Déterminer deux nombres complexes a et B tels que

DY (fi) = ak- fi+ Bk DM (fie1)

Comme
D(fi) =k fr-1+Afi

et D! est linéaire, il vient
fe=k-D7 (fie)) +A-D7N(fo)

Nous en déduisons

1 k
D™ l(fp) = 1 - 1 D7 (fi-1)

> &

1
d’ou le résultat demandé, en posant | ay := 1 et Br=—

Dans la suite, on suppose n = 3.

Q22 — Calculer D~ (fy), D7 (f1), D~ (f2), D~ (f3).

Clairement )
D' (fo) = L
ATlaide de Q21, nous en déduisons successivement
1 1 1 1
D! = —.fi—=.D! =—.fi-—.
() 1 h 1 (fo) 1 h P fo
1 2 1 2 (1 1 1 2 2
D! = —.H-2.p! =_. __.(_. SR ):_. L =
(f2) 17 W=gfo-ar g h-gh|=yfa-mfitgh
1 3 1 3 (1 2 2 1 3 6 6
D! = Z.fi-=.pD71 == __.(_. - . . )z_. - — fi——.
(ﬁi) 1 fé 1 (fZ) 1 ﬁi 1 1 f2 /12 fl+ﬂ,3 fO 1 f3 Az f2+/13 fl /14 fO
Ainsi
_ 1 _ 1 1 _ 1 2 2 _ 1 3 6 6
Dl(fo)=z'fo Dl(f1)=z'f1—ﬁ'f0 Dl(f2)=z'f2—ﬁ'f1+ﬁ'fo Dl(fs)=z'f3—ﬁ'f2+ﬁ'f1—ﬁ'fo
Q23 — En déduire une primitive de la fonction

R — R

L - (%3 +x+1)-sin(2x)
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Une primitive H de la fonction & est donnée par la partie imaginaire d’'une primitive K de la fonction
K R — R
x — (B+x+1)-e
D’apres Q22, la fonction
R — R
X — i 3 i2x _ 3 L2, pi2x i2x _ le) (_ i2x _ 1 L pi2x ein
K 2 (2i)? (2i)3 (2i)4 2 (2i)? 21
i 3 vl 1
:(— X+ x2+—x————)- i2x
2 4 4 8 2
est une primitive de k. Ainsi la fonction
R — R
H 1 1 .
X — (—Exs + Zx— —) -cos(2x) + (—xz — —) -sin(2x)
est une primitive de h.
Q24 — Calculer une primitive de la fonction h définie en Q23 par une autre méthode relevant uniquement du calcul intégral.

La fonction £ est continue sur R. D’apres le théoréeme fondamental de I’analyse, la fonction

R — C

X
Hl, [(t3+t+1)-sin(2t)dt
0

est une primitive de la fonction g. Les fonctions

= 't — B+r+l

et 1

1

t — —=-cos(21)
2

sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors, pour tout x € R

H(x)

1
—5(t3+t+1)-cos(2t)

X 1 X
= f (3> +1)-cos(21) dt
o 2 Jo

1 1 2
—§(x3+x+ 1)-cos(2x)+§-f (3% +1)-cos(21) dt + cste
0

Les applications

t o— 3241 S 2

. |

1
t — —sin(2t
5 (21)

sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors, pour tout x € R

X

H(x)

—1(x3+x+ 1)-cos(2x)+l ([1(3t2+1).sin(2t)
2 2\[2

X
—f 3t-sin(2¢) dt)+cste
o Jo

1 1 1 r*
= —z(x3+x+1)-cos(2x)+Z(3x2+1)sin(2x)—E‘f 3t-sin(2¢) dr + cste
0

Les applications
U R R et v ) ®
3 |t — 3t 3

1
t — ——=cos(2t
2 (21)
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sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors, pour tout x € R

X

H(x)

| R 1., . 1 3
—E(x +x+1)-cos(2x)+:l(3x +1)-sm(2x)—§- —Et-cos(Zt)

x3
+f —cos(2t) dt| +cste
o Jo 2

1 1 3 3
~3 (x?’ +x+1)-cos(2x) + Z(sz +1)-sin(2x) + Zx- cos(2x) — 5 -sin(2x) + cste

Donc la fonction

R — R

151 1 3, 1} .
X — |[—=x’+-x—=]-cos(2x)+|—-x“——]-sin(2x)
2 4 2 4 8

est une primitive de la fonction h.

§ 3 LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE

Soient des réels a, b tels que a < b, f: [a,b] —— R une fonction continue par morceaux. On se propose de démontrer

b
(RL) / f@)-sin(nt) df ——0 [lemme de Riemann-Lebesgue)|
u ~

de plusieurs manieres, suivant la régularité de la fonction f. L'idée géométrique derriére ce résultat est la suivante. Lorsque n tend vers
+00, les fonctions t — f(t) - sin(nt) oscillent de plus en plus, ce qui entraine un phénomene de compensation d'aires algébriques, a
l'origine du résultat. On renvoie a l'animation Geogebra pour une illustration de ce phénomene.

Q25 — Soit f € €'([a, b],R). Démontrer que

b 1
f f@)-sin(nt) dt = O(—)
a n—+o00

+ n

et en déduire (RL).

Soit n € N*. Les applications

@b — R @b — R
et

1
t — ——-cos(nt)
n

sont de classe €' sur R. La formule d’intégration par parties livre alors

b b b b
f f)-sin(n) dr = [—%-f(t)-cos(nt) +%f f'(©)-cos(nt) dr = %-(f(a)-cos(na)—f(b)-cos(nb)+f f'(0)-cos(np) dt
a a a a

et donc

b b
ff(t).sin(nt)dt' < -(|f(a)|.|cos(na)|+|f(b)’-|cos(nb)|+f ’f’(t)|~|cos(nt|dt) [a< D]
a a

S|

b

N

croissance de f
a

| f@]|+|f )|+ b\f’(t)| dr
| I

\ V)

indépendant de n

S|~

Nous en déduisons

b 1
f f@)-sin(nt) dt = O(—)
a n—+oo n

puis, par théoreme d’encadrement

b
[[a f(@)-sin(nt) dtm 0]



https://www.geogebra.org/m/c4fb9jmt
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Q26 — Démontrer (RL) lorsque f: [a, b] R est une fonction en escalier.

Soit f: [a, b] —— R une fonction en escalier et (xg, X, ..., Xy) une subdivision de [a, b] adaptée a la fonction f. Notons, pour
tout i € [0, N —1], ¢; lavaleur de la fonction f sur ]x;, x;+1[. Nous calculons

Xi+1

N-1
> f(t)-sin(nt) dt [relation de Chasles]
iz0 Jx

b
f f()-sin(nt) dt

1

N-1 rxi
= ) f c;-sin(nr) dr [modification de la valeur de la fonction en un nombre fini de points|
i=0 YXi

1 N-1
. ( Y ci-(cos(nx;) — COS(nxm)))
i=0

puis en déduisons

i=0

b 1 N-1 1 N-1
f f(0)-sin(nt) dt‘ < Y lcil- (Icos(nx;)| + cos(nxis)) | < — (2 Y il
a i=0
—_———
indépendant de n

Nous en déduisons

n

b 1
f f(@®)-sin(nt) dt e O(—)

puis, par théoreme d’encadrement

b
[fa f(@)-sin(nt) dtm 0]

R est une fonction continue.

Q27 — En déduire (RL) lorsque f: [a, b]

Soit f: [a, b] —— R est une fonction continue. Fixons € > 0.
D’apres le théoréme d’approximation uniforme d'une fonction continue sur un segment par une fonction en escalier, il existe
une fonction ¢: [a, b] R en escalier telle que

Viela,bl |f(0)-@@)|<

£
2(b-a)

Soit n € N.

b
ff(t)-sin(nt)dt‘ =
a

b
f (f(5) = @(t) + (1) - sin(nr) dt‘
a

b
linéarité de [ et inégalité triangulaire
a

b
f (f (1) — (1) -sin(nt) dt| +
a

b
f @(1)-sin(nt) dt'
a

b
< f|f(t)—<p(t)|-|sin(nt)|dt+
O e et N——

<el2(b-a) <1

b
f @(t)-sin(nt) dt‘ [a < b]
a

b
< §+ f (1) -sin(nt) dt‘ [croissance de l'intégrale]
a

D’apres Q26, il existe N € N tel que

(% %) Vvn>N

b €
f @(t)-sin(nr) dt’ <=
a 2

De (%) et (xx), nous déduisons

VYnz=N

b
f f(@®)-sin(nt) dt’ <e
a

Nous avons démontré que
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b
[[a f(@)-sin(nt) dtm 0

Q28 — Démontrer enfin (RL) lorsque f: [a, b]

R est une fonction continue par morceaux.

Soit f: [a,b] —— R une foncti@ continue par morceaux et (xg, X1, ..., Xy) une subdivision de [a, b] adaptée a la fonction f.
Notons, pour tout i € [0, N - 1], f; le prolongement par continuité de la fonction fyx, x,,,[ au segment [x;, x;41].

Soit n € N. La fonction
la,b] — R
t —  f(t)-sin(nt)

In

est continue par morceaux et (xg, X1, ..., Xy) est une subdivision de [a, b] adaptée également a la fonction f;,.
Pour tout i € [0, N — 1], le prolongement par continuité de la fonction ( fn) e [ AU segment [x;, x;+1] est la fonction
xi Xitl — R

t —  fi(t)-sin(nt)

Alors, par définition de I'intégrale d'une fonction continue par morceaux sur un segment

N-1 rxi__

b
f f(®)-sin(no) dt(:: > fi(0)-sin(nt) dt
a =0

*) i= Xi
Soit i € [0, N — 1]. Comme la fonction f est continue sur le segment [x;, X;1]
Xi+l
(%%) f fi(t)-sin(nt) dt —— 0 [Q27]
xi n—+oo

De (%) et (xx), nous déduisons

b
[fa f(t)-sin(nt) dtm 0

§ 4 LEMME DE FARKAS
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On note E* := £ (E,R) son dual.

Q29 — Soient g et y deux formes linéaires non nulles sur E telles que Ker(g) = Ker (). Démontrer qu'il existe A € K tel que
y=2A-g.

Posons H := Ker (g) = Ker (). Comme H est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E, H est un hyperplan de E.

Soit xp un vecteur de E qui n'appartient pas a H, de sorte que g(xo) # 0. D’apres le cours, Vect (xp) est un supplémentaire de H
dans E.

Soit x € E = H @ Vect(xp). Il existe un unique couple (h, k) € H xR tel que x = h + k - xo. Nous calculons

gx)=glh+k-x0)=gh)+k-glxo) =k-glxg) et w)=wh+k -x0)=wh)+k-ylx)=k-w(xo)

Ainsi (x0)

v(xo

(x) = -8(x%)
v 8(xo) &
. W (xp) o 1
Puisque k := ) € R est indépendant de x, nous en déduisons ¢ = 1- g.
X0
Q30 — Soit x un vecteur non nul de E. Construire une forme linéaire f € E* tel que f(x) = 1.

Comme x # O, la famille (x) est libre dans E. D’apreés le théoréme de la base incomplete, il existe (xy, ..., x,,) € E"~! tel que la
famille 48 := (x, x», ..., x,) est une base de E.
Lunique application linéaire f de E dans R telle que

f=1 et flx)=...=f(x,)=0
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l convient. J

Q31 — Soit € = (fl,...,fn) une base de E*. Démontrer qu’il existe une unique base 4 = (xi,...,x,) de E dont la base duale
B* = (x},...,x},) coincide avec €. On pourra commencer par établir que I'application

E — R"
X (fl(x)y---,fn(x))

est un isomorphisme. La base 98 est appelée base antéduale de 6 .

« Démontrons que u est linéaire.  Soient (x, y) € E? et (A, u) € R?.
UA-x+p-=(AA-x+p-y), ..., frd-x+u-y) .
Comme les applications fi,..., f; sont linéaires

ud-x+p-)=A- A+ A0 A @)+ fa) = A (A @, ..., fn) + (AW, faD)

N J N

=u(v) =u(y)

« Démontrons que u est injective.  Soit x € Ker (u). Alors fi(x) =... = f,(x). Si x est non nul, alors d’apres Q30, il existe f € E*
telle que f(x) = 1. Comme ¥ = (fl, . .,fn) est une base de E*, il existe (un unique) (11,...,1,) € R” tel que

n
=Y A fe-
k=1
En évaluant en x, il vient
n
1=f@)=) Ak fr(x)=0
k=1
d’ol1 une contradiction. Ainsi, Ker (u) = {Og} et f est injective.

« Démontrons que u est bijective. Lapplication u est une application linéaire injective entre deux R-espaces vectoriels de
dimensions finies égales. Il s’agit donc d'un isomorphisme.

« Existence dela base 98 Lapplication réciproque de u
ul:K"—E
est donc également un isomorphisme. Si on note (ey,..., e,) la base canonique de K", alors la famille
B = (x1:= ue), ..., xp:= u_l(en))
est une base de E. Comme pour tout i € [1, n]
u(x;) = (X, eee, falx)) = €

nous avons
Vi, )ell,nl®,  fi(x)=0i;.

Ainsi € = ( fireeo fn) est la base duale de 8 = (x1, ..., x;). Nous achevons ainsi la démonstration de I’existence d’'une base
antéduale de 6.

« Unicité de la base 8  Soit (y1,...,y,) une base de E dont la base duale est € = (fi,..., fn). Alors, pour tout i € [1,n],
u(y;) = e;. Comme u est injective, nous en déduisons :

(yl;--wyn):(xly”-)xn) .

Q32 — Soient peN* et fi,..., f, g des formes linéaires sur E. Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(P1) ﬁ Ker (fi) = Ker(g)
k=1

(P2) geVect(fi,..., fp)
Il s'agit d’'une version du lemme de Farkas.

10
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P1 = P2| Supposonsqu’il existe (11,...,1,) € R tels que

p
g=) Ac-fe
k=1

p
En évaluant en un vecteur x € [ ] Ker (fx), il vient
k=1

p 14
g =) Ak fr(x)=g=> A(-0=0
k=1 k=1

p
Ainsi (1) Ker (fi) = Ker(g).
k=1
p
Supposons (] Ker (fi) < Ker (g). Démontrons que g € Vect(fi, ..., f,), en séparantI'étude en trois parties suivant
k_

1
la valeur de dim (Vect(fi, ..., f»))-

o Sidim (Vect(fi,..., fp)) = 0, alors toutes les formes linéaires fi, .., f, sont nulles et donc tous les noyaux Ker (f1) ..., Ker (f)
égalent tous E. Lhypothese livre

E= Ifleer(fk) < Ker(g)

La forme g est donc la forme linéaire nulle et donc g € Vect(f3, ..., fo):

 Sidim(Vect(fi,..., fp)) = n = dim (E*), alors Vect(fi, ..., f,) = E* donc g € Vect(fi, ..., f,) est claire.

+ Sig:=dim(Vect(fi,..., fp)) € [1,n—1], alors le théoreme de la base extraite nous permet d’extraire une base de la famille
génératrice (fi,..., fp) de Vect(fi,..., fp). Quitte a renuméroter les formes linéaires fi, ..., f,, nous pouvons supposer que la
famille (f1,..., fy) est une base de Vect(fi,..., fp). Ainsi, la famille (fi,..., f;) est libre et

Vect(fi,..., fq) = Vect(fi,..., fp)
D’apres le théoreme de la base incomplete, la famille libre (fi,..., f,) d'éléments de E* peut étre complétée en une base
€= (fireos o Ly J1)

de E*. Ainsi, il existe des scalaires 11,..., AgrAg+1,..., An tels que

q n
g=Y Ac-fe+ D A fy
k=1 k=qg+1
Pour conclure, nous démontrons A441 = ... = A, = 0. Considérons (x1, ..., X,) la base de E qui est 'antéduale de la base € de
E* (cf. Q31). Soit ¢ € [g + 1, n]. D'une part

q n q n
gxp) =) Ak-filx)+ Y Ap-filxp) =) Ap-Oke+ Y. Ag-Oke=A¢
k=1 =

k=q+1 k=1 k=q+1
p
D’autre part, comme fi (xy) =... = f,(x¢) =0, xp € ] Ker(fi) = Ker(g) et donc
k=1
8(xp)=0.

Nous en déduisons A1, = 0.

Si f € E*, alors le cone positif de f, noté C* (f), est défini par

C*(f):={x€E: f(x) =0}

Q33 — Soient p e N*, g € E* et (fi,..., fp) une famille libre d’éléments de E*. Démontrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

11
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p
QD NC (fycC (g
k=1

p
Q2) I(Ay,...,Ap) € RP g= Ak~ fi
k=1

Il s'agit d’'une autre version du lemme de Farkas.

Q2= Q1| Supposons quil existe (11,...,4p) € (R;)” tels que

p
g=2 Ak f
k=1
p
En évaluant en un vecteur x € [ | C*(f), il vient
k=1
p
gw) =) Ak - fr(x) =0
k=1 ~Y—~—
>0 >0
p
Ainsi [) C*(fi) = C*(g).
k=1
p
Q1 = Q2| Supposonsque [ | C*(fi) =C*(g.
k=1

¢ Supposons tout d’abord p = n. Alors (fl, .. .,fn) est une base de E*. Il existe donc (14,...,1,) € R" tel que
n
g= Ak fe
k=1

Considérons (x1,..., x;) la base de E qui est’antéduale de la base ¢ de E* (cf. Q31). Soit £ € [1, n]. Comme, pour tout k € [1, n]

fi(xe) =0k =0
p
xe€ () C*(fi) = C*(g), il vient
k=1

n n
Ae= ) Ak-Oke= ) Ak felxe) = glxp) >0
k=1 k=1

Ainsi Ay >0,...,1, >0.

« Nous supposons donc p < n dans la suite. D’apres le théoréme de la base incompléte, la famille libre (f3, ..., fp) de E* peut
étre complétée en une base

€ = (flr---rfp’fp+1r---»fn)

de E*. Ainsi, il existe des scalaires 11,..., A, tels que
n
g=> M fx
k=1

Pour conclure, nous démontrons 1; > 0,...,A4, > 0 et Ap+1 =... = 1, = 0. Considérons (x1,..., X,) la base de E qui est I'anté-
duale de la base € de E* (cf. Q31).

— Soit ¢ € [1, p]. Comme, pour tout k € [1, pl
fr(xe) =6k >0

Xy € C(fl,...,fp) cC(g) et
n n
Ae=d Ap-Gre=) Ak~ fr(xe) = g(xp) =0
k=1 k=1

— Soit ¢ € [p + 1, n]. Tout d’abord

q n n
8xp) =Y Ak felxp)+ Y, Ap-8r(xe) =) Ap-6ke=A¢
k=1 k=q+1 k=1

12
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p
Ensuite comme fi(x) =...= f,(x7) =0, x¢ € | Ker(fi) < C(fi,..., fp) € C(g) et donc
k=1

Ae=8(xp) 20

Enfin f1,..., fy sont linéaires
fAl=xp)==filxe) =0, ... ,fp(=x7)=—fp(xe) =0

p
—x¢ € [ Ker(fx) € C(fi,..., fp) € C(g) et donc
k=1
8(=x0) =20

Comme g est linéaire, nous en déduisons —g(x,) > 0 puis

Ae=g(xp) <0.

Ainsi 1, =0.

Q34 — Soient n €N et C € .4y 1 (R). DEmontrer que

CZOJ{n‘l(R) < VxeR" xC=0

C1
Le sens direct est clair. Prouvons la réciproque et supposons que, pour tout x € R”, xC = 0. Posons | : |:= C. D’aprés I'hypo-
Cn
these
1
- 2
0=C(ct,.0rcn) | [=D ¢f
k=1
Cn
Comme ¢% >0,...,¢2 >0, nous en déduisons ¢; =...= ¢, =0. Donc C=0_4, ,®)-

Si X est un vecteur colonne de nombres réels, alors on note X = 0 si tous les coefficients de X sont positifs ou nuls.

Q35— Soient (n,p) €N>y xNx», B€ 4,1 (R) et A€ 4y ,(R) une matrice dont les colonnes (Cy, ..., Cp) forment une famille libre
de 4,1 (R). Démontrer qu'un et un seul des deux systemes d’équations/inéquations suivants possede une solution.

(81) AX =B d’inconnue X € .41 (R) tel que X >0
(S2) ATY >0d’inconnue Y € .4, (R) telque B' Y <0
Il s'agit d’'une version matricielle du lemme de Farkas qui posséde des applications en programmation linéaire et en théorie des jeux.

e Pour tout k € [1, p] soit f; la forme linéaire sur R” définie par

R” — R
(X1,..0,Xp) —  (x1,...,%X,) Cg

Tk

e Lafamille (fi,..., fp) de formes linéaires sur R" est libre. En effet, soit (11,...,1,) € R tel que
4
Y Ak fr =02@nm)
k=1

Alors, pour tout x € R"

p p p
(%) OZZlk'fk(x)Z ﬂk-kaZ)C( Ak'Ck)
k=1 k=1 k=1
p
D’apres Q34, le vecteur colonne Z Ak - Cx est nul. Comme la famille (Cy,...,Cp) estlibre, 1y = A, =...= 1, =0.
k=1
e Nous introduisons la forme linéaire g sur R” définie par
R” — R

§ (xl,..-,Xn) _ (xl,...,Xn)B

¢ Nous avons alors I'alternative suivante

13
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p
M M C(f)cC (g
k=1

p
@ N C () £C(®
k=1

« FEtudions (1). D’apres la deuxiéme version du lemme de Farkas

p p
kr]c+(fk)cc+(g) = A, A e®I? g=> A fx
=1 k=1

p
< Ip,.... ) eRI? VxeR" gx)=) Ak fr(
k=1

p
= 3JFy,... ) eR)P VxeR" A-xCr=xB
k=1
p
Ax-Cr—B
=1

— 3(/11,...,Ap)€(IR+)p VxeR” x( =0
k

A Cr—B=0 [Q34]

M~

= J,..., Ap) e RP

-~
i

1

M=~

= El(/ll,...,/lp)E(R+)p Ar-Cr=B

o~
I

P

M
= I, AeERD’ A =B
Ap
< (S1) posseéde une solution

o FEtudions (2).
p

C'(f¢C'(g) < 3FyeR" A(0N=0,...,f(y) >0etg(y) <0
k=1
— 3JyeR" yC;>0,...,yC,>0etyB<0
— 3dyeR" C]y'>0,...,Cyy" >0etBTy' <0

— 3JyeR® ATy">0etB'y' <0
—

(S2) posséde une solution

§ 5 TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION
Soient K un corps, E unK-espace vectoriel de dimension finie p > 1. On note E* := £ (E,K) le dual de E.

Q36 — Soit A une une partie de E. Démontrer que
At:={feE*:VacA f(a)=0}

est un sous-espace vectoriel de E*.

¢ Laforme linéaire nulle sur E s’annule en particulier en tout point de A. Donc
o Soient (fi, f») € At x At et (11, 12) € K2. Alors, pour tout a € A

M-fi+d2-L)@:=A1-fila)+A2- fola) =0
-0 =0

Comme la forme linéaire A; - fj + 12 - f> estnulle sur A, ona [/11 ‘fitAy- o€ Ai.]

Q37 — Soit F une sous-espace vectoriel de E. Démontrer

F=EFE < Fl'={0p}

14



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiére

Limplication = est triviale. Démontrons I'implication <.

Supposons F = {0g+} et démontrons qu’alors F = E. Linclusion c étant triviale, il reste a établir que tout vecteur de E appar-
tient a F. Nous raisonnons pour cela par I’absurde, en supposant qu'’il existe un vecteur x € E tel que x ¢ F.

Considérons une base (e,...,ex) de F. Comme x ¢ Vect(ey,...,ex) = F, la famille (ey,..., ek, x) est une famille libre de E. Par le
théoréme de la base incomplete, il existe des vecteurs ey, ..., e, de E tels la famille

(e1,..., €k X, €x+2,.--,€p)
est une base de E. Soit f I'unique forme linéaire sur E définie par
flen)=...=f(ex) = flexs2)=...= f(ep) =0 et f(x)=1

La forme linéaire f s’annule sur chacun des vecteurs e;,..., ex donc sur F = Vect(ey,...,ex). Ainsi f € FL ={0p}, ie. festla
forme linéaire nulle sur E. Ceci contredit f(x) = 1.

Nous avons établi que [F = Esi et seulement si F* = {0p+ }.]

Q38 — Soit F une sous-espace vectoriel de E. Démontrer

F={0g} < F'=E"

Limplication = est triviale. Démontrons I'implication <.

Supposons FL1 = E* et démontrons qu’alors F = {0g}. Linclusion o étant triviale, il reste a établir que, tout vecteur de F est nul.
Nous raisonnons pour cela par I'absurde, en supposant qu'il existe un vecteur non nul x dans F. D’apres Q30, il existe f € E*
tel que f(x) = 1. Cette forme linéaire f sur E n’est donc pas nulle sur F. Ainsi f ¢ F- = E*. Contradiction.

Nous avons établi que [F = {0g} si et seulement si F+ = E* ]

Q39 — Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension k. Démontrer que dim (F4) = p — k.

Soit (ey,..., ex) une base de F. D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe des vecteurs ey.1,...,ep de E tels que la
famille
B = (el)---)ekvek+1’--~yep)
est une base de E. Considérons
* % * % *
B =(eg,....e, € 1,.--,€p)

la base duale de 98, qui est une base de E*. Nous démontrons que
Ft= Vect(e,tﬂ,...,e;)

Soit f € F*. Alors il existe des scalaires A1, ..., Ap tels que

p
*) f=) Ai-ej
i=1

Soit j € [1, k]. Comme ejeF
p p
0=fle))=) Ai-ej(ej) =) Ai-8ij=4;
=1 i=1

Alors I'identité (x) se réécrit
|4

f=> /1i~ef€Vect(eZ+l,...,e;)
i=k+1
Soit f € Vect (e;zﬂ, . e,’;). Alors il existe des scalaires Ag41,...,1, tels que
p *
f= 2 Aive
i=k+1

Soit x € F =Vect(ey, ..., ex). Alors, il existe des scalaires a;, ..., aj tels que

k
x=) aj-ej
=1

15
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N e " "
D’apres la linéarité de €t €p

p k p k
f(x): Z A/ler(z“]e]): Z //‘/l" Za]e;k(e]) =0
i=k+1 j=1 i=k+1 j=1 T

Comme f s’annule sur tout vecteur de F, f € F*.

La famille (ez 995 e;) est donc une famille génératrice de FL. Comme elle est par ailleurs libre (comme sous-famille d'une

famille libre), nous en déduisons qu’elle est une base de F*. Ainsi [dim (FY)=p- k]

Soient F unK-espace vectoriel de dimension finien > 1 etue £ (E, F).

Q40 — Démontrer que 'application transposée de u, notée u' et définie par

F* — E*
v — vou

est linéaire.

Soient (vy, o) € F* x F* et (11, A2) € K2. Les applications uT (A1 v;+A2-v9) et A -u' (v1) + Az - 1! (v2) ont méme source (E) et
but (K).
Soit x € E.
u' A vi+22-02)(x) = (A1 v1+A2-v2)ou(x)
= (A vi+A2-v2) (u(x)
= Ap-vr(u(x) + A2 - v2 (u(x))
= AM-vioux)+Ay-veou(x)
= A-ut W)@+ A2 u' (1) (%)
= (A-u' )+ u' (1) (x)
Ainsi
[MT(M A ) = Ay u (1) + A uT(Uz)]
Q41 — Démontrer

Ker(u)l:Im(uT) et Im(u)LzKer(uT)

« Démontrons Ker (u)* =Im (u')
Soit w € Im (u"). Alors il existe v € F* telle que w=u' (v) = vou.

Soit x € Ker (u). Alors
w(x)=v(ux)=v0r) =0 [v est linéaire]

Comme w s’annule sur Ker (1), w € Ker (1)~+.

Soit w € Ker (u)~.

Soit A un supplémentaire de Ker (¢) dans E. D’aprés le théoreme du rang

A — Im(u)

[ Im(u)
u
x — ulx)

|A

est un isomorphisme. Considérons un supplémentaire B de Im () dans F et 'unique forme linéaire v sur F telle que

-1
I
UIIm(u): WO(M=Am(u)) et le:OB*

Démontrons que w = vou=u' (v) € Im (uT), ce qui achevera la démonstration. Ces deux applications ont méme source

(E) et but (K).
Soit x € E. Comme E = Ker (1) ® A il existe x € Ker (u) et a € A (uniques) tels que

X=Xo+a
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D’une part
vou(x) = v(ux)
= v(u(xp)) +v(u(a)) [u et v sont linéaires)]
= v(u(a)) [xo € Ker (u) et v est linéaire]
=il
= wo (ullllam(”)) (u(a)
=il
- o) e
=il
= wo(u:}qm(u)) oul‘zm(”)(a) [a€ A
= w(a)
et d’autre part
wx) = w(xy)+w(a) [w est linéaire]
= w(a) [xo € Ker (1) et w est nulle sur Ker (u)]

Nous avons démontré

[Kelr(u)L = Im(uT)]

+ Démontrons Im (u)* =Ker(u").

Soit v € Ker(u'). Alors
Op* = uT(v) =vou

Nous en déduisons que v s’annule sur Im (u), i.e. que v € Im (u)*.

Nous calculons

dim (Im (u)1)

n—dim(Im (u)) [Q39]

n— p +dim(Ker (u)) [formule du rang appliquée a u]

n—dim(Ker(w)?!)  [Q39]

n—-dim(Im(u"))  [cf. premiere identité démontrée dans cette question|
= dim(Ker(u")) [formule durangappliquéea u']

De I'inclusion Ker (uT) cIm(u)' etde I'égalité des dimensions finies de ces deux sous-espaces, nous déduisons

[Im(u)l = Ker(uT)]

Q42 — Qu’en déduire quant aux liens entre I'injectivité/la surjectivité de u et I'injectivité/la surjectivité de u ' ?

¢ Démontrons que

[u est injective si et seulement si u' est surjective]

uinjective <= Ker(u)={0g}
Ker ()t = E* [Q38]
Im(uT) =E* [Q41]

u' surjective

1ot

o De maniére analogue, on établit que

[u est surjective si et seulement si u' est injective]

Q43 — Démontrer
Rg (1) =Rg (u")

Nous calculons
dim(Im (u))

p — (dimKer (1)) [formule du rang appliquée a u|
dim (Ker (w)*)  [Q39]
dim(Im(u"))  [Q41]

Donc|Rg(u) =Rg(u').
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Q44 — Soient e = (ey,...,ep) une base de E et f = (fi,..., fy) une base de F. On note e* = (ef,...,e;‘,) la base duale de e et
f* = ... f;) la base duale de f. La matrice Mat,, r(w) € Mp,p(K) de u relativement aux bases e et f a pour j-iéme colonne

les coordonnées du vecteur u(e;) dans la base L pour tout j € [1, pl. De méme la matrice Mat s ox (uT) € Mpn(K) de u' relative-
ment aux bases f* et e* a pour j-iéme colonne les coordonnées du vecteur u" fj*) dans la base e*, pour tout j € [1, n]. Quel lien

existe-t-il entre les matrices Mat,, (1) et Mat f+ o+ (u”)?

« Lamatrice Mat, ¢(u) est de format (n, p) et la matrice Maty- o~ (u") est de format (p, n).
e Soit (i, j) € [1,n] x [1, p]. B
— Par définition, le coefficient d’adresse (i, j) de la matrice Mat,, (1) est la i-ieme coordonnée du vecteur u(e;) dansla f.
Ainsi B -
[Matg,i(u)]ij = fr(ulej) = f o ule))
— Comme e* est une base de E*, il existe des scalaires 11, .. .,Ap (uniques) tels que
n
fiou=3 A¢-e;
¢=1
Ainsi
n
fioutep =3 Ae-eylef)=4;
r=1

— Par définition, le coefficient d’adresse (j, i) de la matrice Mat+ o+ (u") estla j-iéme coordonnée du vecteur

u' (fi)=f'oucE"

dans la base e*. Ce dernier égale A; = f;* o u(e;) d’apres le tiret précédent. Ainsi

[Matﬁﬁ(uT)]j )= [ oulej)

)

e De cette étude, nous déduisons que

Mat -+ .+ (u") estla transposée de la matrice Mat, (1)
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