
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

DEVOIR LIBRE N°13
Pour le lundi 27 février

(1) On attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.
(2) Les assertions seront toutes justifiées avec soin, les raisonnements structurés, les résultats encadrés.

§ 1 POLYNÔMES DE TCHEBYCHEV

Pour tout n ∈N, on définit la fonction fn par

fn

∣∣∣∣ [−1,1] −→ R

x 7−→ cos(n Arccos(x))

Q1 Calculer f0, f1, f2 et f3.

Q2 Soient n ∈N∗ et x ∈ [−1,1]. Exprimer fn+1(x)+ fn−1(x) en fonction de fn(x).

Q3 Soient n ∈ N. Démontrer qu’il existe un unique polynôme Tn de R[X ] dont la fonction polynomiale
associée coïncide avec fn sur [−1,1].

Q4 Soient n ∈N. Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynôme Tn .

Q5 Soient n ∈N∗. Démontrer que le polynôme Tn possède n racines réelles deux-à-deux distinctes, toutes
dans ]−1,1[. On explicitera ces n racines.

§ 2 THÉORÈME DE LUCAS DANS R

Nous souhaitons démontrer la version réelle d’un théorème de Lucas, qui s’énonce comme suit.

Théorème de Lucas dans R Soit un polynôme P ∈R[X ] tel que
(H1) de degré supérieur ou égal à 2
(H2) scindé sur R

Alors
(C1) le polynôme P ′ est scindé sur R
(C2) SpecR

(
P ′)⊂ [

min
(
SpecR(P )

)
,max

(
SpecR(P )

)]
.

Dans les questions Q6, Q7, Q8, nous établissons des résultats généraux, utiles pour répondre à notre probléma-
tique, mais qui ont un intérêt propre. Ensuite, nous scindons l’étude en quatre parties.

(a) P est scindé sur R, de degré supérieur ou égal à 2, avec une unique racine réelle.

(b) P est scindé sur R, de degré supérieur ou égal à 2, avec au moins deux racines réelles, toutes simples.

(c) P est scindé sur R, de degré supérieur ou égal à 2, avec au moins deux racines réelles, toutes multiples.

(d) P est scindé sur R, de degré supérieur ou égal à 2, avec au moins deux racines réelles, certaines simples et
d’autres multiples.
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Q6 Soient P ∈K[X ] et α ∈K une racine de P de multiplicité m > 2. Démontrer que α est racine de P ′ et
que mult

(
α,P ′)= m −1.

Q7 Soient A,B ,C des polynômes deK[X ] tels que A = BC et α ∈K une racine de A qui n’est pas racine de
B . Démontrer que α est racine de C et que mult(α, A) = mult(α,C ).

Q8 Soit P ∈ K[X ] un polynôme possédant r ∈ N∗ racines deux-à-deux distinctes α1, . . . ,αr dans K. On
note, pour tout k ∈ �1,r �, mk := mult(αk ,P ). Démontrer qu’il existe Q ∈K[X ] tel que

P =Q
r∏

k=1
(X −αk )mk

et
α1, . . . ,αr ne sont pas racines de Q

On pourra raisonner par récurrence finie sur le nombre de racines deux-à-deux distinctes de P .

Q9 Soit un polynôme P ∈R[X ], de degré n > 2, scindé sur R, ne possédant qu’une racine réelle. Ainsi, si α
désigne l’unique racine réelle de P

P = dom(P ) · (X −α)n

Démontrer que la conclusion du théorème de Lucas (cf. propriétés C1 et C2) vaut pour P .

Q10 Soit un polynôme P ∈R[X ], de degré n > 2, scindé sur R, possédant des racines réelles toutes simples
(i.e. de multiplicités toutes égales à 1). Ainsi, il existe des nombres réels α1 < . . . <αn tel que

P = dom(P ) ·
n∏

k=1
(X −αk )

Démontrer que le polynôme P ′ est scindé à racines simples sur R et que SpecR
(
P ′)⊂ [α1,αn].

Q11 Soit un polynôme P ∈ R[X ], de degré supérieur ou égal à 2, scindé sur R, possédant au moins deux
racines réelles toutes multiples (i.e. de multiplicités toutes supérieures ou égales à 2). Ainsi, il existe

• un entier r > 2

• des nombres réels α1 < . . . <αr

• des nombres entiers naturels m1 > 2, . . . ,mr > 2

tels que

P = dom(P ) ·
r∏

k=1
(X −αk )mk

Démontrer que le polynôme P ′ est scindé sur R et que SpecR
(
P ′) ⊂ [α1,αr ]. On pourra s’aider de Q6, Q8 et

exploiter de nouveau une idée qui a permis de résoudre Q10.

Q12 Soit un polynôme P ∈ R[X ], de degré supérieur ou égal à 2, scindé sur R, possédant au moins deux
racines, certaines simples (de multiplicités 1), d’autres multiples (de multiplicités supérieures ou égales à 2).
Ainsi, il existe

• un entier r > 2

• des nombres réels α1 < . . . <αr

• des nombres entiers naturels non nuls m1, . . . ,mr

tels que

P = dom(P ) ·
( ∏

k∈S

(X −αk )

)
×

( ∏
k∈M

(X −αk )mk

)
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où
S := {k ∈ �1,r � : mult(αk ,P ) = 1} 6= ; et M := {k ∈ �1,r � : mult(αk ,P )> 2} 6= ;

Démontrer que le polynôme P ′ est scindé sur R et que SpecR
(
P ′)⊂ [α1,αr ].

Q13 SiK est un corps, on note P (K) l’assertion

∀P ∈K[X ]

 deg(P )> 2
et

P est scindé à racines simples surK

=⇒ (
P ′ est scindé à racines simples surK

)
D’après Q11, l’assertion P (K) est vraie siK=R. Étudier l’assertion P (K) pour les corpsK=Q etK=C.

§ 3 CALCUL DE ζ(2) À L’AIDE DE COTANGENTES

Soit n un entier naturel non nul.

Q14 Soit θ ∈ [0,2π[. Déterminer, s’ils existent, module et argument du nombre complexe u = 1+e iθ.

On note Pn le polynôme de C[X ] défini par

Pn(X ) = 1

2i

(
(X + i )2n+1 − (X − i )2n+1)

Q15 Déterminer les polynômes P1 et P2.

Q16 Démontrer que Pn ∈C2n[X ], puis donner son degré et son coefficient dominant.

Q17 Calculer Pn(i ).

Q18 Démontrer, par un argument géométrique, que les racines complexes de Pn sont réelles.

Q19 Soit a ∈C. Démontrer l’équivalence

a ∈ SpecC(Pn) ⇐⇒ ∃k ∈ �1,2n� a
(
e i 2kπ

2n+1 −1
)
= i

(
e i 2kπ

2n+1 +1
)

Q20 Déterminer les racines du polynôme Pn puis retrouver le résultat de Q18.

Q21 Démontrer qu’il existe un unique polynôme Qn de degré n et à coefficients réels tel que Pn(X ) =
Qn

(
X 2

)
.

Q22 Expliciter Q1 et Q2 et déterminer leurs racines respectives.

Q23 Déterminer les racines de Qn en fonction de celles de Pn .

On pose

Sn =
n∑

k=1

1

tan2
(

kπ
2n+1

)

Q24 En utilisant des résultats obtenus en Q23, montrer que Sn = n(2n −1)

3
.
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Q25 Démontrer les inégalités suivantes

∀x ∈
[

0,
π

2

[
06 sin(x)6 x 6 tan(x)

En déduire :

∀x ∈
]

0,
π

2

[ 1

tan2(x)
6

1

x2
6 1+ 1

tan2(x)

Q26 Justifier que la suite

(
n∑

k=1

1

k2

)
n∈N∗

est convergente et que ζ(2) := lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k2
= π2

6
.

§ 4 POLYNÔMES DE C[X ] PRENANT DES VALEURS ENTIÈRES AUX ENTIERS

Si A est un sous-anneau de C, on note P (A) l’assertion

∀P ∈C[X ]
(∀a ∈ A P̃ (a) ∈ A

) =⇒ P ∈ A[X ] .

Q27 Démontrer que l’assertion P (A) est vraie lorsque A est un sous-corps de C. On pourra considérer
des polynômes interpolateurs de Lagrange.

Q28 Démontrer que l’assertion P (A) est fausse lorsque A =Z.

Dans la suite, on fixe un entier naturel non nul n, et on s’intéresse à l’ensemble

En := {
P ∈Cn[X ] : ∀a ∈Z P̃ (a) ∈Z}

On définit P0 = 1 et, pour tout k ∈ �1,n�, Pk := 1

k !
·

k−1∏
`=0

(X −`). On se propose de démontrer que

En =
{

n∑
k=0

ak ·Pk : (a0, . . . , an) ∈Zn+1

}
=: Fn

Q29 Démontrer que, pour tout k ∈ �0,n�, Pk ∈ En .

Q30 En déduire que Fn est inclus dans En .

Q31 Soit P ∈Cn[X ]. Démontrer qu’il existe un unique uplet (λ0, . . . ,λn) ∈Cn+1 tel que P =
n∑

k=0
λk ·Pk .

Q32 En déduire que, si P ∈ En , alors il existe un unique uplet (a0, . . . , an) ∈Zn+1 tel que P =
n∑

k=0
ak ·Pk ∈Fn .
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