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UN CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N°9

Nous définissons la partieZ [V2] deR par Z [\/E] = {a+ bv2: (a,b)e ZZ}.

Q1 — SoitxeZ [\/z] . Justifier que I'écriture de x sous la forme a + bv/2, avec (a, b) € Z?, est unique.

Soient (a1, by) € Z?2 et (ap, by) € Z? tels que x = a; + b1 V2 et x = ay + bo\/2. Alors

a,—az = (b, — b)) V2 (1)

a) — ar

Si by # by, alors v/2 = by —Dr

€ Q, ce qui est faux. Donc by = b, et, d’apres (1), a; = ay.

Q2 — Démontrer que, pour tout (x1, X2) € Z [vV2] x Z[v2], —x1, x1 + X, et x) x, appartiennent a Z [v/2].

Soit (x1,X) € Z [\/5]2 Alors il existe (ay, by) € Z? et (ay, by) € Z? tels que x; = a; + b1 V2 et X, = ap + by v/2.
e Nous calculons
—X1=—ay +(=b)V2

Comme Z est stable par passage a 'opposé, —a; € Z et —b; € Z. Ainsi, —x; € Z [\/5]
e Oncalcule

X1+ X2 =(a; +ay) + (by+ by) \/E et x1-xp=(ajaz+2b1by) +(a1by + axby) \/E
Comme Z est stable par addition et par multiplication, les éléments
a+az, by+by, arax+2b1by, a1bs + ax by

appartiennent a Z. Ainsi, x; + X € Z [V2] et x;x2 € Z [V2].

Remarque Comme de plus 0 et 1 sont des éléments de Z [v2 ], nous avons démontré que Z [v2] est un
sous-anneau de (R, +, x).

Soit Uapplication o définie par

z[v2] —  z[v2]
a+b-V?2, avec(a,b)eZ7?> — a-b-V2.

Q3 — Vérifier que, pour tout (x,%2) € Z[V2] x Z [V2]
oxi+x)=0(x)+olx) et olxnx)=o0(x)o(xz)

puis démontrer que o est bijective.

o Lapplication o est bien définie, d’apres Q1.
e Soient (x1,x2) € Z [\/5]2 Alors il existe (ay, by) € Z? et (a, b)) € Z? tels que x; = a; + b1 V2 et xp =
a, + b,v/2. Comme
X1+ X2 = a1+d2+(b1+b2)\/§
ez ez

ona
U(x1+x2):a1+ag—(b1+bg)\/§:a1—b1\/§+a2—bg\/§:U(x1)+a(x2)

Donc o respecte I’addition.
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e Comme
X1X2 = a1 4y +2b1b2 + (dlbz alx agbl)\/z.
ez €z
ona
o (x1x2) = a1a2+2b1b2—(a1b2+a2b1)\/§ (2)
D’autre part
o(x1)o(x) = (dl - bl \/E) (dg = bz\/é) =a)ap +2b1b2 — (a4 bz ot dgbl) \/E 3

En comparant (2) et (3), il vient o (x;x2) = 0 (x1) 0 (x2). Donc o respecte la multiplication.
o Soit x€ Z[v2]. Alors il existe (a, b) € Z? tel que x = a+ byv/2. On calcule

d?x)=c@x)=0c| a +=bV2|=a+bvV2=x
7
€

et on en déduit o2 = idZ[ VAR L'application o est donc bijective et a pour application inverse elle-méme
(on parle alors d’involution).

Remarque Comme de plus o(1) =1, nous avons démontré que o est un isomorphisme d’anneaux. L'ap-
plication o est I'unique endomorphisme de I'anneau (Z [v2], +, x) tel que o (vV2) = —v/2.

Soit l'application norme, notée N, définie par :

z[v2] — N
N
X — |x-0(x)].
Q4 — Démontrer que, pour tout x € Z [\/5], x =0 si et seulement si N(x) =0.

Nous raisonnons par double implication.

Si x =0, alors N(x) = 0 est clair.

Supposons N(x) =0. Comme x € Z [\/Q], il existe (a, b) € Z? tel que x = a+ bv/2. De N(x) = 0, nous
déduisons

a® =2b° (4)

a\2 a a
Si b #0, alors (E) =2 etdonc ‘E‘ =+1/2. Comme )E‘ € Q, ceci est en contradiction avec V2 ¢ Q. Nous en
déduisons que b =0, puis que a =0, d’apres (4). Ainsi, x = 0.

Q5 — Démontrer que, pour tout (x1,X2) € Z [V2] x Z [v2], N(x1x2) = N(x1) N(x2).

Nous calculons

N(x1x2) = |x1x20 (x1X2)]
= |x1Xx20(x1) 0(x2)] [0 respecte la multiplication]
= [x10(x1) 20 (x2)]
= |x10(x)]|x20 (x2)] [la valeur absolue est multiplicative]

= N(x1) N(x2)
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Un élément x de Z [ V2] est appelé unité s'il existe y € Z [V2] tel que x-y = 1. Lensemble des unités de Z [v/2 |
estnoté U.

Q6 — Démontrer que, pour tout x € Z [\/5], x € U si et seulement si N(x) =1.

Soit x € Z [v2]. Nous raisonnons par double implication.
Supposons que x € U (Z[v2]). Alors il existe y € Z [v2] tel que xy = 1. Grace a Q5

NX)N(y)=Nxy)=N(1)=1

Comme N(x) et N(y) sont deux entiers naturels dont le produit vaut 1, chacun des deux est égal a 1. En
particulier, N(x) = 1.

Supposons que N(x) = 1. Comme x € Z [\/E], il existe (a,b) € Z? tel que x = a + bv/2. Puisque
N(x) = |a2 — 2b2| =1, entier a? — 2b? appartient a{—1, 1}.

 Supposons a® —2b* = 1. Alors
X (a+ (—b)\/z) = (a+ b\/z) (a+ (—b)\/z) =1

Comme a et —b sont des entiers relatifs, le nombre y := a + (-b)v/2 appartient a Z [v2]. Nous en
déduisons que x est inversible dans 'anneau (Z [\/5 ] ,+, ><), d’inverse y.

 Supposons a? —2b* = —1. Alors
X ((—a) + b\/i) = (a+ b\/z) ((—a) + b\/z) =1

Comme —a et b sont des entiers relatifs, le nombre y := a + (—b)v/2 appartient a Z[v2]. Nous en
déduisons que x est inversible dans 'anneau (Z [v2],+, x), d’inverse y.

Dans les deux cas, x est inversible dans I'anneau (Z [v2], +, x).

Q7 — Soit x un élément non nul de Z [v2] et y € Z[v2]. Démontrer qu'il existe (q,1) € Z[v2] x Z [V2] tel
que
y=q-x+r et N(r)<N(x).

Le couple (g, r) est-il nécessairement unique?

» Comme x et y appartiennenta Z [v2], il existe (a, b)Z? et (¢, d) € Z* tels que x = a+bv2 et y = c+d V2.
Comme o est un automorphisme de I'anneau (Z [\/i ] ,+, ><) :

ogx)=a-bvV2+#£0.
Le calcul suivant est alors licite dans le corps des réels.

y _c¢+dv2 a-bv2 ac-2bd ad—bc\/5

< — x — +
=:ue@ =:veQ

)

e Remarquons que si a est un nombre rationnel (ou réel)

AnezZ la—n| < [n est un entier le plus proche de «|

DN | =
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1
Eneffet, sia— la] < 5 I'entier relatif |a| convient, sinon I'’entier relatif |a| + 1 convient.

» Soient donc e et f des entiers relatifs, respectivement les plus proches de u et v, i.e. tels que

et |f-v|< (6)

N —

1
le—ul < =
2

Posons alors
gi=e+fV2 et r=y-qx

I est clair que g € Z [v2]. Comme Z [ 2] est stable par addition, par multiplication et par passage a I'op-
posé (cf. Q2), le nombre r appartient également & Z [v/2]. La relation y = gx + r découle de la définition
méme de r. Il reste uniquement a vérifier si N(r) < N(x).

o En utilisant (5) et la définition de g, nous calculons

r:(%—q)xz &?Jr(v—f)\/i (a+b\/§) (7)
€ €Q

On vérifie alors, par un calcul qui ne découle pas strictement de Q3, mais qui repose sur les mémes res-
sorts

o) =(w-e) - (v-)v2) (a-bv2) (8)
D’aprés (7) et (8)
N =|(w-e)+ (v-£)V2) (- - (v-1)V2)| |(a+bV2) (a-bV2)| = |@-e? -2 (- )| NG ©
En utilisant les inégalités (6), nous établissons

—%S(u—e)z—z(v—f)zg

NI

(10)

N |~

u-e -2(0- 1] <

Enfin, en combinant (9) et (10), on obtient le résultat manquant
1

N(r) < EN(x) < N(x)

Pour obtenir cette derniere inégalité, N(x) > 0 est essentiel (cf. ensemble d’arrivée de I'application N et

Q4).
o Etudions a présent I'unicité éventuelle d'un couple (¢,1) € Z [V2] x Z[v2] tel que

y=qg-x+r et N(r)<N(x)

1
En analysant la construction précédente, nous remarquons que si u (resp. v) égale > alors on dispose

de deux choix (0 et 1) pour e (resp. f). Cette situation se produit, par exemple pour x = 2 € Z[v2] et
y=1+v2€Z[v2], puisque, pour ces valeurs

+

1
t - V2
X 2
~—~—
v

1
2
~—
u
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Dans ce cas, les différents choix pour e € {0, 1} et f € {0, 1} dans notre construction, livrent quatre couples
(g, 1), qui conviennent tous.

y= 0 -x+ y avec N(r)=1<4=N(x)
~ —~—
Mmez[v2] rn=1+v2eZ[v2]
y= \1/ X+ y—Xx avec N(r))=1<4=N(x)
ReZ[V2] ra=—1+v2eZ[V2]

V= V2 x+ y—\/ix avec N(r3)=1<4=N(x)
N~~~ —_——
a€Z[V2] rs=1-v2eZ[v2]

y:(1+\/§)-x+ y—(1+\/§)x avec N(ry)=1<4=N(x)

—— ——
q1€Z[ V2] ri=—1-v2eZz[v2]

Cet exemple met en défaut I'unicité.

Q8 — Justifier que 1+ 2 € U.

Nous calculons N (1+ v2) =1. D’aprés Q6, 1 +vV2 € U (Z [v2]).

Remarque (1+ \/E)_l =—1-+2.

n

Q9 — Soit u € U tel que u > 1. Démontrer que u > 1+ v/2 puis qu'il existe n € N* tel que u = (1 + v2)

e Comme ue”zZ [\/E ], il existe (a, b) € 72 tel que u = a+ bv2. Comme u est inversible dans I'anneau

(z[v2],+,%)

N(u):a2—2b2:(a+b\/§) (a—b\/i):l (11)
d’apres Q6. Comme
u=a+bv2>1 (12)
a—bv2>0etdonc
a>bv2 (13)
En combinant (12) et (13), nous obtenons
2a>1
Comme a € Z, nous en déduisons
a>1 (14)
o D’apres (11) et (12)
a-bv2<1
d’ou
a-1<bv2 (15)
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En combinant (14) et (15), nous obtenons

0<bv?2

Comme b € Z, nous en déduisons
b>1

e Puisquea>1letb>1,u=a+bv2>1+V2.

e La suite géométrique de raison ((1 + \/E)n) " de raison 1+ v/2 > 1, diverge vers +oo. Le nombre u
neN*

ne la majore donc pas, i.e. il existe un entier N tel que

u<(1+\/§)N

Aussi la partie de N définie par
k
{kel\l cu<(1+v2) }

est-elle non vide. Elle admet donc un plus petit élément, noté n. Comme u>1,n > 1.
« Nous démontrons que « = (1++/2)", en raisonnant par I'absurde. Supposons donc u # (1 + v'2)". Par
définition de l'entier #, il vient alors

(1+\/§)n_1 < u<(1+\/§)n

puis

—(n-1)

1<u(1+\/§) <1+V2 (16)

~

-

=u

Comme l'ensemble des éléments inversibles de 'anneau (Z [v2], +, x) forme un groupe (pour la multi-
plication)

u'::u(1+\/§)_(n_l)€U(Z[\/§]) (17)

Les propriétés (16) et (17) contredisent le résultat obtenu dans la premiére partie de notre réponse. En
effet, nous avons trouvé un élément inversible ' de 'anneau (Z [v2], +, x) qui est strictement plus grand
que 1, mais qui n’est pas supérieur ou égal a 1 + /2.

Soit U'application ¢ définie par
-L,1}x7Z — U
(€,n) — g1+ \/E)”

Q10 — Vérifier que, pour tout (e1,n1) € {—1,1} x Z et (€2, nx) € {—1,1} x Z:

@(€1€2,n1 + 1) = (e, ny) (€2, N2)

puis démontrer que ¢ est bijective. Il s’agit d'un cas particulier du théoréme des unités de Dirichlet.

o Soient (¢1,1;) € {—1,1} x Z et (€2, n2) € {—1,1} x Z. Comme (U (Z[v2]) , x) est un groupe abélien

ni+n n n
@ ((€1,m) . (e2,n2)) = (€12, 11 + Np) = €1 E2 (1+\/§) =& (1+\/§) & (1+\/§)
p((e1,n1)) ((E2,12))

o D’apres le point précédent, 'application ¢ est un morphisme de groupes. Pour établir son injectivité,
nous démontrons que son noyau ne contient qu'un seul élément, le neutre (1,0) du groupe (produit) a la
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source de .
* Soit (¢,n) € Ker(¢)  {-1,1} x Z. Alors

n
e(1+v2) =1
Comme (1+v2)" >0, nécessairement & > 0. Par suite € = 1. Ensuite, comme (1+v2)" =1

nln(1+\/§):0

N———
#0

et donc n = 0. Nous avons établi (¢, n) = (1,0).

e Soit u€ U(Z[v2]). Alors nous distinguons six cas.
e Casl:u>1. DapresQ9, il existe ne N* tel que u = (1++v/2)". Donc u = ¢((1, n)).
e Cas2:u=1. u=((1,0)).

e Cas3:0<u<1. CommeucU(Z[v2]),u!= % €U (z[v2]). Comme u~!>1,le cas 1, nous per-

met d’affirmer qu'il existe n € N* tel que ¢((1,7)) = u~!. Puisque ¢ est un morphisme de groupes,
p((1,-n)) = u.

e Cas4:-1<u<0. Comme N(—u)=N(u)=1,-uecU(Z[v2]) (cf. Q6). Comme 0 < —u < 1, le cas
3 nous livre un n € Z tel que ¢((1, n)) = —u. Alors on remarque que @((—1, n)) = u.

e Casb:u=-1. u=¢((-1,0).

e Cas6:u<-1. Comme N(-u)=N(u) =1, —ue U(Z[v2]) (cf. Q6). Comme —u < 1, le cas n°1
nous livre un n € N* tel que ¢((1, n)) = —u. Alors on remarque que @((—1, n)) = u.

Dans tous les cas, u possede un antécédent par 'application ¢. Donc I'application ¢ est surjective.

Remarque Nous avons établi que I'application ¢ est un isomorphisme de groupes.

Q11 — Déterminer I’ensemble solution de I'’équation de Pell-Fermat :
(E) a*-2b°=1

d’inconnue (a, b) € Z2.

Nous raisonnons par analyse et synthese.
 Analyse. Soit (a,b) € Z? tel que a® —2b* = 1. Alors a+ bv2 € U(Z[v2]) (cf. Q6). D’apres Q10, il existe
un unique € € {-1,1} et un unique n € Z tel que

a+b\/§:£(l+\/§)n.
Nous en déduisons a— bv2 =€ (1-v/2)" (cf. Q3). Comme
1=a®-2b*= (a+b\/§) (a—b\/i) =€ (1+\/§)n£ (1—\/5)”:@:2 ((1—}-\/5) (1—\/5))": (="

I'entier n est nécessairement pair. Posons alors n =2p, ou p € Z.

— Casl:p=0. Alorsa+bv2=c¢(1+ \/5)0 = £. On en déduit deux couples candidats pour étre
solutions de I’équation (E)

(a,b)=(g,0) ou €€{-1,1}
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— Cas2:peN-*. Alorsa+b\/§:£(1+\/§)2p:e(3+2\/§)p.Ainsi

a= cl8+2v2) +Z(E (3+2v2)) == ((3+2v2)"+(3-2v2)")

\®]

et

£(3+2\/§)p—a(s (3+2v2) )

. ((3+2\/_) (3—2\/§)p)

b=

[\Jlm

— Cas2:peZ<_;. Alors, comme (1+\/§)_l:—1+\/_
2 2
a+b\/§:€(1+\/§) pze(—1+\/§) q:£(3—2\/§)q
ou g :=—-peN*. Ainsi

8(3—2\/§)q+0(8 (3-2v2) )

. ((3-2v2)" +(3+2v2)")

Nlﬁ‘)

a=

et
€(3- T_ole(3- 1
(5-2v2) 2( (8-2v2) ):g((g_z\/z)"_(guﬁ)”)

e Conclusion de I'analyse. Les différents couples candidats pour étre solutions de (E), obtenus dans
les trois cas ci-dessus, peuvent étre regroupés en deux familles

— (a,b)=(g,0)ouee{-1,1}
_ g;b):(%((%z\/_) +(3-2v2)’ ) 2 ((3+2v2)" - (3-2v2)") ) ot 1,2, p) € -1, 1ix (-1, 11x

o Synthese. Si¢e€{-1,1}alors (a,b) = (¢,0) est clairement solution de (E). Considérons a présent

@b=(7 ((3+2v2) +(3-2v2)"), 2 (3+2v2) - [3-2v2)))

b=

2 =¢g5 =1, il suffit de considérer le

oll (e1,€2, p) € {~1,1} x {~1,1} x N*, et vérifions si a®> — 2b* = 1. Comme ¢
casolie; =€ = 1.

Par construction de

%((3+2\/_) (3—2\/§)p)=%((3+2\/§)p+a((3+2\/§)p))
“ b= %((3+2\/_) (3—2\/§)p)=%((3+2\/§)p—a((3+2x/§)p))
done a+bv2= (3+2\/§)p

a2—2b2:(a+b\/§)a(a+b\/§):(3+2\/§)pa((3+2\/§)p) = ((3+2\/§)a(3+2\/§))p:1l’:1

e Conclusion. Lessolutions de I'’équation de Pell-Fermat sont les couples d’entiers relatifs (a, b) appa-
raissant dans I'une des deux familles suivantes

— (a,b)=(g,0) ouee{-1,1}
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N*

(3+2v2)”

puis

Nous en déduisons

(3+2v2)"+(3-2v2)" _
. _

p

>

3+2v2etde3-2V2.

3+2v2)" +(3-2v2)"
[3+2v2) +(3-2v2)

(3—2\/§)p :0((3+2\/§)p) = f

k=0

Mathématique

— (a,b)= (% (3 +2\/§)p +3 —2\/§)p) , %2 ((3+2\/§)p - (3—2\/§)p)) ol (1, €2, p) € {1, 1}x{~1, 1} x

Remarquel De Q10, on déduit que les éléments figurant dans les familles ci-dessous sont deux-a-deux
distincts. Ainsi, I’équation de Pell-Fermat possede-t-elle une infinité de solutions.

Remarque 2 Pour p € N* donné, on peut chercher a avoir une expression plus agréable des sommes

et

(3+2\/§)p - (3—2\/§)p

Avec la formule du binome de Newton, en se remémorant que 3 +2v/2 = (1+v/2)°, il vient

- vy
2p )
= ¥ [?P]va"
i=o\ k
P (2 p-1 2
= L ZZ vz Z(zkil)\/?k+1
k=0 k=0
22p).e (R 20 )k
- 2 2
2 | ok +(k:0(2k+1 v
7 €7
2p) e (& 2 |k
2 —_
k:o(Zk) (,;) 2k+1 V2

(3+2v2)"-(3-2v2)" _

> =

)
2k

mais les sommes qui apparaissent ne semblent pas aisées a calculer, autrement qu’avec les puissances de

David Blottiere

p_l Zp
2k
kZ:O (2k+ 1)

Q12 — Donner dix solutions distinctes de I'équation (E).
parameétre p € N* (a,b) € N? tel que a+ b2 = (3+2v/2)"
2 (17, 12)
3 (99, 70)
4 (577,408)
5 (3363,2378)
6 (19601, 13860)
7 (114243, 80782)
8 (665857, 470832)
9 (3880899, 2744210)
10 (22619537, 15994 428)
30 (46292552162 781456490001, 32733777 552734744709 300)




