
MP2I – Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottière

DEVOIR LIBRE N°7

Pour le vendredi 9 décembre

On attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.
Les assertions seront toutes justifiées avec soin, les raisonnements structurés, les résultats encadrés.

§ 1 CONVERGENCE SIMPLE D’UNE SÉRIE DE FONCTIONS

Q1 Soit x ∈ ]0,π[. Exprimer
1−cos(x)

sin(x)
en fonction de tan

(x

2

)
.

Q2 Calculer, pour tout x ∈ ]0,π[ :

I (x) :=
∫ 1

0

sin(x)

t 2 −2t cos(x)+1
dt .

Q3 Démontrer que, pour tout (n, t , x) ∈N∗×R×R :

sin(x) =
(

n∑
k=1

t k−1 sin(kx)

) (
t 2 −2t cos(x)+1

)+ t n (sin((n +1)x)− t sin(nx)) .

Q4 En déduire que, pour tout x ∈ ]0,π[ :

n∑
k=1

sin(kx)

k
−−−−−→
n→+∞

π−x

2
.

Q5 Justifier l’existence des deux doubles limites suivantes :

lim
x→0+

lim
n→+∞

n∑
k=1

sin(kx)

k
et lim

n→+∞ lim
x→0+

n∑
k=1

sin(kx)

k

et les comparer. Qu’en déduire ?

§ 2 UNE TRANSFORMATION INTÉGRALE

Q6 Soit f ∈C 0(R,R). Démontrer que la fonction :

Φ( f )

∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→
∫ x

0

f (t )

1+ t 2
dt

est de classe C 1 sur R.
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On définit l’applicationΦ comme suit.

Φ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C 0(R,R) −→ C 0(R,R)

f 7−→ Φ( f )

∣∣∣∣∣∣
R −→ R

x 7−→
∫ x

0

f (t )

1+ t 2
dt

Q7 Soient (λ1,λ2) ∈R2 et ( f1, f2) ∈C 0(R,R)2. Démontrer l’égalité de fonctions :

Φ(λ1 f1 +λ2 f2) =λ1Φ( f1)+λ2Φ( f2) .

Q8 Pour tout k ∈N, on définit la fonction fk par :

fk

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ xk .

Calculer les fonctionsΦ( f0),Φ( f1),Φ( f2),Φ( f3).

Q9 Résoudre l’équation :
(E0) Φ( f ) = 0C 0(R,R) , f ∈C 0(R,R)

où 0C 0(R,R) désigne la fonction nulle de R dans R.

Q10 Déduire de Q7 et Q9 que l’applicationΦ est injective.

Q11 L’applicationΦ est-elle surjective ?

Q12 Déterminer l’ensembleΦ
(
C 0(R,R)

)⊂C 0(R,R).

Q13 Soit λ ∈R. Résoudre l’équation :

(Eλ) Φ( f ) =λ f , f ∈C 0(R,R) .
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