MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiére

UN CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N°5

EXERCICE1 — PRODUIT DE LA SOMME ET DE LA SOMME DES INVERSES DE REELS POSITIFS

Soient n € N5 et (ay, ..., ay) un n-uplet de réels strictement positifs.

B (Ea)-r 5 (22

Q1 — Démontrer :

Le carré [1, n]? admet la partition suivante :
x)  [LalP =G0 iel,nalu{Gpelln?  1<i<j<nu{Gpel,n®:1<j<i<n}.

Nous calculons :
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1 a; aj
Ainsi|{ Y a;|[Y. —|=n+ ) (— —)
i=1 i=1 @i 1Ci<j<n \4j Qi
. , 1 N .. .
Q2 — Démontrer que I'ensemble A:={x+ < : x € Ry r € R possede un minimum et calculer min(A).
La fonction :
[R>0 — R
f X — X+-—.
X
. . . ; 1 (x-Dx+1) _ . .
est dérivable sur R (fonction rationnelle) et, pour tout x € R, f'(x) =1— Z2- 2 D’ou le tableau de variations
suivant.
X 0 1 +00
) - 0 +
+00 +00
2

1 1
Nous en déduisons que pour tout x>0, f(x):=x+— > f(1):=1+ T =2.Donc [A est possede un minimum et min(A) = 2.]
X
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Q3 — Démontrer :

Cette inégalité est-elle optimale?

a; a; 4aj
Soit (i, j) tel que 1 < i < j < n. En appliquant Q2 a x — — € Ry, il vient — + —L >2. Grace aqQl:
aj aj aj
J J i
n n o] a; aj . . nn-1)
(Z“i)( —|=n+ ) (—l+—]) >n+ Y 2=n+2Card({(i, e, nl*: 1<i<j<n})=n+2———.
i=1 i=1 4i 1<i<j<n\4j i 1<i<j<n
n n 1
Ainsi Z a; Z — | > n®.|De plus [cette inégalité est optimale] puisque c’est une égalité sia; =...=a, =1>0.
i=1 i=1 i
EXERCICE2 — TROIS INEGALITES SUR DES MODULES DE NOMBRES COMPLEXES

Q4 — Soit (a,b) € C2. Démontrer :
la+bl* < (1+lal®) (1+1b%)

et étudier le cas d’égalité.

Calculons la différence des deux termes.

(1+1al?) (1+1b1?) - la+bl?

(1+aa) (1+b5) —(a+Db) (E+§)

= 1+aa+bb+aabb- (aﬁ+ ab+ba+ bE)

= 1-ab-ba+aabb

= —2

= 1—2Re(ab) + |ab) .

Nous observons que, pour tout z€ C:
I1+z>=(1+2)(1+Z)=1+2Re(2) +zI*.

En appliquant cette identité a z — —ab, il vient :

(1+1al®) (1 +1b1?) - la+ bl> = |1 - ab|?.

Nous en déduisons que [Ia +bP < (L+]al?)(1+ Iblz)] et que [l’inégalité est une égalité si et seulement si ab = 1 ]

Q5 — Soient z€ C* et 8 €] — m, ] son argument principal. Démontrer :
|z6] = |z —|zl|

et en déduire :
lz—1|<llz| = 1| +120] .

Comme z et |z| ont méme module, nous pouvons appliquer la technique de I'angle moitié :

N

. . 0\ .
z—lzl=lzle® - |zl = |z] (ele— 1) |zl 2i sin(E)e‘

Ainsi |z —|z|| =2 |z

0
sin (5) ' D’apres le cours :

Comme 2 |z| > 0, nous en déduisons :

lz—|zl| <2z 0'
Z—|Z Zl | =
= 2

doul|lz— |zl <1Z0]| .
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D’apres I'inégalité triangulaire :
llzl =1l =llzl —z+z -1 > |llz| - z| - |z = 1|l =2 |z — 1| - ||z] - 2] .

Nous en déduisons :
lz—1| < |zl = 1| +||z] — 2| .

Avec I'inégalité précédemment démontrée, il vient [Iz -1 < |lzl - 1|+ 20| ]

Q6 — Soient z€ C\U et n € N*. Démontrer :

1-(n+1Dz"+nz™ 1—-(m+1D|z" +nlz/™!
(1-2)2 = (1—1zl)?

Posons, pour tout ze C, N(z) =1—(n+1)z" + nz"*1. Nous observons que 1 est racine du polynéme N, d’ot1 I'existence d'une
factorisation de N(z) par z — 1, que nous calculons.

n n-1
(%) Nz =1-z"-nz"+nz""'=1"-z"+nz"(z-1)=(1-2) sz+nz”(z—1)=(z—1)(nz"— Z zk).

k=0 k=0
=:Q(2)
n-1
Posons alors, pour tout z € C, Q(z) = nz" — Z z¥. Nous observons que 1 est racine du polynéme Q, d’ou1 'existence d'une

k=0
factorisation de Q(z) par z— 1, que nous calculons.

Q(2)

n-1 n-1
PIEAED I
=M

- Bl

k=0

= (z-D )Y Y 2 [p=k+{]

p
= (z-1 Z Z zP [formule d’inversion]

n-1

= -1 1) zP
(%%) (2 )pgo(“ )2

n—1
De (%) et (x%) nous déduisons que, pour tout z € C, N(z) = (z— 1)2 Z (p+1) z” et donc, pour tout z€ C\ {1} :
p=0

1-(n+1)z"+nz""! N "}

= = p
1_272 1-2? pZO(P+1)z .

1-(n+1)z"+nz""!  N(z)
(1-z)? (-2

Le point fondamental est que la quantité 5 est polynomiale en z (et pas uniquement rationnelle

en z), avec des coefficients réels positifs.

: T . @ |_ & (= (= N(z) .
Soit z € C\ U. D’apres I'inégalité triangulaire, S1= X+ 2P| <Y |(p+ D] 1zlP = ) (p+1) |2lP = ——— . Ainsi
(]- - Z) p:() p:() p:() (1 - |Z|)
‘1—(n+1)z”+nz”Jrl 1-(n+1Dlzl" + n|z|™*!
(1-2)? h (1 - |z))?
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EXERCICE3 —— INEGALITE ENTRE UN PRODUIT ET UNE SOMME POUR UN UPLET D’ELEMENTS [0, 1]

Soit n e N*.

Q7 — Soient (ay,...,ay) et (by,..., b,) deux n-uplets d’éléments de [0, 1] tels que, pour tout i € [1, n], a; < b;. Démontrer :

n n n n
Z“i_Haigzbi_Hbﬁ
=1 =1 s B |

Il nous faut démontrer f(a,...,a,) < f(by,...,by) ou f est'application :

[0,1]" — R
f n n
(aly---)an) — Zal_l_[al
i=1 i=1

e Nous calculons :

fby,ay,...,ay)— flay,ay,...,ay) = bi+ar+...+ap—-biay...an— (@ +ax+...+ay)+aay...a,
= bhh—-qp+(@—bay...a,
(bl—(ll) (1—a2...an) o

En multipliant membre-a-membre les inégalités :
0<ax <1 0<a,<1
ilvient ay...a;, < 1. Nous en déduisons que :
fby,a,...,a,)— flay,az,...,an) = (b1 —a1)) l—az...a,) >0

etdonc:
(]-) f(alyaZ)---)an)gf(bl)a2)---yan)-

e Nous calculons :

f(blbe)a3r---yan)_f(blraZrasy--'ran)
= bg—a2+(a2—b2)b1a3...an
(b, —ap) 1—bias...a;) .

En multipliant membre-a-membre les inégalités :
0<h <1 0<az<1 0<a,<1
il vient by as...a, < 1. Nous en déduisons que :
f(by,by,as,...,a,) — f(b1,az,as,...,a,) = (by—ap) (1-byas...a,) >0

etdonc:
(2) f(blraZ)a3)---)an)gf(bl)bZ)aS’---)an)-

* De maniere analogue, nous démontrons :

3) fb1,b2,a3,a4,...,an) < f(b1,b2,b3,a4,...,a,)

(n_ 1) f(bly bz;-'wbn—Zr ap-1, an) g f(bl»b2y---;bn—2,bn—1ran)
(n) f(bl)bZJ'“)bl’L—Z) bn—l; a}’l) < f(blbeJ---;bn—Zr bn—lr bn) .

bi+by+az+...+a,—bibas...a,— (b1 +ay+az+...+a,)+biaxas..

.apy

o D’apres les inégalités (1), (2), (3),..., (n) et la transitivité de la relation d’ordre <, il Vient[f(al,...,an) < f(by,...,by) ]

Q8 — Soient (ay,...,a,) un n-uplet d’éléments de [0, 1]. Démontrer :

n n
[[a-aD>1-} a;.
i=1 i=1
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En appliquant Q7 avec :
a—1l-a4€l01],...,ap,—1-a,<c[0,1],b;=1€]0,1], ..., b, =1€]0,1]

il vient :

n

1-]1

1 i=1

n n
Y -a)-[]a-a)<
i=1 i=1

l
qui se réécrit :

n n
n-Y ai-[[Q-a)<n-1.
i=1 i=1

n n
Nous en déduisons H(l —a;)=>1- Z a; .
i=1 i=1

EXERCICE4 — TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

Soit N € N>,. On note & l'ensemble des applications de Z dans C qui sont N-périodiques, i.e. :

F:={fec?:Vnez f(n+N)=fmn)}.

a+N-1 N-1
Q9 — Soit f€.# etac Z.Démontrerque Y f(k)= ) f(k).
k=a k=0

o Endivisant euclidiennement a par N, a s’écrit a = gN + r, pour un unique couple (g,r) € Z x [0, N — 1].

e Avecle changement d'indice ¢ = a + k, il vient :

a+N-1 N-1 N-1
Y. fk=) fla+O)=) fl+r+gN).
k=a /=0 =0

Avec la N-périodicité de f, nous obtenons :

a+N-1 N-1
(*) Y fk=) fW+r).
k=a (=0
e Sir =0, alors (%) livre le résultat. Supposons désormais que 1 < r < N — 1 et effectuons le changement d’indice k = ¢ +r
N-1
danslasomme ) f(£+r) pour obtenir :
=0

r+N-1 r+N-1

N-1 N-1
k%) ) fU+n= ) fl=) fl+ Y [fk.
=0 k=r k=r k=N

avec une relation de Chasles pour la derniére identité.

r+N-1
« Effectuons le changement d’indice £ = k— N danslasomme ) f(k) pour obtenir :
k=N

r+N-1

r=1
Y, fU)=3) fU+N).
k=N =0

Avec la N-périodicité de f, il vient :
r+N-1

r—1
(x * %) Y fo=) f@.
k=N =0
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o De (%), (x%), (% * %), on déduit :
a+N-1 N-1 N-1 r+N-1 N-1 r-1
Y f=Y fe+n=Y fl+ Y fl=) fk+) f©
k=a =0 k=r k=N k=r =0
a+N-1 N-1
et enfin, grace a larelation de Chasles| Y f(k)=)_ f(k).
k=a k=0

Q10 — Justifier que I'application :
¥ . clon-1]

,
‘f —  filo,N-11

est bijective.

o Injectivitéder Soit (fi, ) € #? tel que r(f;) = r(f2). Alors :
(x)  Vkelo,N-1] fi(k)=fa(k).

Démontrons que fi = f>. Comme fj et f> ont méme source et but, il reste a démontrer que, pour tout n € Z, f1(n) = f>(n).
Soit n € Z. En divisant euclidiennement n par N, n s’écrit n = gN + r, pour un unique couple (q,7) € Z x [0, N —1].

) f@N+r1)

filr) [ fi est N-périodique]

f2(r) [re[0,N—1] et (x)]
fa(@N +r1) [ f2 est N-périodique]

= fo(n)

Donc [l’application 1 est injective.]

o Surjectivité der Soit g € CI®N=1_ Nous cherchons f €. tel que r(f) = g, i.e. tel que :
Vkel[O,N-1] f(k)=g(k).
Nous proposons 'application f définie par :

7 — C
n ~— g(reste dela division euclidienne de n par N) .

f

Vérifions que cette application f convient.
— Lapplication f est bien définie.
En effet, le reste d'une division euclidienne par N est un élément de [0, N—-1] et'’ensemble de départ de g est [0, N—1].
— Lapplication f est N-périodique, donc appartient a .%.
En effet, soit n € Z dont nous écrivons la division euclidienne n = gN +r, ot (gq,7) € Z x [0, N —1]. Alors :

x)  fm)=g().

Nous remarquons que la division euclidienne de n + N s’écrit n+ N = (g + 1) N + r, de sorte que le reste de la division
euclidienne de n+ N par N est r,d’ou :
(%) f(n+N)=g(r).

De (%) et (x*), nous déduisons f(n) = f(n+ N).
— Il reste a démontrer que, pour tout k € [0, N — 1], f(k) = g(k).
Soit k € [0, N — 1]. La division euclidienne de k s’écrit k =0 x N + k, de sorte que le reste de la division euclidienne de k
par Nest k, d’ou f(k) = g(k).
Nous avons donc établi que [l’application r est surjective.]

o Application réciproque der D’apresl'étude précédente :

clon-11 __, &P
7z — C

& — n — g(reste dela division euclidienne de n par N) .
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A toute application f € #, on associe l'application :
z — C

n N-1
f n — f(n) = Z f(k) eiizn% .
k=0

Lapplication f est appelée transformée de Fourier de f.

Q11 — Démontrer que, pour tout f € ., fe £

o Soit f € &. Lapplication f a pour source Z et pour but C. Il reste a démontrer que f est N-périodique pour établir que
fes.

e Soit n e Z. Nous calculons :

7 et — i k@) e —i2ﬂ(ﬁ+k) —12n— —12nk —i2mkn i
fn+N):= ) f(ke No=) flke N Z flk)e Z flk)e "N =: f(n).
k=0 k=0 e

1 N-1 ~ . in
Q12 — Soit f € .. Calculer, pour tout n € [0, N — 1], N Z f e |
=0

Soit n € [0, N — 1]. Nous calculons :
N-1 N-1N-1
fA([) eiZn‘;—A? = f(k) e—izn% eiZn%"
e
= Y Y floer
By
— — o n—k\ ¥
— f(k) Z (6127: N )
) k=0 =0
Soit k€ [0, N —1]. Comme :
n—k ;
e2"N =1=¢"" — Ndivisen-k [cas d’égalité de deux formes trigonométriques]
et—(N-1)<n—-k<N-1,ilvient:
io n—k
"N = k=n.
Ainsi :
N sik=n
N— o ek \N
z ( i2n 5" ) = 1—(e’2”Tk) 1 — gi2n(n=k)
/=0 (%) — = —— =0 sinon.
1 ethT 1— elZHT
De (%) et (%) nous déduisons :
N-1 _ e
Y f@0e*N =Nfn).
=0
Ainsi| — Z f ei2n R =f(n).

Q13 — Lapplication:
s — g

f — T\H:=f

est-elle injective, surjective, bijective?
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o Injectivitéde T~ Soit (f1, f) € % tel que T(f1) = T(f>), i.e. tel que fl = fg Démontrons fi = fo.

De fl = fg et Q12 nous en déduisons que, pour tout n € [0, N—1], f1(n) = fo(n),i.e. r(f1) = r(f2). D’apres Q10, r est injective et
donc fi = f>.

Nous avons démontré que [l’application T est injective.]

o Surjectivité de T Soit g € &. Nous cherchons une application f € & telle que T(f) = g, i.e. telle que fz g.
Nous raisonnons par analyse-syntheése.
— Analyse Supposons qU'il existe une application f € . telle que f = g. D’apres Q12, si une telle application f existe,

alors :
1 N-1

Vnel0,N-1] f(n):— Z g([)eiZn%" .
N =0

Nous obervons que I'application :
7z — C

1 N-1 i2 in
n — — [)el TN
~ Zgog(

est N-périodique (démonstration analogue a Q11), donc appartient a.¥. Comme cette application et f coincident sur
[0, N —1] et comme r est injective, nous en déduisons que f est 'application :

7 — C
1 A=! -
f n — il Z g([)eﬂn% .
N =0

Nous avons un unique candidat pour f, ce qui fournit une nouvelle démonstration de I'injectivité de 7.

— Syntheése Vérifions si'application f trouvée en fin d’analyse convient. Nous avons déja remarqué que cette applica-
tion f appartient a % en cours d’analyse. Il reste a vérifier que f= g.Comme fet g sont des éléments de .¥ et comme
r est injective, il suffit de démontrer que :

~

Vnelo,N-1] f(n)=gmn).

Soit n € [0, N — 1]. Le calcul de la somme :
. N-1 o em N=1 7 N-1 ) e 1 N=1 N-1,  , .k
f(n): Z f(k) e—lZn% — Z = Z gw) eth%‘ e—lZn% - Z g([) Z (91271%)
k=0 =0 N =0 N 7% k=0

est analogue a celui effectué en Q12 et livre f(n) =g(n.
Nous avons démontré que [l’application T est surjective.]

e Application réciproque de T 1l ressort de notre étude que :

< — &
- z — C
—_ 1 N2t o tn
8 no o— = Z g([) elZn% .
N 5

Soit (f,g) € 2. Le produit de convolution de f par g est défini par :

z — C
N-1

fxg |, frgm:=Y fgn-k.
k=0

Q14 — Vérifier que, pour tout (f,g) € #2, fx g€ .

Soit (f,g) € F2.

o Lapplication f * g a pour source Z et pour but C. Pour démontrer f * g € ., il reste a démontrer que f * g est N-périodique.
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e Soit n € Z. Comme g est N-périodique :

N-1 N-1
fxgm+N) =) fkign+N-k =) flgn-k) =fxgn).
k=0 k=0

Q15 — Démontrer que, pour tout (f,g) € ¥, fxg=g* f.

Soit (f,g) € F2.

e Lesapplications f * g et g * f ont méme source et but. Pour démontrer qu’elles sont égales, il reste a démontrer que, pour
toutnez, f*g(n) =gx* f(n).

e Soit n € Z. Nous calculons :

N-1 n
*)  frgm=) flgn-k= Y fln-0g)

k=0 {=n—-N+1
N-1
avec le changement d’indice ¢ = n — k dans la somme Z f(k)g(n— k). Comme f et g sont N-périodiques, 'application :
k=0
7z — C

Yl — fo-0g0
est N-périodique. En appliquant Q9 avec f — @ eta—n— N +1,il vient:
n N-1
(k%) Y fn-0g)=) f(n-0g®).
¢=n—N+1 =0

De (%) et (x*), nous déduisons :

n N-1
frgm= Y fn-0g@0)=Y fn-0g)=gx*fn).
/=0

f=n—-N+1
Ainsi avons-nous établi| f * g =g * f.

Q16 — Démontrer que, pour tout (f, g, h) € F3, (fxgxh=fx*(g=*h).

Soit (f, g, h) € #3.

o Lesapplications (f * g) * h et f * (g * h) ont mé&me source et but. Pour démontrer qu’elles sont égales, il reste a démontrer
que, pour tout n€ Z, (f * g) * h(n) = f = (g * h)(n).

e Soit n € Z. Nous calculons :

N-1 N-1N-1 N-1 N-1

x)  (fx@xhm=) frgk)hin-k)=3 Y fO)gk-Ohn-k=) f) ) gk-0hn-k.
k=0 k=0 £=0 =0 k=0
N-1
Soit ¢ € [0, N —1]. En effectuant le changement d’indice p = k — [ dans la somme Z gk—¥) h(n—k), il vient :

k=0

N-1 N-1-¢

Y gk-0Ohn-k)= Y gp) h(n—0-p)

k=0 p=—"{

Comme g et h sont N-périodiques, 'application :

7z — C

Vilp — gmhin-t-p
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est N-périodique. En appliquant Q9 avec f — y et a — —/¢, il vient :

N-1-¢ N-1
(x%) Y gp)hin—-C-p)=Y gp)h(n-¢-p).
p=—/ p=0
De (%) et (x*) nous déduisons :
N-1 N-1 N-1 N-1
(f*gxhm)=) fO) ) gk-Ohin-k)=)>Y f&) ) gp)h(n—C0—p)=f=(g=h(n).
£=0 k=0 £=0 p=0

Ainsi avons-nous établi [(f xg)xh=fx*(g* h).]

Q17 — Démontrer qu’il existe un unique 6 € . tel que, pour tout f€ &£, f*0=f =6 * f.

Nous raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse Supposons qU'il existe 6 € . tel que, pour tout f€.%, f*d = f =6 = f. Alors pour tout f € &% :

N-1 N-1
fo = Y 6(k) f(=k) = Y fU)é-k)  [Q15]
k=0 k=0
N-1 N-1
f = Yikfa-k = Y fks(l-k  [Q15]
S 2 &
© 1\ f@ = Yeékfe-k = Y fdse-k Q15
k=0 k=0
N-1 N-1
FIN-1) = Y 6 fN-1-k) = ) fk)6IN-1-k)  [Ql5].
k=0 k=0
Lapplication :
7 — C
fo . 1 nestunmultiple de n
" 0 sinon

est N-périodique et donc appartient a .. Comme le seul multiple de N appartenant a [0, N — 1] est 0, la spécialisation du
systeme (S) a f — fj livre :

1 = fo0 = fo(s0) = 5(0)
0 = fo( = fo(0)6(1) = 51
0 = [ = fo(0)6(2) = 5(2)
0 = fo(N-1) = f0O6N-1) = 6N-1).

Nous observons donc que r(fy) = r(6) et comme r est injective (Q10), il vient § = fy. Un seul candidat pour § apparait en fin
d’analyse, ce qui assure I'unicité de 6.

o Synthese Vérifions sile candidat fy trouvé pour 6 en fin d’analyse.
— Nous avons déja observé que fy € &.

— Soit f € &. Les applications f et fp * f ont méme source et but. Pour prouver que ces deux applications sont égales, il
reste a prouver que, pour tout n € Z, fy * f(n) = f(n).
Soit n € Z. Comme le seul multiple de NV appartenant a [0, N — 1] est0:

N-1
foxfm =Y folk) fin—k) = f,(0) f(n) = f(n).
k=0

— Ainsi f = fo * f. D’apres Q15, nous en déduisons f = fo * f = f * fo.

e Conclusion D’apres notre étude, [il existe un unique § € . tel que, pourtout f€ &, f*d=f=0x*f ]et ce § estdonné par:

10
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7 — C
1) n { 1 nestun multiple de n

0 sinon

Q18 — Démontrer que, pour tout (f, g) € %2, pour tout n € Z, f * g (n) = f(n) g(n) .

Soient (f, g) € .#2 et n € Z. Nous calculons :
- N-1 opkn  NZINCL opkn =1 N-1 e
(x) frgm=) fxglh)e ™ N =3 3 fO)gk-0e ™™~ =3 f(0) Y gk—0)e ™"~ .
k=0 k=0 £=0 £=0 k=0
N-1 P
Soit £ € [0, N — 1]. En effectuant le changement de variable p = k — ¢ dans la somme Z glk-0) e~ 215 §| vient :
k=0
N-1 N-1-¢ e N=1-¢ N
Z g(k—é) e—ianW" — Z g(p) e—iZHMTp) — Z g(p) e—l27‘[% e‘””% .
k=0 p=—"t p=—4
Comme les applications g et :
7z — C
p —_— e_iznp_]\';
sont N-périodiques (cf. calcul effectué en Q11), I'application :
p 7z — C
p — gp) g2 -i2nky
est N-périodique. En appliquant Q9 avec f — 6 et a — —/¢, il vient :
N-1 2o kn N_1-¢ ioln 2o DI N-1 o ln 2o PN
(**) Z g(k—[) e—lZnW — Z g(p) e—lZT[W e_ZZHT — Z g(p) e—lzﬂw e_ZZ”W
k=0 p=—"¢ p=0
De () et (x %), nous déduisons :
. N-1 N-1 i NZ1 N-1 ortn _popn (N2 orn) (N2 -
Frgm=)Y fO) ) gk-0e "N =3 f0) ) gpe’N e’V =Y fO)e "N || gp)e "N
£=0 k=0 2=0 p=0 £=0 p=0
ie.(frgm=Fmgm.

Q19 — Soit f € .¥ non identiquement nulle, i.e. distincte de I'application :
7z — C
4 n — 0.

Existe-t-il nécessairement ge ¥ telleque, fxg=g* f=07?

Pour donner un contre-exemple, considérons I'application :

7 — C
n — 1

f

qui est bien stir N-périodique, puisque constante. Elle est donc élément de .%#. Supposons qu'il existe g€ ¥ tel que f * g =
g* f=0.Alors:

N-1 N-1 N-1 N-1
1=60)=g+f0)= Y glf(-b)=Y glk) et 0=8)=gx+f)=Y gl)fl-k=Y gk
k=0 k=0 k=0 k=0

d’ou1 une contradiction.
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Dans la suite de cet exercice, on pose N := 3 et on note f € & l'application définie par :

7 — C
1 sin=0]3] ;
f n — {0 sin=113] ;
2 sin=2]3].

Q20 — Calculer f

« Nous posons j =ei3 €U pour la suite. Nous savons que j3=1,1+ j+ j2=0et j~L =] = j2.

» Soit n € Z dont nous écrivons la division euclidienne par3: n=3g+r,ou ge Zet r € {0,1,2}. Nous calculons :

Fm = Zf(k)f’”’ Zf(k) jrakerk = thk) )= Zf(k)] F=142j7% =1+2(j%) =1+2j".

Donc:

3 sin=0[3]
f(n):{ 1+2j=v3i sin=13]
1+2j=-v3i sin=2]3].

Q21 — Calculer f * f.

Soit n € Z dont nous écrivons la division euclidienne par3: n =3q+r, ol g € Z et r € {0,1,2}. Nous calculons, avec la 3-
périodicité de f :

2 2 2 FOFfO)+fOfED+fR)f(=2) sir=0
frfm=) flfn-k=) fkfBq+r-k=) ffr-k={ fOFM+fDfO)+fRf(-1) sir=1
k=0 k=0 k=0 fOfR+fOfD)+f2f0) sir=2.

Donc:

1 sin=0]3]
f*f(n):{4 sin=1[3]
4 sin=2]I3].

Q22 — Résoudre 'équation f * g =6 d’inconnue g € .

Soit ge .&.

fxg=6 <= r(fxg=r©) [r estinjective, cf. Q10]
— [fxg0)=6(0), f+xg(1)=6(), f*g2)=6(2)
= fxg0)=1,fxg)=0, fxg2)=0  [cf.Q17]
— g*xf0)=1,gxf(1)=0,gxf(2)=0  [cf. Q15]

Ainsi, g est solution de I'équation f * g = 0 si et seulement si :

g0 f) + gf(-1) + g@f(-2) = 1
g0 f() + gOfO + g@f(-1) = 0
gof@ + gf@d) + g@fO = 0

i.e. si et seulement si :

g0) + 2g() =1
(S) g + 282 =
2g(0) + g2 = 0
En résolvant ce systéme avec |’algorithme du pivot de Gaul, il vient :
g0 = 1/9
S <= gl) = 4/9
g2 = -2/9.

Avec Q10, nous en déduisons que :
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7 — C
1/9 sin=0]3] ;
4/9 sin=1]3] ;

I’équation proposée posséde une unique solution, qui est 'application g o
-2/9 sin=2[3] .

Remarque La transformée de Fourier discrete, objet de cet exercice, a des applications en physique, dans 'étude des signaux
échantillonnés.
EXERCICE5 — THEOREME DE BERNSTEIN

Soient E, F des ensembles et f: E—— F,g: F —— E deux applications injectives. On pose :

h=gof R=E\g(F) F:={MePE): RuUhM) cM} A= ﬂgM.
Me

Q23 — Soient Aj, A» deux parties de E telles que A; c Ay. Démontrer : h(A;) € h(A).

Soit y € h(A;). Alors il existe x; € A; tel que y = h(x;). Comme A; € A, y = h(x1) € h(A).

Nous avons établi| i(A;) c h(A).

Q24 — Démontrer: h(A) = ] h(M).
MeF

Nous raisonnons par double inclusion.

Soit y € h(A). Alors il existe x€ A:= (] M tel que y = h(x).
MeZF
Soit M € . Comme x € M, y = h(x) € h(M).
Comme, pour tout M € #, y € h(M), ilvient y€ ] h(M).
MesF

Nous avons démontré [ h(A) c (] h(M).
MeZ

Soitye ] h(M).
MeF
Soit M € . Comme y € h(M), il existe xps € M tel que y = h(xps).

Lapplication k& est injective, comme composée d’applications injectives. Ainsi, les éléments x); € M ou M € &, sont tous
égaux. Notons x leur valeur commune.

Puisque, pour tout M € &, x = x)y € M, I'élément x de E appartienta A:= [ | M.
Me%F

Ainsi y = h(x) € h(A). Nous avons démontré| h(A) > (] h(M).
MeZF

Q25— Démontrer: E€ # et Ac &.

e [Eestune partie de E.
Par ailleurs, R est une partie de E et, comme I'ensemble d’arrivée de h est E, h(E) c E. Ainsi RU h(E) c E.
Nous en déduisons que .

e Aestune partie de E.
Démontrons que R < A. Soit x € R. Soit M € &. Comme x € Rc RU h(M) c M, x € M. Nous en déduisons que x € A:= ﬂ M.
Me&F
Démontrons que h(A) c A. Soit x € h(A) = ﬂ h(M) (Q24). Soit M € &. Comme x € h(M) c Ru h(M) € M, x € M. Nous en
MeF
déduisons que xe A:= (] M.

MeF
Comme Rc Aet h(A) c A, RUh(A) c A.
Nous en déduisons que .

Q26 — Démontrer, pour tout M € & : RUh(M) € &.

13
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Soit M € &.

Comme R est une partie et E et comme h a pour ensemble d’arrivée E, RU h(M) est une partie de E.

Il reste a prouver que RU h(RU h(M)) c RuU h(M) pour conclure a 'appartenance de Ru h(M) a &.

Nous savons que RU h(M) c M. D’apres Q23, nous en déduisons k(R U h(M)) c h(M) puis RU h(RU h(M)) € RU h(M).

Nous avons établi| Ru h(M) € &.

OnposeB:=E\ A, A':= f(A) et B':= g7 (B).

Q27 — Démontrer: RUh(A)=AetB' =F\ A

e Nous démontrons R U h(A) = A en raisonnant par double inclusion.
Nous savons que A € & d’apres Q25. Ainsi .
D’apres Q25 et Q26, RU h(A) € F.
Soit x € A. Alors, pour tout M € &, x € M. En particulier pour M = RU h(A) € &, x € RU h(A) et donc .

* Nous démontrons B’ = F\ A’ en raisonnant par double inclusion.

Soit y € B', de sorte que g(y) € B, i.e. g(y) ¢ A.
Nous démontrons que y € F\ A, en raisonnant par 'absurde. Supposons donc que y € A'. Alors il existe a € A tel que
¥ = f(a). Nous en déduisons g(y) = g(f(a)) = h(a) € h(A) € RU h(A) c A d’apres le point précédent. Nous obtenons
g(y) € A. Contradiction.
Nous avons donc établi que

Soit ye F\ A'. Alors y ¢ A" = f(A).
Démontrons que y € B', i.e. g(y) € B, ou encore g(y) ¢ A en raisonnant par I'absurde. Supposons donc que g(y) € A =
RuU h(A) d’apres le point précédent. Ainsi g(y) € R ou g(y) € h(A).
— Sig(y) € Ralors g(y) ¢ g(F), ce qui n'est pas possible car y € F.
— Si g(y) € h(A), alors il existe a € A tel que g(y) = h(a) = g(f(a)). Comme g est injective, il vient y = f(a) € f(A).

Contradiction.

Nous avons démontré que |B' > F\ A’.

!
Q28 — Démontrer: f':= fllf etg:= g‘lg, sont bijectives.

!
e Démontrons que f”{f est bijective.

I
— Lapplication [ f ”: est injective] comme restriction et corestriction d'une application injective.

— Soit ye A’ = f(A). Alors il existe a € A tel que :

y=rf@=rw.

!
Ainsi I'application [ f ||: est surjective.]

e Démontrons que gllg, est bijective.

B
B
— Soit y € B, de sorte que y ¢ A.

Nous démontrons y ¢ R en raisonnant par I’absurde. Supposons que y € R. Alors, pour tout M € & :

— Lapplication gl| , est injective | comme restriction et corestriction d'une application injective.

YERcCRUhM)c M

etdonc y € M. Nous en déduisons que y € A:= (| M, contradiction.
MeZF

Comme y ¢ R, y € g(F). Il existe donc x € F tel que y = g(x). Comme y€ B, xe g~'(B) = B'.
Nous avons déterminé un élément x € B’ tel que :

y=8x)= gllg,(x) .

Lapplication [ gllg, est donc surjective.]
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Q29 — Soit 'application :
E — F
@ f(x) sixe A
— { (g) '(x) sixeB.

Démontrer : ¢ est bijective.

¢ Démontrons que ¢ est injective.
Soit (x1, x) € E? tel que ¢(x;) = ¢(x2). Notons bien que E = A L B.
— Six; € Aet xp € B, alors ¢(x;1) = ¢(x2) € A'n B’ = ¢ (Q27), ce qui est impossible.
— De x; € B et x, € Alivrent une contradiction.
— Si x; et x, appartiennent a A, alors I'injectivité de f’ (Q28) livre x; = x».
— Si x; et x, appartiennent a B, alors I'injectivité de g’ (Q28) livre x; = x,.

Nous en déduisons que | ¢ est injective.

o Démontrons que ¢ est surjective. Notons bien que F = A’ U B’ (Q27). Soit y € F.
— Supposons y € A'. Alors comme [’ est surjective (Q28), il existe x € A tel que :

y=f(=0x.
— Supposons y € B'. Alors comme g’ est bijective (Q28) :
€ (W) =y

et x:=g'(y) € B. Ainsi:

Nous en déduisons que | ¢ est surjective.

y=@E" T =px.

Remarque — On a ainsi démontré le théoréme de Bernstein : s'il existe une injection d'un ensemble E dans un ensemble F et une
injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F.
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