MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

DEVOIR LIBRE N°5

Pour le lundi 7 novembre

On attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Les assertions seront toutes justifiées avec soin, les raisonnements structurés, les résultats encadrés.

EXERCICE1 — PRODUIT DE LA SOMME ET DE LA SOMME DES INVERSES DE REELS POSITIFS
Soientn €N et (ay, ..., a,) un n-uplet de réels strictement positifs.

Q1 — Démontrer :

La)(EL)-ne 5 [(2+2).
i=1 i=1 Qi 1<i<j<n\4j Qi

1
Q2 — Démontrer que 'ensemble A := {x +—:Xx€ IR>0} c R possede un minimum et calculer min(A).
X

Q3 — Démontrer :

i=1 i

Cette inégalité est-elle optimale?

EXERCICE2 — TROISINEGALITES SUR DES MODULES DE NOMBRES COMPLEXES

Q4 — Soit (a, b) € C>. Démontrer :
la+Dbl* < (1+1al*) (1+1b%)

et étudier le cas d’égalité.
Q5 — Soient z€ C* et 8 €] — m, ] son argument principal. Démontrer :
1z0] = |z — |zl

et en déduire :
lz—11 < |lzl = 1|+ z0] .
Q6 — Soient ze C\U et n € N*. Démontrer :

1-(n+1)z"+ nz"! g 1-(n+1|z|"+n|zl™!
(1-z)2 = (1-1z))?
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EXERCICE3 — INEGALITE ENTRE UN PRODUIT ET UNE SOMME POUR UN UPLET D’ELEMENTS [0, 1]

Soitne N*.

Q7 — Soient (ay,...,ay) et (by,..., by) deux n-uplets d’éléments de [0, 1] tels que, pour tout i € [1, n], a; < b;.
Démontrer :

n n n n
Y ai—[]ai <) bi—]]bi
i=1 i=1 i=1 i=1
Q8 — Soient (ay,..., a,) un n-uplet d’éléments de [0, 1]. Démontrer :

n n
[[A-an>1-) a;.
i=1 i=1

EXERCICE4 — TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE
Soit N € N>». On note # l'ensemble des applications de Z dans C qui sont N -périodiques, i.e. :

F={feC’:VnezZ f(n+N)=fn)}.

a+N-1 N-1
Q9 — Soit fe.# etaeZ. Démontrerque ) f(k)= ) f(k).
k=a k=0

Q10 — Justifier que I'application :
¥# — C [0,N-1]

' — fiion-11

est bijective.
A toute application f € &, on associe l'application :

7 — C

~

. N-1 . N
Fln — Fw=Y fhez.

k=0
Lapplication f est appelée transformée de Fourier de f.

Q11 — Démontrer que, pour tout f €.%, fe .

1 N-
Q12 — Soit f € .#. Calculer, pour tout n € [0, N — 1], ~ Z Py ey

Q13 — Lapplication:
S — &

"y — =7

est-elle injective, surjective, bijective?
Soit (f, g) € #2. Le produit de convolution de f par g est défini par :
7 — C

N-1
f+g n — fxgm:=)Y flgn-k.
k=0
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Q14 — Vérifier que, pour tout (f,g) € #2, fx g€ Z.

Q15 — Démontrer que, pour tout (f,g) € #2, fxg=g* f.

Q16 — Démontrer que, pour tout (f,g,h) € 3, (f*g) * h= f* (g * h).

Q17 — Démontrer qu’il existe un unique 6 € ¥ tel que, pour tout fe &, f*x6=f =0 f.

Q18 — Démontrer que, pour tout (f, g) € %2, pour tout n € Z, f/;g(n) = f(n) gn).

Q19 — Soit f € ¥ non identiquement nulle, i.e. distincte de I'application :
Zz — C
0 n — 0.

Existe-t-il nécessairement g€ ¥ telleque, fxg=g*f=0?

Dans la suite de cet exercice, on pose N := 3 et on note f € ¥ l'application définie par :

7 — C
1 sin=0][3] ;
! n — 0 sin=1][3] ;
2 sin=2][3] .

Q20 — Calculer f

Q21 — Calculer f = f.

Q22 — Résoudre I'équation f * g =0 d’'inconnue g € .&.

Remarque — La transformée de Fourier discrete, objet de cet exercice, a des applications en physique, dans
Uétude des signaux échantillonnés.

EXERCICE5 — THEOREME DE BERNSTEIN

Soient E, F des ensembles et f: E—— F,g: F —— E deux applications injectives. On pose :

h=gof R=E\g(F) F:={MePE): RUhM)c M} A= M.
Me%F

Q23 — Soient Aj, A, deux parties de E telles que A; < A,. Démontrer : h(A;) < h(Ay).

Q24 — Démontrer: h(A) = ] h(M).
Me%F

Q25 — Démontrer: E€ &% et Ae &.
Q26 — Démontrer, pour tout M € & : RUh(M) € &.
On poseB:=E\ A, A := f(A) et B':= g71(B).

Q27 — Démontrer: RUh(A)=AetB' =F\ A
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!
Q28 — Démontrer: f:= fllf etg := gllg, sont bijectives.

Q29 — Soit I'application :
E — F
N { fl(x) sixeA
(g l'(x) sixeB .

Démontrer : ¢ est bijective.

Remarque — On a ainsi démontré le théoreme de Bernstein : s'il existe une injection d’'un ensemble E dans
un ensemble F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F.



