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UN CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N°4

Q1 — Soient E, F,G des ensembles et f: E—— F, g: F—— G des applications. Démontrer que :

VAEP(E)  (gof)A)=g(f(A) et idp(A)=A.

Soit A une partie de A.
+ Démontrons (go f)(A) = g(f(A)) en raisonnant par double inclusion.
Soit z€ (go f)(A). Alors il existe ae Atel que z=go f(a) = g(f(a)).
— Comme ac€ A, f(a) € f(A).
— Comme f(a) € f(A), g(f(a) € g(f(A)).
Ainsi z= g(f(a)) € g(f(A)).
Soit z € g(f(A)).
— Alors il existe y € f(A) tel que z = g(y).
— Comme y € f(A)il existe ac Atel que y = f(a).
Ainsi z=g(f(a)) = go f(a). Puisque a€ A, z€ (go f)(A).
» Démontrons a présent que idg(A) = A, en raisonnant une nouvelle fois par double inclusion.
Soit x € idg(A). Alors il existe a € A tel que x = idg(a) = a. Ainsi x = a € A.
Soit a € A. Comme a =idg(a), a est 'image d'un élément de A par idg. Ainsi a € idg(A).
Tout notre solution repose uniquement sur la définition d'image directe d'une partie par une application.

Soit (O; U, V) un repere orthonormé du plan & grdce auquel nous identifions 'ensemble C des nombres com-
plexes et le plan 2.

Soit (w, R) € CxRx¢. On considere le cercle € (v, R) := {z € C : |z—w| = R} de centre le point d’affixe w et de rayon
R.

Soit w € C. On considere l'application :

C — C

T
w z — zZ4+w

qui est la translation associée au vecteur d'affixe w.

Q2 — Démontrer que I'application 7, est bijective et préciser son application réciproque.

Guidés par 'effet de la transformation géométrique 7, sur un point du plan £, nous conjecturons que
T_woTy=1idc =74 07_y. Démontrons ce résultat.
e Les applications 7_,, o 7,, et idc ont méme source et but.
Soit z € C.
T_woTy@=1_pTw@)=T1_pz+w) =z+w-w=z=idc(2).

Nous en déduisons que T_,, 0T, =idc.
» Les applications 7, 07—, etidc ont méme source et but.
Soit z e C.
TwoT_w@=1,0_p@)=Ty(z—W)=2—w+ w = z=idc(2).
Nous en déduisons que 7, 07—, =idc.
Des deux points précédents, nous déduisons que [‘L’w est bijective et (7,,) 7! = T_w.]
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Q3 — Déterminer 7, (¢ (w, R)).

Indication : On pourra commencer par conjecturer un objet géométrique €' tel que T, (6 (w,R)) = €' a l'aide
d’une figure par exemple. Ensuite on pourra démontrer l'inclusion (%) T, (€ (w, R)) < €’. Pour l'inclusion réci-
proque, on pourra s'appuyer sur l'inclusion (x), Q1 et Q2.

Nous conjecturons, par voie géométrique, que 7, (€6 (w, R)) = € (v + w, R). Démontrons ce résultat en
raisonnant par double inclusion.

Soit z’ € T4, (€ (w, R)). Alors il existe z € € (w, R) tel que z’ = 7,,(z) = z+ w. Nous calculons :
|z'—(a)+ w)|:|z+ w-(w+w)|=|lz-w|=R

puisque z € € (w, R). Ainsi z’' € € (w + w, R). Nous avons établi I'inclusion :
(tw (€ (w,R) =€ (w+w,R)]
Linclusion précédente vaut pour des complexes w et w quelconques. En la spécialisant a :

w—w+w w— —-w
il vient 7_,, (¢ (w + w, R)) € € (w, R). Nous en déduisons :
(%) Tw(@T-w(@Ew+wR)))c1y (€ (WR) .
D’apres Ql et Q2:

(k%) Tw@T_w(@ W+ w,R))=1yoT_y (€ (w+ w,R)) =idc (€ (w+ w,R)) =€ (w+ w,R) .

De (%) et (**), nous déduisons (€ (w+ w,R) €7, (€ (w, R)) .}

D’apres les deux inclusions précédentes, [Tw (€ (w,R) =€ (w+ w, R).]

Soit r € R>o. On considere Uapplication :
C — C

hy
Z +— Tz

qui est une 'homothétie de centre O et de rapportr.

Q4 — Démontrer que I'application &, est bijective et préciser son application réciproque.

Guidés par l'effet de la transformation géométrique h, sur un point du plan 22, nous conjecturons que
hi/r o hy =id¢c = hy o71/,. DEmontrons ce résultat.
» Les applications hy, o h, et id¢c ont méme source et but.
Soit z € C.

1
hi/rohy(2) = hyyr(hy(2) = hyyr(rxz) = - xrxz=z=Iidc(z).
Nous en déduisons que hy,; o h, =idc.

» Les applications h; o h;/, et idc ont méme source et but.
Soit z e C.

1 1
hyohyy (2) = hr(hyyr(2)) = hy (; X Z) =rx 7 x z=2z=1dc(2).

Nous en déduisons que h; o1/ =idc.
Des deux points précédents, nous déduisons que [hr est bijective et (hy)t = hy, r.]

Q5 — Déterminer h, (¢ (w, R)).
Indication : On pourra commencer par conjecturer un objet gégométrique €’ tel que h, (€ (w,R)) = €’ a l'aide

2
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d’une figure par exemple. Ensuite on pourra démontrer l'inclusion (%) h, (€ (w, R)) < €'. Pour l'inclusion réci-
proque, on pourra s'appuyer sur l'inclusion (x), Q1 et Q4.

Nous conjecturons, par voie géométrique, que h, (¢ (w, R)) = € (rw, rR). Démontrons ce résultat en rai-
sonnant par double inclusion.
Soit z' € h, (€ (w, R)). Alors il existe z € € (w, R) tel que z’ = h,(z) = rz. Nous calculons :

|z’ —rw|=Irz-rwl=Irl lz-wl=rR

puisque z € € (w, R) et r € Rs. Ainsi z’' € € (rw, r R). Nous avons établi I'inclusion :
[hr (€ (w,R) c¥ (rw, rR)]
Linclusion précédente vaut pour un complexe w et des réels strictement positifs R, r quelconques.
En la spécialisant a :

W—Tw R~—TrR r——
il vient hy,; (6 (rw, rR)) € 6 (w, R). Nous en déduisons :
() hy (hy/r (6 (ro,rR))) < hy (€ (0, R)) .
D’apres Ql et Q4 :

(kx) hy(hy/r (€ (rw,TR))) = hyohyr (€ (rw,rR)) =idc (¢ (ro,rR)) =€ (rw, rR) .

De (%) et (%x%), nous déduisons [Cg (rw,rR) < h; (6 (w, R)) ]

D’apres les deux inclusions précédentes, [hr (¢ (w,R)) =€ (rw, rR).]

Soit 0 € R. On considere Uapplication :

C — C
PO | o . ify

qui est la rotation de centre O et d'angle .

Q6 — Démontrer que I'application py est bijective et préciser son application réciproque.

Guidés par l'effet de la transformation géométrique py sur un point du plan 22, nous conjecturons que
p—g o pg =idc = pg o p—g. Démontrons ce résultat.
» Les applications p_g o pg et idc ont méme source et but.
Soit ze C.
10 oif

p-90pg(2) = p_g(pa(2) = p_gle’ x2) =€ x z=z=idc(2).

Nous en déduisons que p_g o pg = idc.
« Les applications pg o p_g et idc ont méme source et but.
Soit z € C.
Po°p-0(2) = po(p-o(2) = py (¢ x 2] = ¢ x 7 x 2= z=idc (2.

Nous en déduisons que pgo p_g =idc.

Des deux points précédents, nous déduisons que [pg est bijective et (pg)_l = p_9.|

Q7 — Déterminer py (¢ (w, R)).

Indication : On pourra commencer par conjecturer un objet géométrique €' tel que pg (€ (w, R)) = €’ a l'aide
d’une figure par exemple. Ensuite on pourra démontrer Uinclusion (x) pg (€ (w, R)) € 6€’. Pour linclusion réci-
proque, on pourra s'appuyer sur l'inclusion (%), Q1 et Q6.
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Nous conjecturons, par voie géométrique, que pg (€ (w,R)) =€ (eigw, R). Démontrons ce résultat en rai-
sonnant par double inclusion.

Soit z' € pg (€ (w, R)). Alors il existe z € € (w, R) tel que z’ = pgy(z) = e z. Nous calculons :

‘Z/_ezew‘:)elez_ezew’: el9

|lz—w|=R

puisque z € € (w, R) et e’ € U. Ainsi 2’ € € (e’ w, R). Nous avons établi 'inclusion :

pg (€ (0, R) <€ (e’ w, R) l
Linclusion précédente vaut pour un complexe w et un réel 6 quelconques. En la spécialisant a

w— e 60— -6

il vient p_g (¢ (e"w, R)) = € (v, R). Nous en déduisons :
%) po (p_g (Cg (e"‘),R))) < 09 (€ (0, R)) .
D’apres Ql et Q6:

%) po(p-0(¢(ew,R)))=poop-o (€ (e?w,R)) =idc (€ (e, R]) = € (e”w,R) .

De (%) et (xx), nous déduisons

¢ (e, R) < pg (€ (,R)) .|

D’apres les deux inclusions précédentes, ng (€ (w,R) =€ (eiea), R)l

On considere l'application :

cr — C¥
inv 1
z — —.
z
Q8 — Démontrer que I'application inv est bijective et préciser son application réciproque.

. 1 . . .
Comme la source et le but de inv sont égaux a C* et comme, pour tout z € C*, — = z, invoinv = id¢+.
Ainsi [inv est bijective et inv™!

z
= inv.]

Q9 — On suppose que 0 ¢ € (v, R) de sorte que 6 (w, R) c C*. Déterminer inv (€ (w, R)).
Indication : A l'aide d’une analyse, on pourra commencer par déterminer un objet géométrique €' tel que
(%) inv (€ (w, R)) € €'. Pour l'inclusion réciproque, on pourra s'appuyer sur l'inclusion (%), Q1 et Q8.

e Un cas particulier Supposons tout d’abord que :

(C) weR",i.e. quele centre du cercle € (w, R) est situé sur le demi-axe des réels positifs.

Dans ce cas, nous conjecturons, par voie géométrique, que inv (% (w, R)) est le cercle de diametre [AB]
1

1 w R
ol A( ) et B (—), i.e. inv(é(w,R)) =€ , . Nous démontrons ce résultat en
w+R w-R w? - R?’ |w? - R?|
raisonnant par double inclusion.
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1
Soit z' € inv (€ (w, R)). Alors il existe z € € (w, R) tel que z’ = —. Nous calculons :
z

z' -

w 1 w
wZ—RZ‘ z

z w?-R?

w?-R’-wz
z (w? - R?)

ww-2)—|w-2z?

Z((UZ_RZ) [Zecg(a),R) donCR:|Z—w|]

ww-2)—(w-2)(w-2)
z (w? - R?)

(weRy]

-zl |Z|

_— Propriétés algébriques du module
|Z| |LU2 _ R2| [ p g q ]

R
7]

[|z| =1zl et R=z- 0wl ]

R R
AinsiZ' € %( @ inv(€(w,R) c €| =2 ) .

>~ R |w? - R| w?—R?" |w? - R?|
Linclusion précédente vaut pour un réel positif w et un rayon R > 0 quelconque. En la spécialisant
a:

) . Nous avons donc établi

_Y R R
w2 — R2 |a)2—R2|

W —

w R
w?— R2’ wZ—R2|

il vient inv (‘6 ( )) c € (w, R). Nous en déduisons :

w R
wZ_RZ’ |a)2—R2|

(%) inv (inv (Cé( ))) cinv(¥ (w,R)) .

D’apres Ql et Q8:

. . w R
(x%) 1nv(1nv(<€(w2_R2, |w2—R2|)))

invoin (%( @ R ))
voinv ,
w2 — R?’ |2 —R2|

. w R

ld“(%(w2—32’|w2—32|))
w R )

w2 — R2’ |w2—R2| ’

:Cg(

w R
De (%) et (x%), dédui € , inv(€(w, R)) .
e (%) et (x%), nous déduisons - R2 |w2—R2|)CmV( (w, R))

Fa——

D’apres les deux inclusions précédentes, |inv (€ (w, R)) =€ ,
p p (€( ) (wZ_RZ |w2—R2|
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e Cas général Siw =0, alors w € R, etle résultat établi sous la condition (C) s’applique au cercle € (0, R) :

- _elo L
{mv (¢0,R)=%¢ (0, R)'

Supposons désormais que w € C* et notons 6 € R un argument de w. Remarquons que :

i0

e Yw=|w| et e 0y =-m

w.

Comme e 9w e R, le résultat établi sous la condition (C) s’applique au cercle € (e‘iea), R) :

e 0y R
|w|2_R2’ |Iw|2—R2| :

e Op R )

(%) inv (‘6 (e_iew,R)) =€ ( e~ 2002 — R?’ |e~1202 — R2|

D’apres Q1 et Q7, nous pouvons reformuler ce résultat sous la forme suivante :
(%) inv(<€ (e‘“"w,R)) = inv(p_g (€ (@, R))) = invop_g (€ (@, R)) .
Soit z € C*. Nous calculons :

i0

invep_g(z) = inv(p_p(2)) = inv(e‘iez) = 87 = ¢

inv(z) = pg (inv(2)) = pg oinv(z) .
Ainsi (x*) peut se réécrire :

(kx%)  inv (cg (e—i‘"w,R)) = 0goinv (€ (@, R)) .
De (%) et (% x x) nous déduisons :

e Py R
0l = R?" |lw|? - R?|

pooinv (¥ (w,R)) = %(

D’apres Q1 et Q6, il vient :

—i0
inv(cg(w,R)):p_g(cg( ¢ ¢ R )

|w|2_R2’ |Iw|2—R2|

e—izgw R
w” ~ R?" [lwl® - R?|

D’apres Q7, nous pouvons alors conclure que inv (% (v, R)) =€ , SOit :

w R
inv(€é (w,R)) =€ , .

Remarquons que cette identité vaut encore pour w = 0.

On pourra visualiser le résultat obtenu dans cette question grace au lien Geogebra suivant.

Le point M est animé, tout comme son image M’ par inv. Le point w peut étre déplacé et le rayon R
modifié. On notera avec intérét ce qui se produit lorsque le cercle € (w, R) a un point voisin de I'origine.



https://www.geogebra.org/m/jsst5nds
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Soient (a,b,c,d) e C* x CxC* x C tel que ad — bc = 1. On considere 'homographie :

a:\{-%} — a:\{%}

f
az+b
z — .
cz+d
Q10— Démontrer que I'application f est bien définie, bijective et préciser son application réciproque.

« Vérifions tout d’abord que I'application f est bien définie.

az+b

czZ+

) d
— SizeC\ —2 alors cz + d # 0 et donc nous pouvons calculer

. d ) az+b a . ,
— Soit z\ { —— ¢. Démontrons que eC\ {—} en raisonnant par I’absurde.
c cz+d c
az+b a o
Supposons donc = —. Nous en déduisons :
cz+d ¢

acz+bc=acz+ad

puis ab — bc =0 ce qui contredit ad — bc = 1.
D’apres les deux études précédentes, [l’application f estbien déﬁnie].
, a
« Etudions a présent la bijectivité de f. Soit z’ € C\ {—} fixé. Résolvons I'équation :
c

d
(E;) f(2)=Z dinconnue z€ C\ {—;} .

. d
SmtzeC\{—;}.

flze)=7Z < az+b=czz +dz
— z(-cZ+a)=dz' -b

dz' - b ,
— z=——— [car—cZ +a#0]
—cz'+a
. dZ -b d , , ) . . s .
Si iy = —2 alors cdz' — bc = cdz' — ad puis ad — bc = 0, ce qui n’est pas. Ainsi I'équation
—-cz
N . . d
(E,) posséde une unique solution dans C\ { ——¢.
c

Nous en déduisons que [l’application est bijective] et:

C\{%} — a:\{—g}

dz' —b
—cz'+a’

f—l

Z —

Q11 — Déterminer :
 une application 7; qui est une restriction de corestriction d'une translation 7, (w; € C);
 une application p qui est une restriction de corestriction d'une rotation pg (0 € R);
» une application h qui est une restriction de corestriction d'une homothétie i, (r € R>¢);
 une application 7, qui est une restriction de corestriction d'une translation 7, (w, € C);
telle que f =720 hopoinvor;.
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d
SoitzeC\{——
c

}. Nous calculons :

f(2)

az+b
cz+d

z(cz+d)—a—d+la
c c

cz+d
a bc—ad 1
—+ X
c c cz+d
a 1
z—zx p [ad —bc=1] .
Z+—
c

1 . .
Le nombre complexe —— est non nul. Soient r > 0 son module et 6 € R un de ses arguments. Si on pose::
c

V4

d k
\{—¢ — C
¢ P
z — Z+—
c
—_ q:* .
[ — rz 2

C*
z

N (]:*
— el9Z

les applications 71, p, h, T2 sont bien des resctrictions et corestrictions des transformations géométriques
demandées et, de plus, elles vérifient f = 1,0 hopoinvor;.

d d
Q12 — On suppose que —— ¢ 6 (w, R) de sorte que € (w,R) cC\ {——}. Déterminer f (€ (w, R)).
c c

Grace ala décomposition f = 1p0hopoinvor;, 'image du cercle € (w, R) par f peut étre aisément déter-
miné grace a Q1 (qui aura donc joué un role clé tout du long), Q3, Q5, Q7 et Q9.

f( € R)=€|=

w+ d
a \¢ clcl? R
_ 2 ,
d
w+—| —R? ‘w+— - R?
C




