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UN CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N°2

EXERCICE 1 (MINORATION DU PRODUIT DES PREMIERES FACTORIELLES DES ENTIERS PAIRS)
Q1 — Nous démontrons que, pour tout 7 € N* :
P(n) : 21 x4x6!x...x2n)! > (n+1H"

est vrai en raisonnant par récurrence simple.
o Initialisation an =1 La proposition 22(0) s'écrit 2! > (2!)!, qui se reformule en 2 > 2. Elle est donc
vraie.
o Hérédité Soit n e N* fixé tel que & (n) est vraie. Démontrons & (n + 1), i.e. :

20x 4% Bl x ... x 2n)! x 2n+2)! > ((n+2))"*1,

Nous savons (HR) que:
20x 4! x 6! x...x 2! > (n+1NH".

En multipliant chacun des membres de cette inégalité par (2n +2)! > 0, il vient :
20x 4 x Bl x...x 2! x 2n+2)! > (n+ D" x 2n+2)!.
Ainsi, si nous démontrons :
*)  (n+D)H"x 2n+2)!> (n+2)H"*

la proposition 22 (n + 1) sera établie (cf. transitivité de la relation d’ordre usuelle sur R). Nous décom-
posons (2n+2)!:

(2n+2)!:£2n+2)x(2n+1)><(2n)><...><(n+4)><(n+3)4><(n+2)!.

(2n+2)—(n+3)+1=n facteurs

En multipliant membre-a-membre les n + 1 inégalités :

2n+2 > n+2 = 0
2n+l1 > n+2 =2 0
n+d > n+2 = 0
n+3 > n+2 > 0
n+2)! =2 (n+2) > 0

nous obtenons :
Cn+2)!'=2n+2)x2n+1)x2n)x...x (n+4) x (n+3)x (n+2)! > (n+2)" x (n+2)!.
En multipliant chaque membre de cette derniére inégalité par ((n+ 1)) >0, il vient :
(m+D)"x2r+2)! = (n+ D))" x (n+2)" x (n+2)! = (n+2)H""!
qui est précisément I'inégalité (x) souhaitée.

e Conclusion De l'initialisation au rang 1, de 'hérédité et de 'axiome de récurrence, nous déduisons
que, [pour toutneN*, 2! x4!x6!'x...x 2n)! > (n+ 1)!)”.]
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L}
EXERCICE 2 (CONVERGENCE DE LA SUITE DE TERME GENERAL Z —2)

k=1
Q2 — Nous calculons les premieres valeurs de la suite (1) yen., -
2 3 4
2 2 357 4=z

1
2
Nous conjecturons, pour tout n € N* :

P(n) : un:—nn .

Nous démontrons cette propriété par récurrence simple.
o Initialisationan =2 La proposition 22(2) a été établi lors de la phase de conjecture.
e Heérédité Soit n € N>, fixé tel que 2?(n) est vraie. Démontrons &2 (n + 1). Nous calculons :

_’f 1 _i 1 ), _n-t 1 _(-Dth+1_ n
YT Lok T\ & k-Dk| rtnt ) R n o+l n+l)  n+l

e Conclusion De l'initialisation au rang 2, de 'hérédité et de 'axiome de récurrence, nous déduisons

n-1
que, [pour tout n € N>, u, = —]
n

Q3 — Nous allons démontrer que la suite (v,) ,,en+ €St croissante majorée. Nous en déduirons qu’elle converge,
d’apres le théoreme de la limite monotone.

e Caractere croissant Soit n € N*. Nous calculons :

n+l 1 no1 no1 1 no1 1
Unt1—Up = — - — = —|+t—- —=——=20.
n+l1 n kzz:lkz kX::lkz ICX::lkz (n+1)2 kzz:l k2 (n+ 1)2

Nous en déduisons que [la suite (V) pen= €St croissante.]
e Caractere majoré Démontrons que la suite (v,) ,en+ €st également majorée.
Soit n € N>». Nous observons que, pour tout k € [2,n],0< k(k—1) = k? -k < k?etdonc:

1

Vkel2 SR
cl2nl S raoD

[la fonction inverse est décroissante sur R.q] .

En sommant ces n—2 + 1 = n— 1 inégalités membre-a-membre, nous obtenons :

v 1—i1<i L =1
n _k=2k2\k=2k(k_l)_ nQ—2 n 1.

Nous en déduisons que, pour tout n € N>, v, < 2. Comme v; = 1 < 2, nous pouvons étendre notre
résultat en :

VneN* v, < 2 (indépendant de n) .

[La suite (V) yen+ €st donc majorée.]

EXERCICE 3 (TOUT ENTIER NATUREL NON NUL EST D’UNE UNIQUE MANIERE SOMME DE PUISSANCES DE 2)

Q4 — Nous démontrons par récurrence forte que, pour tout n € N* :

.
Pn) :AreN” F(ay,...,a,)eN’ ar<ar<..<a, et n:ZZ“’C.
k=1
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e Initialisation aurang1 Silonposer:=1eta;:=0,alors:

,
Y 2% =20 =20=1,
k=1

La proposition £2(1) est donc vraie.

David Blottiere

e Heérédité Soit n € N* tel que, pour tout k € [1,n], la proposition Z2(k) est vraie. Nous démontrons

Z(n+1) en raisonnant par disjonction de cas, suivant la parité de n+ 1.

— Casoun+1 estpair llexisteun keNtelquen+1=2k.Comme, n>1:

n+1 n+n
= <

\k_ ~

2 2

=n.

De k € [1, n] et de 'hypothése de récurrence généralisée, nous déduisons que £ (k) est vraie. Ainsi,

il existe r e N* etdesentiers0 < a; < ay <...< a; telsque:
k=2%4+2% 4 +2%,

Nous en déduisons :
n+1=2k=2%% goetl joartl

En posant:
0<aj:=a1+l<ay:=ar+1<..<a.:=a,+1
il vient
r , r 1
Y 2% =) 2% =p41.
k=1 k=1

qui est une décomposition de n + 1 de la forme attendue.

— Casoun+1 estimpair Laproposition 2 (n) livre |'existence d'un entier r > 1 et d’entiers 0 < a; <

ar<...<a,telsque:
n=2%+42% 4+ 42%,

Comme n est pair, a; > 1. En posant :

" I 1 A
0o =0<a,:=m<az:=a2<...<q,,:=ay

il vient
r+1 r+1 r+1 r

Y 2% =294y 2% =204 2%1=14) 2% =14p

k=1 k=2 k=2 /=1
qui est une décomposition de n + 1 de la forme attendue.

e Conclusion De l'initialisation au rang 1, de 'hérédité et de 'axiome de récurrence, nous déduisons

que:
-
YneN* IreN* 3(a,...,ar)eN  ay<az<...<a, et n=) 2%,
k=1
Q5 — Nous proposons une démonstration reposant sur une somme télescopique, mais d’autres voies sont

envisageables pour établir ce résultat, comme un raisonnement par récurrence simple.

Soit n € N. Nous calculons :

Q-2 (T+x+x2 4. +x" 1 +x") = T+x+x2+. . +x" T+ x"— (x+ 2+ 35+ 41" T+ X"+ x

— l_xn+1

En divisant membre-a-membre l'identité :
Q-2 (1+x+x°+...+x"!

par1—x#0,il vient:

n+1)

n+1

X
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n+1
2 n_1—x
l+x+x“+...+x"'=——
1-x
Q6 — Nous démontrons par récurrence forte que, pour tout n € N* :

P (n) : «ladécomposition de n comme somme de puissances de 2 obtenue en Q4 est unique » .

o Initialisation au rang 1 Pour tout k € N*, 2F > 1. Nous en déduisons que la seule décomposition de 1
comme somme de puissances de 2 est 1 = 29,

» Hérédité Soit n e N* tel que, pour tout k € [1, n], la proposition 2 (k) est vraie. Soient r € N*, s € N* et
desentiers0< a1 <a2<...<a,, 0<f1<P2<...<fstelsque:

() n+1=2%42%4  42% ot p+1=2P 4204 40P,
De (%) nous déduisons :

Bs 1_2ﬁ5+1
2 <n+1=2P 40P 4 40P g sz = = 9Bl
k=0 @5 1-2

puis a, < 5. De maniere analogue, nous établissons s < a,. Finalement a, = f;.
Nous scindons alors I’étude en deux parties.

— Casotin+1=2% =2P Les deux décompositions de 7 + 1 données en (*) sont donc identiques.
— Casottn+1>2% =2P  Nous déduisons alors de (x) que :

1<n+1-2% = 2M42% 4 4201 cp ot 1<n+1-2F = 2Bhioby 4obsa gy,
(% %) (K x%)

D’apres ’hypothese de récurrence appliquée a n+1—2% = n+1 - 205, les deux décompositions de
n+1-2% = n+1-2Ps données par (x ) et (x x x) sont identiques, i.e. :
r=1=s-1,; ar=p1 ; ... ; ar-1=Ps1.

Comme par ailleurs nous avons déja établi a, = B, il vient :

r=s ;5 a1=p1 ; ... ; a-1=Ps1 ; ar=Ps.

Les deux décompositions de n+1 données en (x) sont donc également identiques dans ce deuxieme
cas.
e Conclusion De l'initialisation au rang 1, de I'hérédité, et de 'axiome de récurrence, nous déduisons
que [tout entier naturel non nul posséde une unique décomposition en somme de puissances de 2],
comme exprimée en Q4.

EXERCICE 4 (D’AUTRES VALEURS REMARQUABLES DE COSINUS ET SINUS)

Q7 — Nous calculons tout d’abord :
cos(5x) = cos(2x+3x)
= co0s(2x)cos(3x)—sin(2x)sin(3x)
z (2 cos?(x) — 1) cos(3x) — 2 cos(x) sin(x) sin(3x)
*
puis :
cos(3x) = cos(x+2x)
= cos(x)cos(2x) —sin(x)sin(2x)
= cos(x) (2cos?(x) — 1) — 2 cos(x) sin?(x)
= cos(x) (2cos?(x) — 1) —2cos(x) (1 — cos? (x))
* k
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et enfin :
sin(x) sin(3x)

(*:*)

Mathématique David Blottiere

sin(x) sin(x + 2x)

sin(x) (sin(x) cos(2x) + cos(x) sin(2x))

sin?(x) (2 cos?(x) — 1) + 2 cos? (x) sin?(x)
(1-cos?(x)) (2cos?(x) — 1) + 2 cos®(x) (1 - cos?(x)) .

En assemblant les résultats (x), (% %), (x % %) et en posant y := cos(x), nous obtenons :

cos(5x) = (2" =1) [y (2y* ~1) -2y (1= y*)] -2y [(1- ¥*) (2"~ 1) + 2" (1~ ¥°)] = 16y~ 20" + 5.

Ainsi, [cos(5x) = 16 cos? (x) — 20 cos® (x) + 5 cos(x). |

/4
Q8 — Nous allons tout d’abord démontrer que cos (1—0) est racine d'un polynéme P(X), puis déterminer les

racines de P(X) et enfin identifier cos (1—0) parmi les racines de P(X) en procédant par élimination. Nous en

/4
déduirons sin (1—0) grace a la relation de Pythagore et des considérations de signe.

/4
e En spécialisant Q7 a x — 10’ il vient :

16 cos® (17[—0) —20cos® (%) +5cos (l) = CO0S (z) =0

10 2

donc cos (%) est racine du polynéme P(X) défini par :

P(X):=16X>-20X>+5X = X (16X* —20X* +5) = X Q(X?)

o1 Q(Y):=16Y?-20Y +5.

5
e Lesracines du polynéme du second degré Q(Y) sont — — —

Q(Y)=16

Ainsi :

P(X)=16X

5 5 5
V5 et —+ £, d’ou la factorisation :
8 8 8 8

)-9)

e 2)le4)

. 5 5 . . . ; 1.
Clairement, 3 + rE > 0.De 1 <5etdelacroissance de la fonction racine carrée sur R,, nous déduisons

5 5
VvV5>1 puis 3~ % > 0. Nous pouvons donc factoriser davantage le polynéme P(X) :

P(X) 16X | X%-

= 16X

x1=0 X 5_V5
1= 2=\ 8
~ . 7 ~ JT
D’apres ce qui précede cos (1—0

2 2
5 V5 5 V5
5 V5 ||y /3,5
8 8 8 8
5 V5 5 V5 5 5 5 V5
__£ X+ __£ X_ _+£ X —_ £
8 8 8 8 8 8 8 8
5 V5 5 5 5 V5
X3=—\5—— Xa=\/=-+— Xs=—\/=+—.
8 8 8 8 8 8

5
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b8 n
e De0 < E 5 S < 7 et de décroissante de cosinus sur cos sur l'intervalle [0, 7], nous déduisons :
( b4 ) V3
cos —.
10 2

T T
Ainsi cos (E) ne peut égaler x1, x3, x5. Deux posibilités demeurent : cos (E) = Xy OU COS (—) = X4.

De —v/5 < 1, nous déduisons :
5-v5 3
< —
8 4
puis, grace a la stricte croissance de la fonction racine carrée sur R, :

= 2oL os(2
8 8 2 10

COS (

b4
et donc cos (E) # x». Par élimination, nous obtenons : 10

T T
Comme 0 < = <, sin(ﬁ) > 0. Ainsi : sin(— =

/2 T, D . .
Q9 — Nous observons que == 2 x 10" D’apres les formules de duplication pour cosinus et sinus :

cos(g) :ZCOSZ(%) -1 et sin(%) ZZSin(f—O)cos(llo)

m(z): V10-2v5

N Ty 1+v5
d’oti:|cos (—) = et
5 4

5 4

l grace a Q8.

2n m omw _ . , .. . .
Q10 — Nous observons que =375 D’apres les formules d’addition pour cosinus et sinus, nous obte-

nons les deux résultats suivants.

15

COS(ZT[) = cos(z) cos (z) +Sin(£) sin(z) _ 1+ v5+1/30-6v/5
12 cf.Q9 Va2 cf.Q9

sin(z—n):sin(ﬂ)cos(n) cos(ﬂ)sin(z):\@-“/ﬁ_8 10-2v5

15 3 5/ "\3 5
V32 cf.Q9 1/2 cf. Q9




