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CHAPITRE N°29
ARITHMETIQUE DES POLYNOMES
FRACTIONS RATIONNELLES

NoTATION C29.1 — Dans tout ce document, la lettre K désigne un sous-corps de C.

§ 1. RAPPELS SUR K[ X]

C29.2 — ENSEMBLE K[X] — L'ensemble des polyndmes a une indéterminée X a coefficients dans K est noté K[ X].
C29.3 — ECRITURE ADDITIVE D’UN POLYNOME ET COEFFICIENTS — Un élément A de K[X] s’écrit, par essence, d'une
unique maniere sous la forme
+00
A=) a,-X"
n=0

oll (ay) nen € KN est une suite presque nulle d’éléments de K indexée par N. Pour tout 7 € N, le scalaire a,, est appelé coeffi-
cient de A de degré n et est noté [A] ;.

C29.4 — POLYNOME NUL — Le polynome nul, noté Ok;x], est 'unique polynéme de K[X] dont tous les coefficients valent
Ok.
€29.5 — COEFFICIENT DOMINANT D’UN POLYNOME NON NUL — Pour tout A € K[X]\ {Ok(x} le coefficient dominant de A,

noté dom (A), est défini par
dom (A) := [Aldeg(a)

C29.6 — STRUCTURE DE K-ALGEBRE SUR K[X] — Lensemble K[X] est muni de trois opérations définies par, pour tout
(A, B, 1) e K[X] xK[X] xK

+00 oo too
A+B=Y ((Aln+[Bl)- X" A-A=Y (AlAl-X"  AxB=3}

n=0 n=0 n=0

3 [Alg [B]n—k) X"

k=0

qui lui confére une structure de K-algebre commutative et integre.

C29.7 — RELATION DE DIVISIBILITE SUR K[ X] — Soient A et B deux polynémes de K[X]. On dit que B divise A (ou A est
divisible par B ou A est un multiple de B) et on note A| B, si

JQeK[X] A=BxQ

C29.8 — DEGRE D’UN POLYNOME — Le degré d’'un polyndme A € K[X], noté deg(A), est défini par
| max{neN: [A]l, #0x} siA#O0kx]
deg (A):= { —00 siA= OK[X]

Le degré est compatible avec les opérations + et x sur K[X] au sens suivant. Pour tout (4, B) € K[X]?

deg(A+ B) <max{deg(A),deg(B)} et deg(AxB)=deg(A) +deg(B)

C29.9 — LES SOUS-ESPACE VECTORIEL K,,[X] DE K[X] — Pour tout n € N, I'ensemble K, [X] := {A€K[X] : deg(4) < n}
est un sous-K-espace vectoriel de K[X] de dimension n + 1, dont une base est (1, X,..., X™). De plus
K[X] = | Kx[X] [union croissante]
neN
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€29.10 — DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[X| — Soient A € K[X] et B € K[X]\ {Okx)}
QR eK[X]? A=BxQ+R et deg(R)<deg(B)

Le polynome Q (resp. R) est appelé quotient (resp. reste) de la division euclidienne de A par B.

C29.11 — CALCULD’UNE DIVISION EUCLIDIENNE — Lalgorithme de la «division posée » permet de calculer explicitement
le quotient et le reste d'une division euclidienne dans K[ X].

C29.12 — DERIVEE D’UN POLYNOME — On dispose d’'une dérivation sur K[ X]
Kixy,+,) — KIX1,+, )
D l = n-1
A — A=) n-[Al-X
n=1

qui est linéaire, surjective, de noyau Ko[X].

C29.13 — DERIVEES ITEREES D’UN POLYNOME — Pour tout (1, A) € N x K[X], on note D" l'itérée n-ieme de I'opérateur
de dérivation A et on pose

A" .= D"(A)
On dipose d'une formule pour calculer la dérivée itérée d’'un produit de deux polyndme. Pour tout (4, B, n) € K[ X] x K[X] x K

n

n
(Ax B)" = Z AW gn=k) [formule de Leibniz]
k=0
C29.14 — EVALUATION D’UN POLYNOME EN UN POINT — Pour tout a € K, I'application
KIX],+,-,x)  — KIX], +, -, %)
ev +00
@ A —  Al@):= ) [Al,-a"
n=0
est un morphisme de K-algebres.
C29.15 — FORMULE DE TAYLOR EXACTE DANS K[X] — Soient n€ N, A€ K,[X] et a € K. Alors
n Ak ()

Ala):=)_ o X a*  [formule de Taylor exacte]
k=0

C29.16 — RACINE D’UN POLYNOME — Soit (B, a) € K[X] x K. On dit que «a est racine de P si P(a) = Ok. On a la caractérisa-
tion suivante
a estracinede P < X -—adivise P

Plus généralement, sin > 2 et ay,...,a, sont des éléments distincts de K, alors

n
a1,...,0, sontracinesde P <— H (X — ay) divise P
k=1
C29.17 — SPECTRE D’UN POLYNOME — Le spectre dans K d'un polynéme P € K[X], noté Speck (P), est défini par
Speckg(P) ={a €K : P(a) =0k}
Si P # Ok(x) alors I'ensemble Speck (P) est fini.

C29.18 — MULTIPLICITE D’UNE RACINE DE POLYNOME — Soient P un polynéme non nul de K[X] et @ € K une racine de
P. La multiplicité de a est I'entier naturel mult(a, P) défini par

mult (a, P) := max{k EN* : (X - a)F divise P} € [1,deg(P)]
La multiplicité de a est 'unique entier naturel m vérifiant

P D@y=0 et P"(a)#0

C29.19 — THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS — Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 possede une
racine dans C. On en déduit que, pour tout polyndome A € C[X] de degré supérieur ou égal a 1, il existe un entier naturel non
nul r, des complexes a;,...,a, et des entiers naturels non nuls my, ..., m, tels que

.
A=dom(A)- [ (X - ap)™
k=1

D’apres cette écriture multiplicative de A, Specg(A) = {ay,...,a,} et, pour tout k € [1, r], mult (ag, A) = my.
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§ 2. PGCD DE DEUX POLYNOMES NON TOUS LES DEUX NULS

DEFINITION C29.20 (ENSEMBLE DES DIVISEURS D’UN POLYNOME)
Pour tout A € K[X], on pose
Div(A) := {D e K[X] : D divise A}

EXEMPLE C29.21 —  Div(0gx)) =K[X] et Div(X) =K* U {1-X : 1eK*}

LEMME C29.22 (CLE POUR LA DEFINITION D’UN PGCD)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (A, B) # (Ok(x), Ok(x])- Lensemble

{deg(D) : D e Div(A) nDiv(B)}

est une partie non vide et finie de N.

Démonstration — Posons & := {deg(D) : DeDiv(A) mDiv(B)}.

» Comme A et B ne sont pas tous les deux nuls, le polynéme Ok x; ne divise pas A et B. Donc & < N.

e Le polyndme 1 divise tous les polyndmes, en particulier A et B. Ainsi 0 = deg(1) € & et donc & # @.

e Quitte a échanger les roles joués par A et B, nous pouvons supposer que A n’est pas le polynéme nul.
Soit D € Div(A). Il existe Q € K[ X] tel que A = QD. Comme A est non nul, Q ne peut I'étre. Ainsi

deg(A) = deg(Q) +deg(D) > deg (D)
—

eN

Nous en déduisons que & < [0,deg (A)].

DEFINITION C29.23 (UN PGCD)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (4, B) # (Ok(xJ, Okx))-
D’apres C2922|'entier
M := max{deg (D) : D € Div(A) NDiv(B)}

est bien défini. Un PGCD de A et B est un polynéme D € Div (A) N Div(B) tel que deg(D) = M, i.e. un polynéme de K[X]
tel que
1. Ddivise Aet B

2. pour tout D; € Div(A) nDiv(B), deg(D;) < deg (D)

EXEMPLE C29.24 —  Si Aestun polynome non nul de K[X], alors A est un PGCD de A et Og(x;.

EXEMPLE C29.25 —  SiB estun polyndme non nul de K[X] et A est un multiple de B, alors Div(A) nDiv(B) = Div(B)
et donc B est un PGCD de A et B.

LEMME C29.26 (CLE POUR UALGORITHME D’EUCLIDE)
Soit (A, B) € K[X]? tel que B # Ok[x]. On note Q (resp. R) le quotient (resp. reste) de la division euclidienne de A par B.

1. Div(A) nDiv(B) = Div(B) nDiv(R)
2. UnPGCD de B et R est un PGCD de A et B.

Démonstration — Les arguments de C12.29 s’appliquent mutatis mutandis.

ALGORITHME C29.27 (ALGORITHME D’EUCLIDE)

Soit (A, B) € K[X]? tel que B # Ok(xj. On définit des polyomes Ay, Ay, ... et By, By,... comme suit.
e Onpose By=AetBy=B.
e pour tout k € N, si By =0 alors la construction s’arréte, sinon elle se poursuit et on pose

Ap+1 = Bg , Bg+1 =reste de la division euclidienne de Ay par By [donc deg(By+1) <deg (Bk)]
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PROPOSITION C29.28 (ANALYSE DE UALGORITHME D’EUCLIDE)
On conserve les notations de C29271

1. La construction des polynémes Ay, A1, ... et By, By, ... s’arréte au bout d'un nombre fini d’étapes.

2. Sinestlerang des derniers entiers Ay et By construits, alors n > 1 et
deg(B) = deg(By) > deg(B;) >...>deg(B,) = —oco

3. Div(A4) nDiv(B) = Div(B;,-1) et B;,—1 estun PGCD de A et B.

Démonstration — Lesarguments de C12.30 s’appliquent mutatis mutandis.

EXEMPLE C29.29 — Calculonsun PGCD de A:= X" — X —1et B:= X° —1, en mettant en cevre I'algorithme d’Euclide.
« Etape 0. On pose Ag:= A= X" — X —1 et By := B= X — 1 et on effectue la division euclidienne de Ay par By

X7 -X -1|x°-1
-X7 +Xx2 X2

pour obtenir Ay = By x Qg + Ry, ot1 Qg := X? et Ry := X?> - X — 1.
. Etape 1.On pose A; := By = X®—1etB;:=Ry=X?-X—-1eton effectue la division euclidienne de A, par By

X -1 X%2-Xx-1
X5 +x4  4+x3 X3+ X2+2X+3
Xt +x3 -1
-x* +x3 +Xx?
2Xx3  +Xx? -1

—2X3 +42X% +2X
3xX2 42X -1
-3X%2 43X +3
5X  +2

pour obtenir A} = By x Q; + Ry, ot1 Qq := X3+ X?> +2X +3 et Ry :=5X +2.
. Etape 2.0npose Ay :=B; = X2_X—1etB,:=R; =5X+2 et on effectue la division euclidienne de A, par B

X*  -X -1|5X+2
2 2 | 1y_ 7
—X" -5X 5X— 35
7
~Ix -1
7 14
5X *3%
10
25
benir Az = By x Qs + Ry, 0t Qz = ~ X — — et Ry i= —
our obtenir A; = By x Lol Qyi= =X — — et Ryi= ——.
’ 2 2 2 2 ©8 = 112 25 125 50
« Etape 3. On pose A := B, =5X +2 et B I=R2=—£ et on observe que Az = B3 x Q3 + R3 avec Q3:=——11 X_H et R3 = 0.

. 1
e Etape 4. On pose A4 := B3 = ~35 et B4 := R3 = 0. Le processus s’arréte.

11
D’apres c29 55 estun PGCD de X’ — X — 1 et B= X° 1. De plus

Div (X" - X —1) nDiv(X° - 1) :Div(—%) =K*
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LEMME C29.30 (COMPARAISON DE DEUX PGCD)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (A, B) # (Ok(x), Ok(x] )- Soient Dy et D, deux PGCD de A et B. Alors D; et D; sont associés, i.e.

J1eK” D1=A1-D;,

Démonstration — e Le polynéme B,,_; désigne le dernier reste non nul dans I'algorithme d’Euclide C29 D’apres
(329 B,,_; estun PGCD de A et B et Div(A) N Div(B) = Div(B;,—1).

o Comme la relation « étre associés » est une relation d’équivalence sur K[ X], il suffit de démontrer qu'un PGCD D de A et
B est associé a B;,—; pour établir le résultat demandé.

e Soit D un PGCD de A et B. Comme D € Div(A) N Div(B) = Div(B,-1), D divise B,—_;. Il existe donc Q € K[X] tel que
B,,—1 = QD. Comme B,,_1 et D sont non nuls et ont méme degré, deg (Q) =0, i.e. Q € K*.

DEFINITION C29.31 (LE PGCD)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (A, B) # (Ok(x), Ok(x))- D’apres C29@ il existe un unique PGCD unitaire de A et B. On l'appelle
le PGCD de A et B et on le note AA B.

PROPOSITION C29.32 (RELATION DE BEZOUT)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (4, B) # (Ok(x), Ok(x) )- Alors

WU, V)eK[X]? AxU+BxV=AAB [relation de Bézout]

Démonstration — Les arguments de C12.39 s’appliquent mutatis mutandis.
METHODE C29.33 —  Une relation de Bézout peut étre obtenue en « remontant » I’algorihme d’Euclide.
EXEMPLE C29.34 — Considérons de nouveau les polynomes A:= X’ — X —1et B:= X°—1. D’aprés C29 AAB=1.

Nous allons déterminer deux polynémes U et V tels que AU + BV =1, en «remontant » I’algorihme d’Euclide.
* Nous considérons de nouveau les divisions euclidiennes que nous avons effectuées.

Etape Division euclidienne

0 A=QyB+Ryavec Qy=X?etRy=X?>-X-1

1 Al=Q1Bi+Ryavec Ay =B, B =Ry, Q1 = X3+ X?>+2X+3etR =5X+2

2 Ay=Q2By+Ryavec Ap=B1, By =Ry, Qy =1 X -z et Ry=—52

e D’apres |'étape 2
11
* - — =A,-Q:B
(%) 5z =42 Q2B

On a donc exprimé un PGCD de A et B comme une combinaison linéaire a coefficients polynomiaux de A, et B,.
e D’apres 'étape 1

By=Ri=A1-Q1B
Comme A; = By, (%) livre

11
(% %) ~ 2 =B1-Q2(A1 - Q1B1) =-Q2A1 + (1+Q1Q2) B

On a donc exprimé un PGCD de A et B comme une combinaison linéaire a coefficients polynomiaux de A, et B;.
e D’apres |'étape 0

By =Ry=A-QyB
Comme A; = B, (x%) livre

11

~% = Q2B+ (1+Q1Q2)(A-QoB)=(1+Q1Q2) A+ (-Q2—Qo—QoQ1Q2)B
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Apreés calcul, on trouve

11 (X4 2X3 3x%2 X 4) (XB 2X® 3x* X3 4x®2 X 7)
-— =t —+ =+ | A ———+
25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25
puis
5X4 2x% 3x%2 X 4 56 2x° 3x* X% 4x? s5Xx 7
Al-—+ = - _— __|+B =1

— et =+ —+
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

=V

i
Q

DEFINITION C29.35 (POLYNOMES PREMIERS ENTRE EUX)
Soit (A, B) € K[X]? tel que (A, B) # (Ok(x7, Ok(x])- On dit que A et B sont premiers entre euxsi AA B = 1.

PROPOSITION C29.36 (CRITERE DE PRIMALITE RELATIVE DANS C[X])
Soit (4, B) € C[X]? tel que (A, B) # (0¢(x), 0c(x)). Alors

ANB=1 <= Specc(A) nSpecc(B) =93

Démonstration — Nous démontrons plutot
AANB#1 <= Specc(A) N Specg(B) # 9@

Supposons que AA B # 1. Alors deg(AA B) > 1 et, d’apres le théoreme de d’Alembert-Gaul$, A A B posséde une
racine complexe @. Comme A A B divise A et B, « est également racine de A et B.

Supposons que A et B aient une racine complexe commune a. Alors X — a € Div(A) N Div(B). Nous en déduisons
quedeg(AAB) > 1,puis AANB #1.

Les polynomes A:= X*+2X? +1 e R[X] et B:= X? + 1 € R[X] vérifient

@ Specg(A) N Specg(B) =@

mais ils ne sont pas premiers entre eux. En effet AAB=B>AB=B.

THEOREME C29.37 (DE BEZOUT)
Soit (4, B) € K[X]? tel que (4, B) # (Ok(x), Ok(x))- Alors

AAB=1 — JWU,V)eK[X]? AxU+BxV=1

Démonstration — Les arguments de C12.48 s’appliquent mutatis mutandis.

LEMME C29.38 (DE GAUSS)
Soit (A, B, D) € K(X]? tel que D # Og(x). Alors

D divise Ax B .
DAA=1 = Ddivise B
Démonstration — Les arguments de C12.51 s’appliquent mutatis mutandis.
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§ 3. POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE R[X] ET DE C[X]

DEFINITION C29.39 (POLYNOME IRREDUCTIBLE SUR K)
Soit P € K[ X]. P est dit irréductible sur K si

deg(P)>1
et

V(P1,Py) €K[X]*  P=P;xP;=> (P €Ko[X] ou P2 € Kol X))

Le polynome P est dit réductible sur K, s’il n’est pas irréductible sur K.

REMARQUE C29.40 — On peut donc penser a un polyndme de K[X], irréductible sur K, comme a un polynéme non
constant, qui n'admet pas de factorisation non triviale dans K[X].

REMARQUE C29.41 — Lanotion de polynéme de K[X] irréductible sur K est 'analogue de celle de nombre premier
dans Z.
REMARQUE C29.42 — Le polynome X2 + 1 est irréductible sur R (sinon il posséderait une racine réelle) mais réduc-

tible sur C puisque X2 +1= (X — i) (X +i).

PROPOSITION C29.43 (IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES DE DEGRE 1)
Tout polyndme de K[X] de degré 1 est irréductible sur K.

Démonstration — Soit P un polynéme de K[X] de degré 1.
Soit (Py, P») € K[X]? tel que P = Py x P,. Les polynémes P71, P, sont non nuls et

1 =deg(P) = deg(P;) + deg(P»)
— Y

eN eN

Nous en déduisons que (deg (P1),deg (PZ)) €{(0,1),(1,0)} et donc P; e Ko[X] ou Py € Ko[X].

REMARQUE C29.44 —  Tout polynéme de K[X] de degré 1 posséde une racine dans K.
. ) * [Plo .
En effet, soit P € K[ X] de degré 1. Alors P = [P]; X + [P]p et [P]; € K*. Le nombre _ﬁ est une racine de P dans K.
1

PROPOSITION C29.45 (CNS D’IRREDUCTIBILITE POUR UN POLYNOME DE DEGRE 2)
Soit P un polynéme de K[X] de degré 2. Alors

P est irréductible sur K — Specg(P) =@

Démonstration — Nous démontrons plutot
P est réductible sur K — Speck(P) # @

Supposons P réductible sur K. Comme deg (P) = 2 > 1, il existe (P, P») € K[X]? tel que P = P} x P,, deg(P;) > 1 et
deg(P2) > 1. Comme
2 =deg(P) =deg(P;) + deg(P»)
—_—— N——

>1 >1
il vient deg (P;) = deg (P») = 1. Le polynéme P; possede donc une racine dans K, qui est également une racine de P, puisque
P est multiple de P;.
Supposons que P possede un racine a dans K. Alors, il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)Q. Puisque
2 =deg(P) =deg(X —a) +deg(Q)
———

=1

deg(Q) =1. Comme X —a ¢ Ko[X] et Q ¢ Ko[X], P est réductible sur K.
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REMARQUE C29.46 En adaptant la démonstration donnée de C29/45} on établit que, si P est un polynéme de K[X]
de degré 3, alors P est irréductible sur K si et seulement si il ne posséde pas de racine dans K.

Si P € K[X] vérifie deg (P) > 4, alors P peut ne posséder aucune racine dans K mais pour autant étre réductible sur
K[X]. Il en est ainsi du polynéme
@ Pi=X*+2X2+1=(x2+1)°

qui ne posséde aucune racine réelle mais qui est réductible sur R, puisque produit de deux polynémes de degré 2.

EXERCICE C29.47 — Démontrer qu'un polynéme de R[X], de degré impair supérieur ou égal a 3, est réductible sur R.

@ Le caractere irréductible d'un polyndme dépendant du corps sur lequel on se place. On évitera donc de parler de
polyndéme irréductible sans préciser de corps, pour préférer I'’expression : le polyndme est irréductible sur tel corps.

LEMME C29.48 (PGCD DE DEUX POLYNOMES IRREDUCTIBLES SUR K, UNITAIRES, DISTINCTS))
Soient A et B des polynémes irréductibles sur K, unitaires, distincts. Alors AAB =1.

Démonstration — Onraisonne par I’absurde. Supposons donc que D := AA B # 1 de sorte que deg(D) > 1.

e Comme D divise 4, il existe Q € K[X] tel que A = D x Q. Le polynéme A étant irréductible sur K, il vient Q € Ko [X]. Comme
A et D sont unitaires, nous avons Q = 1, soit D = A.

e De méme, nous établissons D = B.

Ainsi A = B, ce qui contredit une des hypotheses.

THEOREME C29.49 (DECOMPOSITION D’UN POLYNOME EN PRODUIT DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES)
Soit P € K[X] tel que deg(P) > 1.

1. Il existe r € N*, des polynémes Pj, ..., P, € K(X] irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, des entiers
naturels non nuls ny, ..., n, tels que :
P=dom(P) P" ... P".

2. Cette décomposition de P en produit de facteurs irréductibles est unique a 'ordre pres, i.e. étant donnés s € N*,
des polynoémes Qy,..., Qs € K[X] irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, des entiers naturels non
nuls my,..., ms tels que :

P=dom(P) Q" ... Q"

alors
e Ir=3§
« il existe une bijection o: [1,r] —— [1, r] telle que

Viel[l,r] Qi =Py et m;=ngg).

Démonstration — Quitte a remplacer P par son normalisé, on peut supposer que dom (P) = 1.

Existence. On raisonne par récurrence forte sur le degré de P. Pour tout d € N*, notons 22(d) le prédicat en la variable d :
tout polyndéme unitaire de K[X] de degré d admet une décomposition en produit d’irréductibles, comme dans l'assertion
1 du théoreme.

o Initialisation ad =1
Soit P € K[X] un polynoéme unitaire, tel que deg(P) = 1. Alors P est irréductible sur K. On peut donc I’écrire sous la forme
introduite dans I'assertion 1 du théoreme, en posant

r=1, P] =P , ny = 1.
e Hérédité
Soit d € N* fixé. Supposons £ (k) vraie pour tout k € [1, d]. Soit P un polyndme unitaire de degré d + 1.

. Si P estirréductible sur K, alors on peut I'écrire sous la forme introduite dans ’assertion 1 du théoreme, en posant

r=1 , P1:P , np=1.
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. Si P n’est pas irréductible sur K alors il existe A, B € K[X] des polynomes unitaires tels que P = AB, deg(A) > 1 et
deg(B) > 1. Puisque
deg(A) +deg(B) =deg(AB) =deg(P)=d +1

nous en déduisons deg (A) € [1,d] et deg(B) € [1, d]. Nous appliquons 'hypothese de récurrence a A et a B pour ob-
tenir I'existence de r, s € N*, de polynémes Ay, ..., A, irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, de poly-

nomes By,..., By irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, d’entiers naturels non nuls ny,..., n,, my,..., Mg

tels que
A=AT" .. A7 et B=B" .. B".

D’ou
P=A" ... A"B" ... BJ".

En regroupant éventuellement les polynomes A; et B; égaux (i € [1,7], j € [1, s]), nous obtenons une écriture de P
comme dans 'assertion 1 du théoreme.

Unicité. On présente uniquement une esquisse de preuve, en étant moins formel que pour 'existence, en raisonnant
par itérations successives. Soient deux décompositions en produits d’irréductibles de P, comme dans I'assertion 2 du
théoréme
ny ny _ . my mg
PP =P=0Q;".

.. s

* Le polynome P; divise le polynéme P (car n; > 1), donc le polyndome Q;"' ... Q¢". Le polynome P; ne peut pas étre pre-
mier avec tous les polynémes Qy,..., Qs, sinon le lemme de Gaul} serait mis en défaut. Par conséquent, quitte a réindexer
les polyndmes Qy, ..., Qs, on peut supposer Py A Q; # 1. D’apres C29 Py =0Q;.

« D’aprées C29[48] P; est premier avec chacun des polynomes Q», ..., Q5. D’apres le théoreme de Bézout

Vkel2s] EI(Uk,Vk)eK[X]2 PiU+Qr Vi =1

Ainsi
(P1Us + Qo Vo) ™72 x (PrU3 + Q3 V3) ™ ™™ x .. x (PyUs + Qs V)™ =1

et en développant le terme de gauche, on obtient deux polynémes U et V de K[ X] tels que
PIU+Q2Q"...Q" V=1

Le théoréme de Bézout livre alors P"" A Q)" ... Q7" = 1.

« D’apres le lemme de GauB, P} divise Q;"" = P! et donc n; < my. Alors

ny ny _ m)—ny mg
P Pl =Q ML QP

Si m; > ny, alors le polyndme Q; = P; divise le polynéme P;Z ... P]'", ce qui n’est pas possible, puisque P; est premier avec
les polyndmes Ps,..., P, (adapter le raisonnement précédent). Ainsi, n; = m; et

ny nr _ ~mz ms
Py . P/ =Q0" ... Q.

e En itérant ce procédé, on démontre le résultat souhaité.

« La bijection o qui figure dans I'assertion 2 du théoreme est « cachée » dans les réindexations éventuelles des polyndmes
Qj, jell,s].

EXERCICE C29.50 — Soit P € K[X] un polyn6éme unitaire, de degré supérieur ou égal a 1. On considére la décomposi-
tion de P en produit de polynémes irréductibles sur K

P=pP" .. P"

oureN*, Py,..., P € K(X] sont des polynémes irréductibles sur K, unitaires et deux-a-deux distincts, ny,..., n, sont des
entiers naturels non nuls. Quels sont les diviseurs unitaires de P?

THEOREME C29.51 (DESCRIPTION DES IRREDUCTIBLES DE C[X])
Soit P € C[X].

Pestirréductiblesur C <= deg(P)=1.
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Démonstration — Soit P € C[X] irréductible sur C.
Par définition, deg(P) > 1 et donc P possede une racine complexe « (théoreme de d’Alembert-Gauf}). Donc il existe Q €
C[X] tel que

P=X-a)Q

Comme P est irréductible sur C, deg(Q) =0 et donc deg(P) = 1.

Cf. C29[13]

LEMME C29.52 (POLYNOME A COEFFICIENTS REELS POSSEDANT UNE RACINE COMPLEXE NON REELLE)
Soient P € R[X] un polynéme non nul et @ une racine complexe de P.

1. Le nombre complexe @ est racine de P.

2. Supposons que a € C\R, i.e. que a # a. Alors il existe un polynéme Q € R[X] tel que

P=(X*-2Re(@) X +|al®) Q

~ _

~(X-a) (X-T)
n
Démonstration — Posons n:=deg(P) € N et, pour tout k € [0, n], ay := [P]; € R, de sorte que P = Z ay- X*.
k=0
1. Nous calculons
n
P@ = ) a-aF
k=0
n
= ) ar-ak lao, ..., a, sont réels]
k=0
n
= ) ap-ak [la conjugaison est un automorphisme du corps C]
k=0
= Plo)

Comme « est racine de P, nous en déduisons P(a) = 0.

2. « Comme a € C\R, a et @ sont deux racines complexes distinctes de P. Ainsi il existe Q € C[X] tel que
(*) P=X-a)X-@Q=(X*-2Re(@) X +al*)Q

Il reste a démontrer que le polynome Q est a coefficients réels.
¢ En effectuant la division euclidienne de P € R[X] par X2 —2Re(a) X + |al? € R[X] dans R[X], nous obtenons
(Q1,R1) € R[X]? tel que

(k%)  P=(X*-2Re(@X+|al*)Q+R; et deg(R)<2

« Nous disposons de deux divisions euclidiennes de P par X? —2Re (@) X + |a|*> dans C[X] données par (x) et (*x).
Par unicité d’'une telle, il vient Q = Q; € R[X] (et R} =0).

THEOREME C29.53 (DESCRIPTION DES IRREDUCTIBLES DE R[X])
Soit P e R[X].

deg(P)=1
P estirréductible surR <= ou
P est de degré 2 et de discriminant strictement négatif.

Démonstration — Supposons P irréductible sur R.
* Supposons deg(P) =2 et A(P) > 0. Alors P possede une racine dans R et est donc réductible sur R (C29. Contradiction.
» Supposons deg(P) > 3 et que P posséde une racine réelle a. Alors il existe Q € R[X] tel que P = (X — a)Q. Comme
deg(Q) > 2, le polyndme P est réductible sur R. Contradiction.
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e Supposons deg (P) > 3 et que P ne possede aucune racine réelle. D’apres le théoréme de d’Alembert-Gaul3, il existe un
nombre complexe @ qui est racine de P. D’apreés notre hypothese, @ € C\R. D’apres C29 il existe Q € R[X] tel que
P =(X?-2Re(a) X +|al*) Q. Comme deg(Q) > 1, le polynome P est réductible sur R. Contradiction.

* Les trois cas envisagés précédemment conduisant a une contradiction, nous en déduisons que deg(P) = 1 ou (deg(P) =2
et A(P) <0).

Supposons que deg (P) = 1 ou (deg (P) =2 et A(P) < 0).

¢ Sideg(P) =1 alors P est irréductible sur R (C29.

« Sideg(P) =2 et A(P) < 0 alors P ne possede aucune racine réelle. Il est donc irréductible sur R (C29[45).

COROLLAIRE C29.54 (DECOMPOSITION EN PRODUIT D’IRREDUCTIBLES DANS C[X])
Soit P € C[X] tel que deg (P) > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X] est «delaforme»

;
P=dom(P) [[ (X —ay)™
k=1
ou
e 1 est un entier naturel non nul
e a1,...,a, sont des complexes deux-a-deux distincts
e n,...,Nn; sont des entiers naturels non nuls.

Démonstration — Il s’agit d’'une conséquence de C29[49 et C29[1]

REMARQUE C29.55 —  Llentier r est le nombre de racines complexes deux-a-deux distinctes de P, les complexes
ai,...,ar sont les racines complexes deux-a-deux distinctes de P et pour tout k € [1, 7], ny est 'ordre de multiplicité de la
racine a de P.

COROLLAIRE C29.56 (DECOMPOSITION EN PRODUIT D’ IRREDUCTIBLES DANS R[X])
Soit P € R[X] tel que deg(P) > 1. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est «dune des
formes suivantes »

1. Cas ol P n'a aucune racine dans R

S
P=dom(P) [](X*+arX +bp™
/=1

2. Casou P n’aaucune racine dans C\R (i.e. est scindé sur R)

P=dom(P) [](X-ap"™
k=1

3. Casou P aune racine dans R et une racine dans C\R

r S
P=dom(P) [](X-ap™ [T(X*+asX +bp)™
k=1 ¢=1

e r et ssont des entiers non nuls

e ni,...,0r,My,..., m; sont des entiers non nuls

e aj,...,ar sont des réels deux-a-deux distincts

e (ai,by),...,(as, bs) sont des couples deux-a-deux distincts de réels tels que pour tout k € [1, s], ai <4by.

Démonstration. 11s'agit d’'une conséquence des Théoremes C29[49)et C29/53] Q.E.D.

PROPOSITION C29.57 (RACINES COMPLEXES CONJUGUEES D’UN POLYNOME DE R[X])
Soit P € R[X] non nul et a € Spec(P). Alors

1. a € Specg(P)
2. mult(a, P) = mult(a, P)
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Démonstration —
1. Nous avons déja établi cette propriété en C29[52]

2. « Soit k € N. Le polynome P est a coefficients réels. D’apres 1
x) PP@=0= PP@=0

e De (%), nous déduisons que
(xx) mult(a,P) < mult(a, P)

 En spécialisant @ — « racine de P, dans (x %), il vient
mult(a, P) < mult(a, P) =mult(a, P)

METHODE C29.58 — Décomposer un polyndme de C[X] en produit d’irréductibles dans C[X] revient a identifier le
coefficient dominant de P et a déterminer les racines de P ainsi que les multiplicités d’icelles.

METHODE C29.59 —  Pour décomposer un polynéme de R[X] en produit d’irréductibles dans R[X], on peut com-
mencer par le décomposer en produit d’irréductibles dans C[X], puis regrouper chacune des racines complexes non réelles
de P avec son conjugué (C29/57)et C29[52).

EXEMPLE C29.60 —  Nous décomposons le polynéme X* + 16 en produit d’irréductibles dans C[X], puis dans R[X].
1. Lesracines quatriemes de —16 = 16- e'™ (forme trigonométrique) sont
. E 231 5T . 71
2.e'1 , 2.e'4 , 2.e'1 , 2.e'1 [C3.149]
Comme elles sont deux-a-deux distinctes et que X* + 16 est unitaire, il vient

Xxt+16= (X—Zoei%) (X—Z-ei%ﬂ) (X—z-ei%ﬂ) (X—Z-ei%ﬂ) [décomposition dans C[X]]

T ;1n Y jsm L
2. Nous observons que2-e'1 =2-¢'s et2-e's =2-¢'4 . Ainsi

ST |2 237 .37 |12
X'+16 = (Xz—zRe(z.elz) X+ [2-eid ) (X2—2Re(2~e‘37) X+ )
= (X?-2v2-X+4) (X*+2V2-X+4) [décomposition dans R[X]]
EXEMPLE C29.61 —  Soit un entier n > 3. Nous décomposons le polynome X" — 1 en produit d’irréductibles dans

C[X], puis dans R[X].

1. D’apres le cours (C3.140), les racines de X" — 1 sont
i 2k
e’n oukel0,n—1]

Comme elles sont deux-a-deux distinctes et que X" — 1 est unitaire, il vient

n-l j 2kn ...
xX"-1=1] (X— e'n ) [décomposition dans C[X]]
k=0

2. Supposons que n est pair. Alors il existe un entier p > 2 tel que n =2p.

X2p_1:2]p__[l(x_e"%) =(X-1) (’i:[l(x_e"";”)) (X+1) (zﬁl (X_eiké'))
k=0 k=1 k=p+1

En effectuant le changement d’indice ¢ = 2p — k dans le dernier produit, il vient

p-1 .k p-1 . @2p-0On p-1 .k p-1 tn
N e S TR
k=1 k=1 /=1

/=1
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- kn ik
Finalement, en regroupant, pour tout k€ [1,p—1], X — e' 7 et X—e P nous obtenons

p-1 k
XP_1=(X-1D(X+1) [T (X2 —2cos (%) X+ 1) [décomposition dans R[X]]
k=1

3. Supposons que n est impair. Alors il existe un entier p > 1 telque n=2p + 1.

ops1_ o E ikt L j2kn 2p § 2k
1=l (x-e'w1)=X-1 |[] [Xx-e'2* [T (x-e'2z
k=0 k=1 k=p+1

En effectuant le changement d’indice ¢ = 2p + 1 — k dans le dernier produit, il vient

p p

F e (] - 255)) o [ -5 f -5

k=1 =1 k=1 =1

XZ”“—I:(X—I)(

; 2k _j 2k
Finalement, en regroupant, pour tout k € [1,p — 1], X — e'2+1 et X —e”'27+I nous obtenons

P 2k
X -1=x-1[] (X2 - Zcos( i ) X+ 1) [décomposition dans R[X]]
k=1 2p+1

S 4. CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU COMMUTATIF INTEGRE (HP)

NoTATION C29.62 — Dans cette partie, (4, +4, x4) désigne un anneau commutatif et integre, dans lequel 04 # 1 4.

PROPOSITION-DEFINITION C29.63 (ENSEMBLE DES FRACTIONS DE A)
On définit la relation ~ sur A x (A\ {04}) par

V(ai,b1) € Ax (A\{04}) V(ap, b2) € Ax (A\{04}) (a1,b1) ~ (a2,b2) :<= a1 xa by = ap x4 b
1. Larelation ~ est une relation d’équivalence sur A x (A\{04}).

2. Pour tout (a, b) € Ax (A\{04}), la classe d’équivalence de (a, b) pour la relation ~ est notée %, ie.

= ={@. B e Ax (AN : (@,5) ~ (a,b)}

3. L'ensemble des fractions de A, noté Frac(A), est 'ensemble des classes d’équivalences de la relation ~ sur A x
(A\{04)), ie.

Frac(A) := {% : (a,b) € Ax (A\{OA})}

Démonstration — e Soit (a,b) € Ax (A\{04}). Comme a x4 b= axu b, (a,b) ~ (a,b). Larelation ~ est donc réflexive.
« Soient (a;, b1) € Ax (A\{04}) et (az, b2) € Ax (A\{04}) tels que (a1, b1) ~ (a2, b2). Comme a; x4 by = a x4 by

az xa by = ay x4 by

etdonc (ay, bp) ~ (a1, by). La relation ~ est donc symétrique.
e Soient (ap, b1) € Ax(A\{04}), (a2, b2) € Ax(A\{04}) et (as, b3) € Ax(A\{04}) tels que (ay, by) ~ (az, b2) et (az, b2) ~ (as, bs).
Alors

ay xaby=az xaby et apxxsbs=azxab

Nous en déduisons
ay %A by xab3 = by xgap xabs et Dby xaap xabs =Dy xaby xa a3
Ainsi
(%) a1 xabo xa b3 = Dby x4 by x4 az

Comme A est integre, il est régulier. Lidentité (x) et by # 04 livrent a; x4 b3 = as x4 by et donc (ay, by) ~ (as, b3). La relation
~ est donc transitive.
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EXEMPLE C29.64 — Par définition, Q := Frac (Z).

11 faut étre soigneux lorsque 1'on définit une application dont la source est un ensemble de fractions. Ainsi

Q — 2
4 p

- — p

q

1 2
n’est pas une application bien définie. En effet 351 posseéde deux images : 1 et 2.

PROPOSITION-DEFINITION C29.65 (CORPS DES FRACTIONS DE A)

Soient
Frac(A)? — Frac (A) Frac(A)? — Frac (A)
+ (ﬂ @) @ . _ a1 xa by +4 ap xo by et x (ﬂ @) a G @ Xady
by’ by by by by x4 bo by’ by by by bixaby

1. Les opérations + et x sur Frac (A) sont bien définies.

, . P . b e 04
2. L'ensemble Frac (A) muni des opérations + et x est un corps commutatif dont le neutre pour 'addition est T et
A

o 14
le neutre pour la multiplication est .
A

3. Si % € Frac (A) est non nul, ot1 (a,b) € A x (A\{04}), alors a # 04 et

(4)"=2
b a
4. Lapplication
A — Frac(A)
i a
a —_— —_—
14

est un morphisme d’anneaux injectif.

. . . a . o2
5. Pour tout a € A, on identifie a et i(a) := o ce qui permet de considérer A comme un sous-anneau de Frac (A).
A

Démonstration — Nous ne démontrons que l'assertion 1, laissant le soin au lecteur de vérifier 2,3 et 4, qui ne pré-
sentent pas de difficultés.
Soient (a;,by) € Ax (A\{04}), (az,b2) € A x (A\{04}), (a3, b3) € Ax (A\{04}) et (aq,by) € Ax (A\{04}) tels que (ay, by) ~
(as, b3) et (az, by) ~ (ag, by). Alors

ay xa bs 5 %4 by et axxaby 5 B> b,

e Tout d’abord, nous démontrons
ar xaby +4 ax xa by az xa by +4 ay x4 b3

by x4 by b3 x4 by
i.e.
(a1 xa by +a az x4 b1) xa b3 x4 by = (a3 XA by +a a4 x4 b3) x4 b1 x4 b2

ce qui s’écrit encore
(X) a1 xabo xa b3 xa by +a4 by xp Gp x4 b3 XA by = by x4 bo xp a3 x4 by +a by x4 bo x4 b3 x4 ay

De (1), nous déduisons
(k*) ay xa bo xp b3 xg by = by x4 by x4 a3 x4 by

et de (2), nous déduisons
(k % %) bl anzxAngAlu:bl xAbzxAngAa4
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En additionnant (xx) et (x x x) membre-a-membre, nous obtenons ().

e Ensuite, nous démontrons
ap xpdp  as xpds

by xaby b3 xaby

i.e.
(%) a1 xqaz xa b3 xa by =Dy xgbo xp a3 x4 ay
De (1), nous déduisons
(k*) a1 xa az x4 b3 XA by = by x4 Gz x4 a3 x4 by
et de (2), nous déduisons

(k*x) by xaap xpa3 xaby =Dy xaby x4 a3 x4 ay

Les identités (x ) et (x * %) livrent (x).
e D’apres les deux points précédents, les opérations + et x sur Frac (A) sont bien définies.

EXERCICE C29.66 — On suppose que A est un corps. Démontrer que i: A —— Frac(A) est un isomorphisme d’an-
neaux.
EXERCICE C29.67 — On met en exergue une propriété universelle qui caractérise le corps des fractions de A.

1. Soit Lun corps et f: A—— L un morphisme d’anneaux. Démontrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
g: Frac(A) —— Ltelque goi=f.

A————1L
[propriété universelle du corps des fractions de A|

7/
Frac(A)

2. Soit K un corps muni d'un morphisme d’anneaux j: A —— K. On suppose que, pour tout corps L et tout mor-
phisme d’anneaux f: A—— L, il existe un unique morphisme d’anneaux g: K —— Ltelque goj = f.

A——1L

Démontrer qu’il existe un unique isomorphisme d’anneaux ¢: Frac(A) —— K tel que poi = j.

J

A—F——>K
7
s
e
s
i e
~  3lg isomorphisme
s
s

7
Frac(A)
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S 5. FRACTIONS RATIONNELLES EN L'INDETERMINEE X A COEFFICIENTS DANS K

DEFINITION C29.68 (CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES)
Le corps des fractions de K[ X], noté K(X), est appelé corps des fractions rationnelles en I'indéterminée X a coefficients
dans K. Ainsi K(X) := Frac (K[X]).

C29.69 — UNE FRACTION RATIONNELLE EST UN QUOTIENT DE DEUX POLYNOMES — Un élément F de K(X) s’écrit

F= g ou (4, B) e K[X] x (K[X]\ {0})

C29.70 — CNS D’EGALITE DE DEUX QUOTIENTS DE POLYNOMES — Soient (A, By) € K[X] x (K[X]\ {0}) et (A2, B2) € K[X] x

. . A Ay . . .
(K[X]\{0}). Les fractions rationnelles B et ™ sont égales dans K(X) si et seulement si
1 2

AIXBZZAZXBl

A A
C29.71 — OPERATIONS SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES — Soient F} = B—l et = B—z deux fractions rationnelles, ol
1 2
(A1, B1) € K[X] x (K[X]\ {0}) et (A2, B2) € K[X] x (K[X]\ {0}). Alors
A1 xBy+ Ay xB A1 x A
F1+F2:=M et FyxF:= 1%
By x By B; x By

Lensemble K(X) muni des opérations (bien définies) + et x est un corps.

A
C29.72 — INVERSIBILITE ET INVERSE DANS K[X] — Soient F = 3 une fraction rationnelle o1 (A, B) € K[X] x (K[X] \ {0}).

Alors
F=0 < A=0 [B#0etK[X] estintegre]

et, si F # 0 alors

=2
A

X . . +1 X-1

EXEMPLE C29.73 —  Soitles fractions rationnelles F; := et Fp:= . Alors
X2+1 X3+1
X+DX+D+(X-D(X2+1)  X*+2X3-X?+2X X+D(X-1) X?-1
F1+F2= > = et FIXF2= =
(X2+1D)(X3+1) XZ2+1D)(X3+1) (X2+D(X3+1) X2+1D(X3+1)

DEFINITION C29.74 (FORME IRREDUCTIBLE D’UNE FRACTION RATIONNELLE)
Soit (4, B) € K[X] x (K[X]\ {0k [X]}).

A
Si AA B =1, alors on dit que la fraction rationnelle = est irréductible.

PROPOSITION C29.75 (CONSTRUCTION D’UNE FORME IRREDUCTIBLE D’UNE FRACTION RATIONNELLE)
A

Soient F € K(X) et (A, B) € K[X] x (K[X]\{0}) tel que F = 3

Soit (A1, By) € K[X]? tel que A=A; x ANBet A= B; x AA B. Alors

A
AijAB;=1 et F= B—l [une forme irréductible de F]
1
Démonstration — Considérons une relation de Bézout pour A et B

AxU+BxV=AAB ou(U,V)eK[X]?

Il vient
A1 x(AANB)xU+Byx(AANB)xV =AAB

Comme K[X] est régulier (puisque intégre) et AA B # 0, nous en déduisons

A xU+B xV=1
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D’apres le théoréme de Bézout, A} A By = 1.

o ) ) X3+ X2+ X
EXEMPLE C29.76 — Considérons la fraction rationnelle F:= ———— . Comme
X4+ X3-X-1

XHXP+X=XX?+X+1D) et X+ XP-X-1=(X+DX-DX*+X+1)
il vient
X

F=——— [une forme irréductible]
X-DX+1

LEMME C29.77 (CLE POUR LA DEFINITION DU DEGRE D’UNE FRACTION RATIONNELLE)

Soient (A;, B1) € K[X] x (K[X]\ {0k [X]}) et (A2, B2) € K[X] x (K[X]\ {Ok[X]}) tels que % = % Alors
1 2

deg(A;) —deg(B;) = deg(Az) —deg(By) [identité dans Z U {—oo}]

Démonstration — e Supposons A; =0. Alors A, =0 et
deg(A;) —deg(By) = —o0 et deg(Az)—deg(By) =-00
e Supposons A; # 0. Alors Ay #0 et, de A} x By = A x By, nous déduisons

deg(A;) +deg(B2) =deg(Ay) +deg(B) [identité dans Z]

Nous en déduisons deg (A1) —deg(B;) = deg(Ay) —deg(B2).

DEFINITION C29.78 (DEGRE)

A
Soient F € K[X] et (A, B) € K[X] x (K[X]\ {Ok[X]}) tel que F = 3 On appelle degré de F, et on note deg(F), 'élément de
Z U {—oo} défini par
deg(F) := deg(A) —deg(B)

I est indépendant du choix de A et B d’apres C29[77}

X°+X-3

EXEMPLE C29.79 — Le degré de lafraction rationnelle F := <27

est

deg(F) = deg(X° + X -3) —deg(X*+2) =3

PROPOSITION C29.80 (PROPRIETES DU DEGRE D’UNE FRACTION RATIONNELLE)
Soit F; et F» deux fractions rationnelles de K(X).

1. deg(F) + F,) < max{deg(F) , deg(F»)}
2. deg(F) x F») = deg(F)) + deg(F>)

Démonstration —  Soient (A;,B1) € K[X] x (K[X]\ {0k[X]}) et (As, B,) € K[X] x (K[X]\ {Ok[X]}) tels que F; = % et
_ A
5_&.

A} x By + Ay x By

e Alors Fi + F, =
B] X Bz

et, d’apres les propriétés du degré d’'un polynéme
deg(F1 + ) deg(Al x By + Ay x By) — deg(Bl x By)

max{deg(A;) + deg(B) , deg(A,) + deg(B1)} — (deg(B1) + deg(B>))

max{deg (A1) +deg(B2) — (deg(B;) + deg(B>)) , deg(A2) +deg(B;) — (deg(B;) + deg(Bg))}
max{deg(A;) —deg(B) , deg(Az) — deg(B.)}

max{deg(F,) , deg(F»)}

/A

17 le 19 juillet 2023 a 11h38



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

A1><A2

, il vient
Bl X BZ

e Comme F; x Fp =

deg(F) x F») =deg(A; x Az)—deg(B; x By) = deg(Ay)+deg(As)—(deg(B;)+deg(B,)) = deg(A;) —deg(B;)+deg(Az) —deg(Bo)
=deg(F1) =deg(F»)

LEMME C29.81 (CLE POUR LA DEFINITION DE LA PARTIE ENTIERE D’UNE FRACTION RATIONNELLE)
Soit F € K(X). Alors
ARG eKX]xK(X) F=P+Getdeg(G)<0

Démonstration — e Démontrons I'existence, de maniere constructive. Soit (A, B) € K[X] x (K[X] \ {Ox[X]}) tel que
A
F= 3 Considérons la division euclidienne de A par B :
A=QB+Rot (Q,R) eK[X]? et deg(R) < deg(B)

Alors
F—Q+E
B

est une décomposition de F vérifiant Q € K[ X] et
R
deg(g) =deg(R)—deg(B) <0

e Passons a la preuve de 'unicité. Soient (P, G1) € K[X] x K(X) et (P2, G2) € K[ X] x K(X) tel que
F:P1+G1 ) deg(G1)<0 ) F:P2+G2 s deg(G2)<O

Nous en déduisons
(*) Pl—PZZGg—Gl
puis
deg(P; — P;) = deg (G, — G1) < max{deg(G,) , deg(Gy)} <0

Le polyndme P; — P, est un polyndme de degré strictement négatif. Il s’agit donc du polynéme nul. Nous en déduisons
Py = Py, puis Gy = Gp d’apres ().

DEFINITION C29.82 (PARTIE ENTIERE)
Soient F € K(X).

1. Lapartie entiere, notée E(F), est'unique polyndme de K[X] tel que

deg(F—E(F) <0 [bien défini d’apres C29/81]]

2. SiF= g, ol (4, B) e K[X] x (K[X] \ {0k[X]}) alors

E(F) = quotient de la division euclidienne de A par B [cf. C29[81]

o o X +X-3
EXEMPLE C29.83 — Déterminons la partie entiere de F := T en calculant
X° +X 3| X%+2
-X° —2x3 X3-2X
-2x3 +X -3
2x3 +4X
5X -3
La partie entiere de F est donc X° —2X et
5 5X -3
F=X"-2X+
X242
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REMARQUE C29.84 —  Nous conservons les notations de I'exemple précédent. De la derniere décomposition de F
obtenue, grace au calcul de sa partie entiére, nous déduisons

F=Xx3 2X+5 2X 3 1
- 2 X242 X242

Cette derniére expression nous permet d’établir que la fonction

R — R
1 t
r — —|r*-4r*+10-In(*+2)-6V(2) -Arctan(—))
est une primitive de la fonction rationnelle
| R — R
F P+1-3
t — -
2 +2

LEMME C29.85 (CLE POUR LA DEFINITION DE FONCTION RATIONNELLE, ZEROS, POLES, MULTIPLICITES)
Soient (Aj, By) € K[X] x (K[X] \ {Og[X]}) et (A2, B2) € K[X] x (K[X] \ {0x[X]}) tels que

Al A

AjAB; =1 ; AyABy=1 ;
1AB 2\ B> B B

1. Speck (A1) = Speck(A») et, pour tout a € Speck (A;), mult(a, A;) = mult(a, A2)
2. Speck(B1) = Speck(Bz2) et, pour tout a € Specg(B;), mult (a, B) = mult (a, By)
A(a@)  Axa)

3. Pour tout a € K\ Specy(B;), ——— = .
P B @) T By(@

Démonstration —

1. Nous savons que A; x Bo = A x By et qu'il existe (Uy, V1) € K[X]? tel que
Al xUp+ByxVy=1
» Soit @ une racine de A; dans K de multiplicité m > 1. Il existe donc Q; € K[X] tel que A; = (X — a)™ x Q. Ainsi
X-a)"xQxU1 +B1 xVp=1 et (X—a)™xQqxBy=AyxB;

D’apres le théoreme de Bézout, (X —a)” A B; = 1. Comme (X — @) divise A, x By, le lemme de Gaul§ livre (X — a)™
divise A,. Nous en déduisons que

(%) Speck (A1) < Specg (Az) et (V@ € Specg (A1) mult(a, A;) < mult (a, Ap))
Par symétrique des roles de (A;, By) et (A2, B2), nous avons également
(**)  Speck(Az) < Specg(A7) et (V@ € Specg(A2) mult(a, Ay) < mult(a, Ar))

L'assertion 1 découle de (x) et (x%).
2. Analogueal.

3. Soit @ € K\ Specg(B;) = K\ Speck(B2). De A; x By = Ay x By, nous déduisons que
Aj(a) x Bo(a) = Az (@) x By (@) [evq est un morphisme de K-algebres]

Al@) _ (@)
Bi(@) By(@)’

puis, comme Bj (@) # 0 et B2 () #0,
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DEFINITION C29.86 (FONCTION RATIONNELLE, ZEROS, POLES, MULTIPLICITES)
Soit F € K(X) d’écriture irréductible

F= g olt (A, B) € K[X] x (K[X]\{Ok[X]}) et AANB=1

1. Lafonction rationnelle associée a F est
K\Speck(B) — K
F o . M [indépendant du choix de (A, B) d’apres C29
B(a)

2. Un élément a € K est appelé zéro de F F(a) =0, i.e. si @ appartient a

Specg(A) [indépendant du choix de (A, B) d’apres C29/85]
3. Lamultiplicité d'un zéro a de F est

mult (a, A) [indépendant du choix de (4, B) d’apres C29/85]

4. Un péle est un élément de K est un élément de

Speck(B) [indépendant du choix de (A, B) d’apres C29[85]
5. La multiplicité d'un pole  de F est

mult (B, B) [indépendant du choix de (A, B) d’apres C29[85]

4

EXEMPLE C29.87 — Soit F:= € C(X). Comme

X2+3X-4
X4—1:(X—l)(X—i)(X+1)(X+i) et X2+3X—4=(X—1)(X+4)

ona . .
F(X)= (X- l)(f(:i) (X+1) ou (X-NX+DX+iHDA(X+4=1 [une forme irréductible]

¢ La fonction rationnelle associée a F est

| G4 — C
F (z-D(z+1D)(z+10) 2Z2+7%+z+1
Z _ =
z+4 z+4
et non pas la fonction

C\{-4,1} — C

z4 -1

z —

z2+3z—-4

e Les zéros de F sont i,—1,—i. La multiplicité de chacun des zéros de F est 1.
e L'unique pole de F est —4. Il a multiplicité 1.
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§ 6. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES D’UNE FRACTION RATIONNELLE

THEOREME C29.88 (DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES DANS K(X))
Soit F € K(X) \ {Ok(x)}, d’écriture irréductible

F= % ol (A, B) e K[X] x (K[X]\ {0k [X]}) et ANB=1

Soient r € N*, Py, ..., P; des polynomes de K[ X] unitaires et irréductibles sur K, my, ..., m, des entiers naturels non nuls
tels que

.
B:=dom(B)- [ P,'C”’C [décomposition en produit irréductibles de B|
k=1
Alors il existe des m; +...+ m, polyndOmes

Al,ly---)Al,mp---»Ar,lr--wAr,mr

de K[X] tels que

r mkA
F= EF) + Y Y
k=1/¢=1 I}

partie entiere N

partio fravionnaire [décomposition en éléments simples de F]

et
Vkell,r] VCe[l,my] deg(Axr)<deg(Py)

et une telle décomposition est unique.

Démonstration — Posons
dy:=deg(P))>1 , ... , dy:=deg(Pr)=1 , di=dym+...+d,m;

e Commencons par réduire I'’énoncé au cas ol1 deg (F) < 0, en le reformulant.
Quitte a remplacer F par F — E(F), il suffit de démontrer que, pour tout P € K;_; [X], il existe m; +...+ m, polyndmes

A €Ky 1[X], A1 €Ky 1 [XT, ..., Ay €Ky [ X, Ar1 €Ky, 1 [ X Arp € Ky, 1 [X, .0 Arm, € K21 [X]

tels que
P AL A AL,my A1 Ar2 Ar,m,

—m o = +—+... S + +...+
P x..xpP" P1 P? P P, P? P

()

et que ces my +...+ m; polyndomes vérifiant (%) sont uniques.
» Nous introduisons I’ensemble

: -, — — — ey =
P x. . .x P P™Mx. . x P P™Mx.. . xP" P x...x

p
g:—{mlm,_ZP€Kd][X]}—veCt
p r 1 1 1

1 X...xP

X X2 Xx4-1
Pm,-
,

Clairement & est un sous-K-espace vectoriel de K(X) et on vérifie sans peine que

B .=

1 X X2 x4-1
P x . x PP x L ox PP s x P P L ox P
est une base de &. Ainsi dim (&) = d.

e Considérons

Kg 1 [X1" x . x Kg, 1 [X]M" — &
Ap Arp Army Al App Arm,
f (A1, Av2s e ALy oo Arly Ars o Ay ) — + + :

+... + +ot—
Py p? P P, p? P

Lapplication f est bien définie, i.e., pour tout (A1,1, A12,.-., AL,y »--» Ar1, Ar2y ey Arm, ) € Kg -1 [ X1 x ..o x Ky, -1 [X]™"

A Al A1 my Al App Ar,m,
+ + + +

— +...+ +... +—+...+ &
Py P} P P, P: P
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L'assertion a démontrer équivaut a la bijectivité de f.
e Comme l'application f est linéaire et comme

dim (Kg, -1 [X1™ x ... xKg, 1 [ X]™) =dymy + ...+ dymy = d = dim (&) < 00

la bijectivité de f sera conséquence de son injectivité.
o Soient (A1,1, A12,..., ALy Arly Ar2s o A, ) € Kgy 1 [X]™ x ... x Kg, -1 [X]™ tel que

A1 Al AlLm Ar1 Ar2 Ar,m
(% %) AL, A1 ALy o Ar 1y Ary o A, ) = —— + —5 + .. Lt —+ — +—— =
flA " S ) P, p? pM P, P? P
De (% %), nous déduisons
A __An A Avmor Ao Aep  Aeme  Am A A
P Py P? pmt P, P} p” P, P: P
En multipliant membre-a-membre cette identité par P"' P,"... P;"", nous obtenons
Ay PY? P = = A PP P — AP TR L PIT — = Ay 1 PLPY P
-1 -2 , ,
—Ag 1 P P P = Ag o P PP — = Ag , P PSP
my pm: my—1 my pm: my—2 mi pm my—1
— A P PYR P T A PP P TE —= A, P PYR L P

Dans cette derniere identité entre polynémes, P; divise le membre de droite, donc le membre de gauche. Comme P; et

P, ... P sont premiers entre eux, le lemme de GauR livre
P, divise Ay,

Comme deg (A1, ) < deg(P1), nous en déduisons Ay ,,, =0.
Lidentité (% %) livre alors

Aym-1 - Al Al Alm—2 A1 Az A2 my Arl Ar2 Ar,m,
1~ p,  p2z T omi—2  p,  p2 T Tpmz T Tp T Tpa T m
pym P P P P, PZ P) P, P? pr
- . . y -1 ,m; . L
En multipliant membre-a-membre cette identité par P{n ! szz ...P™ et en raisonnant comme précédemment, on ob-

tient A1,m;-1=0.
De proche en proche, on démontre de méme que

Al,mlfg =...= A1,2 = Al,l =0
De maniere analogue, on établit que, pour tout k € [2, 7]
Akmy = Akemp-1=-+- = Ag2=Ar1=0

Ainsi
(A11,A12, s ALmgs o Arly Ay ooy Arm, ) = (0,0,...,0,...,0,0,...,0)

L'application f est donc injective.

EXEMPLE C29.89 —  Soit
X2+X+1

F=—————
X(X+1)2(X+10)3
D’apres C29 il existe un unique (a, b1, b2, c1,¢2,¢3) € CS tel que

e C(X)

a by b, c 1) c3

F=—+ + + -+ — + -
X X+1 X+1D?2 X+i X+i?2 X+i0)3

[décomposition en éléments simples dans C(X)]

22

le 19 juillet 2023 a 11h38



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

EXEMPLE C29.90 —  Soit
X3
F =
X+DX+DX2+D(X2+X+1)2
D’apres C29 il existe un unique (ay, by, c1,dy, ey, f1, €2, f2) € R tel que

€ R(X)

ay b1 01X+d1 61X+f1 82X+f2
F= + + +
X+1 X+7 X241 X2+4X+1 (X2+X+1)?

[décomposition en éléments simples dans R(X)]

METHODE C29.91 — Soit F € K(X) et @ € Kun péle simple (i.e. de multiplicité 1) de F. Le coefficient du terme

dans la décomposition en éléments simples de F dans K(X) est donné par

(la valeur de la fraction rationnelle (X — a) x F en a

EXEMPLE C29.92 — Soit
X2
F:=
(X-DX-2)(X-3)
D’apres C29 il existe un unique (a, b, ¢) € R® tel que

e R(X)

a b c

(%) F= + +
X-1 X-2 X-3

[décomposition en éléments simples dans R(X) |

¢ De (x), nous déduisons
X2 b(X-1) c¢(X-1)
——=X-1)xF=a+ +
(X-2)(X-3) X-2 X-3

. 1
En évaluant les termes extrémes en 1, il vient a = >

e De (%), nous déduisons )
X a(X-2 c(X-2
—— = (X-2)xF = ( ))+b+ ( )
X-DX-3) X-1 X-3
En évaluant les termes extrémes en 2, il vient b = —4.
¢ De (%), nous déduisons

X _(x-gxp=AETY PXY
(X-D(X-2) oX-1 X-2

9
En évaluant les termes extrémes en 3, il vient ¢ = >
e Ainsi
X2 1 1 1 9 1

F:= =—. —4- +=- [décomposition en éléments simples dans R(X)]
X-DX-2)(X-3) 2 X-1 X-2 2 X-3

* De cette décompostion de F, nous déduisons que

est une primitive de t?
(t-D(&-2)(t-3)

1 9
t — 5-ln(t—l)—4-ln(t—2)+E-ln(?)—t)

EXEMPLE C29.93 —  Soit
2X%+1

TXADZXZEX+D)
D’apres C29 il existe un unique (a, b, c,d) € R* tel que

€ R(X)

a b cX+d
F= + +
X+1 X+1?2 X?2+X+1

(%) [décomposition en éléments simples dans R(X)]
¢ De (x), nous déduisons
2X2+1 ) (X+1D%(cX+d)
= (X+1?xF=a- X+ +b+ ———
X2+X+1 X2+ X+1
En évaluant les termes extrémes en —1, il vient b = 3.

23 le 19 juillet 2023 a 11h38



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

o Alors (%) livre
3 a cX+d

F- = +
(X+1?2 X+1 X2+X+1

Comme
3 —X%2-3X-2 X+1D)(X+2) X+2

F— = = — = —
(X+1)2 X+D2(X2+X+1) (X+12(X2+X+1) (X+D(X2+X+1)

nous obtenons

X+2 a cX+d
(**) G::— = +
X+DX2+X+1) X+1 X?+X+1
De (x%), nous déduisons
X+2 X+1)(cX+d)
= X+1)xG=a+ ———————
X2+ X+1 X2+ X+1

En évaluant les termes extrémes en —1, il vient a = —1.
o Alors (% %) livre
1 cX+d

G+ =
X+1 X2+X+1

Comme
- 1 X+D(X-1)  X-1
X+1 X+DX2+X+1) X2+X+1

nous obtenons
X-1 cX+d

X2rX+1 X2+X+1

Ainsic=1letd =-1.
» D’apres nos différents calculs

1 3 X-1
- + +
X+1 (X+1D? X2+X+1

[décomposition en éléments simples dans R(X)]

* De cette décompostion de F, nous déduisons que

1 3 1 2X+1 3 1
— + +_. _——
X+1 (X+D2 2 X2+X+1 2 X2+X+1

puis que la fonction

]-1,400[ — R
3 1 2t+1
t — —ln(t+1)——+—-ln(t2+t+1)—\/§-Arctan( )
t+1 2
est une primitive de la fonction
]-1,+00[ — R
22 +1
l’ —
(t+ D22 +t+1)
EXEMPLE C29.94 —  Soit P € C[X] tel que deg(P) > 1. On se propose de calculer la décomposition en éléments
!

P
simples de 7 dans C(X).

Nous savons qu'il existe r € N*, des complexes deux-a-deux distincts ay,..., @, et des entiers naturels non nuls my,..., m,
tels que

.
P=dom(P)- [[ (X —ay)™

k=1
Alors . .
P'=dom(P)- Y mp-(X—ap)™ ' [T(X-a)™ [cf. C16.99]
k= o=
: 03k

Nous en déduisons que

P L om . . s ,

—=> [décomposition en éléments simples dans C(X)]

P S X-ag

24 le 19 juillet 2023 2 11h38



