Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

CHAPITRE N°26
GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANT

NoTATION C26.1 — Dans tout ce chapitre, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et K est un sous-corps de C.

§ 1. GENERALITES SUR LE GROUPE SYMETRIQUE

DEFINITION C26.2 (GROUPE DES PERMUTATIONS DE [1, 12])
Soit n € N*.

1. Une permutation de 'ensemble [1, n] est une bijection de [1, n] dans [1, n].

2. L'ensemble des permutations de [1, n] est noté S, i.e.
Sni={o€ll, " g est bijective}

3. L'ensemble S, est fini de cardinal n!.

4. La composition o d’applications induit une loi de composition interne sur Sy, i.e. pour tout (01,02) € Sf,, 01002
est une application de [1, n] dans [1, n], qui est bijective.

5. Lensemble S, muni de la loi de composition interne o est un groupe, dont le neutre est

[1,n] — [1,n]

idl[l,n]] k - k

EXERCICE C26.3 — Lobjectif de cet exercice est de démontrer que tout groupe fini de cardinal »n est isomorphe a un
sous-groupe de (S, ).
1. Soient (H, *) un groupe fini dont le cardinal est noté n et f: [1, n] —— H une bijection. Démontrer que 'applica-
tion
(H, %) — (Sn,©)
T ,n — [1,nl
h — 1(h _
Wk — e )
est un morphisme de groupes.

2. Démontrer que 7 est injective et conclure.

NoOTATION C26.4 — Une permutation o de [1, n] sera parfois notée
o= 1 2 3 4 ... n-1 n
“lo() o) oB) o@) .. on-1 o
EXeEMPLE C26.5 — Les 6 =3!éléments de S3 sont les permutations listées ci-dessous.
. 1 2 3 1 2 3 1 2 3
idp 3= (1 2 3) (12):= (2 1 3) (13):= (3 2 1)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(23):= (1 3 2) (123):= (2 3 1) (132):= (3 1 2)
EXERCICE C26.6 — Dans S3, calculer (12)0(23) et (123)3.
EXERCICE C26.7 — Donner les 24 = 4! éléments de Sy.
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DEFINITION C26.8 (SUPPORT D’UNE PERMUTATION)
Soit o € S;,. Le support de o, noté supp (o), est 'ensemble des points de [1, n] qui ne sont pas fixés par o, i.e.

supp (o) :={kell,n] : o(k) # k}

EXEMPLE C26.9 — Dans Sg, I’élément
o= 1 2 3 456 7 8
"3 251 7 6 8 4
a pour support supp (o) ={1,3,4,5,7,8}.
EXERCICE C26.10 — Soit o une permutation de [1, n]. Démontrer que

Card (supp (0)) #1

LEMME C26.11 (DEUX PERMUTATIONS A SUPPORTS DISJOINTS COMMUTENT)
Soient 0 et 0, deux permutations de [1, n] telles que supp (o1) Nsupp (02) = @

1. Les permutations o et 0, commutent dans (S, o).

2. Le support de la permutation o; o 0 est donné par

supp (01 002) =supp (01) U supp (02)

PROPOSITION-DEFINITION C26.12 (ORDRE D’UN ELEMENT DU GROUPE (S, 0))
Soit o € S;,. Alors
Jke [1, n']] O'k = idl[l,n]l

Lordre de o, noté ord (0), est le plus petit entier naturel non nul k tel que ok = idq1,p, ie.

ord (0) := min{keN* o= idﬂlyn]]}

EXERCICE C26.13 — Calculer I'ordre dans (Ss,0) de
sfl 23 45
"2 51 3 4
EXERCICE C26.14 — Soito € S,. Justifier que ord (o) < n! et démontrer que

VkeN* o*=idj,, = ord(o) divise k

RAPPEL C26.15 —  Siaet bsont des entiers naturels non nuls, a A b le plus grand commun diviseur de aet betav b
le plus petit commun multiple de a et b

LEMME C26.16 (ORDRE D’UN PRODUIT DE PERMUTATIONS A SUPPORTS DISJOINTS)
Soient 0 et o, deux permutations de [1, n] a supports disjoints. Alors

ord(o1003) =ord (o) v ord(o3)

Démonstration — Soit k € N*. Nous observons
Supp( 1) <supp (01)
) supp (O’Z) csupp (02)
(C) supp (o¥) nsupp (02) @ (conséquence de (a) et (b))
(d) (g10 O'g)k = 0’1‘ o 02 (conséquence de o100, =02007, cf. C26.
Ainsi
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(Uloaz)k:idﬂl,n] — Ui\ﬂoaé‘:idﬂl,n] [(d)]

— O_ic:idul,nj etolgzidulm [(c)]

|

k est un multiple de ord (o) et k est un multiple de ord (o2)

<=k estun multiple commun de ord (o) et ord (o2)

donc, par définition méme de I'ordre d'une permutation de (S, ), ord (o] 0 02) = ord (01) V ord (02).

REMARQUE C26.17 —  Soit 0 et 02 deux permutations de [1, n] qui commutent (condition plus faible que de de-
mander aux supports d’étre disjoints).

1. Siord (o) Aord(o2) = 1, alors on peut démontrer que ord (g 0co,) = ord (o) V ord (02).

2. En revanche, si les ordres de o) et o2 ne sont pas premiers entre eux, alors il n'est pas nécessairement vrai que
ord (o1 003) =ord (o) v ord (02). En effet

1 =ord (idp, ;) = ord ((12) 0 (12)) # ord ((12)) vord((12)) =2

EXERCICE C26.18 — Dans S7, on consideére les deux éléments
ool 234567 (1234567
I'"l1 35 4 2 6 7 277 2 31 5 4 6
Calculer ord (01 003).
DEFINITION C26.19 (CYCLE)
Soient
e pel2,n]
e ay,ay,...,ap des éléments deux-a-deux distincts de [1, n].
Le cycle (a1 as ... ap) estla permutation de [1, n] qui
 permute circulairement les éléments ay, az,..., ap de gauche a droite
+ laisse éléments de [1,n]\{ay,..., a,} invariants
i.e.
[L,n] — [1,n]
a;y1 Silexisteie[l,p—1]telque k= a;
(@18 ... ap) k — ar  sik=ap
k  siké{ay,...,ap}
Le support du cycle (a; as ... ap) estdonc supp ((a1 a@s ... ap)) ={a, a,..., ap}.

EXERCICE C26.20 — Soit p € [2, n]. Dénombrer les cycles de longueur p de S,,.

PROPOSITION C26.21 (INVERSE, PUISSANCES ET ORDRE D’UN CYCLE)
Soient

e pel2,n]

e ay,ay,...,ap des éléments deux-a-deux distincts de [1, n].
On définit 'application r), par

7 N — [0,p-11
Pl k +~—— reste dela division euclidienne de k par p

1. Linverse (a; az ... ap)est(a a; ... a,,)‘1 =(ap ap-1 ap-2 ... az az ay).

2. Les puissances du cycle (a; az ... ap) sont données par

Viell,pl YkeN o) =ayr,k+i-n

3. Lordre du cycle (a; as ... ap) est p,ie.ord((a1 az ... ap)) = p.
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EXERCICE C26.22 — Dans (Sg,°), on considéere
(1 2 3 456 789
9 13 654187 9 2

1. Justifier que Card (supp (0)) =7.
2. Calculer les images itérées de 1 par o et en déduire un cycle ¢; tel que Card (supp (¢ ©0)) = 4.
3. Calculer les images itérées de 2 par o et en déduire un cycle ¢; tel que Card (supp (cz o ¢ 00)) =0.

4. En déduire une décomposition de o comme produit de cycles a supports disjoints.

THEOREME C26.23 (DECOMPOSITION D’UNE PERMUTATION EN PRODUIT DE CYCLES A SUPPORTS DISJOINTS)
Soito € Sy, \ {id|[1,n]|}.

1. Tl existe r € N* et des cycles cy, ..., ¢; a supports deux-a-deux disjoints de S;, tels que
0O =C(C0°C20...0Cr

2. La décomposition donnée en 1 est unique a I'ordre pres, i.e. si (r,s) € N* x N*, cy,..., ¢, sont des cycles a supports
deux-a-deux disjoints de S, et dy, ..., ds sont des cycles a supports deux-a-deux disjoints de S, tels que

ciocpo...oc;=dyodso...od;

alors r = s et il existe une bijection f: [1,r] —— [1, s] telle que, pour tout i € [1, 7], d; = c¢(;).

Démonstration — e Existence On raisonne par récurrence forte sur le cardinal du support de o.
— Initialisation. Soit o € S, tel que Card (supp (o)) = 2. Si nous notons i et j les deux éléments distincts de supp (o),
alors o = (i j) et 'assertion est démontrer.
— Hérédité. Soit k € [1,n— 1] tel que, pour tout 7 € S, vérifiant Card(supp (T)) € [2,k], il existe r € N* et des cycles
c1,...,cr asupports deux-a-deux disjoints de S, tels que

T=C190C20...0Cy

Considérons une permutation o € S, tel que Card (supp (0)) = k + 1. Fixons un élément i et supp (o) et notons m le
plus petit entier naturel non nul tel que
o) =i

Comme o (i) # i, m > 2 et aucun des éléments
i, o , ..., o™
n’appartient au support de o. De plus, le caractére minimal de m entraine que les éléments
i, o , ..., o™
sont deux-a-deux distincts. Si nous posons
c=(iog)...a™ @) [cycledelongueur m]

Alors

est une permutation de S, dont le support vérifie
supp () = supp (0) \ {i,0 (i), ..., 1 (i)}

Nous en déduisons que
Card(supp(@)) =k+1-m<k-1

Si Card (supp (1)) =0, alors 7 = idy3, ) et donc o = c. Sinon, d’apres 'hypothese de récurrence, il existe r € N* et des
cycles c,..., ¢, a supports deux-a-deux disjoints de S, tels que

c’loazzrzcloczo“.ocr
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Ainsi
O =C(C0(C10(20...0Cr

Comme
;

;
@ =supp (c) Nsupp (1) =supp (¢) N (|_| supp (c,-)) = |_| (supp (c) nsupp (cl-))
i=1

i= i=1

les supports de ¢, cy, ..., ¢, sont deux-a-deux disjoints.

EXERCICE C26.24 — Dans (S7,0), on considere

Décomposer o en produit de cycles a supports disjoints, puis calculer ord (o) et 02923,

EXERCICE C26.25 — Dans (Sg,°), on considéere
o= 1 2 3 45 6 7 8 9
"4 6 9 7 25 81 3

Décomposer o en produit de cycles a supports disjoints, puis calculer ord (o) et o',

§ 2. SIGNATURE D’UNE PERMUTATION

DEFINITION C26.26 (TRANSPOSITION)
Soient i et j deux éléments distincts de [1, n]. La transposition de i et j estle cycle (i j) de longueur 2, i.e.

[1,n] — [1,n]
.. j sik=i
Gk — L0 sik=
k sinon

La transposition (i j) est une involution : (i j)‘1 = (i j).

EXERCICE C26.27 — Soient i}, j; deux éléments distincts de [1, n] et iy, j» deux éléments distincts de [1, n]. Détermi-
ner une CNS pour que les transpositions o} et o, commutent.

EXERCICE C26.28 — Justifier que (S»,0) est un groupe abélien puis que, pour tout n > 3, le groupe (S, o) est un groupe
anabélien.
PROPOSITION C26.29 (DECOMPOSITION D’UN CYCLE EN PRODUIT DE TRANSPOSITIONS)
Soient
e pel2,n]
e ay,ay,...,ap des éléments deux-a-deux distincts de [1, r].
Alors
(a1 az ... ap) = (a1 ap) o (az az) o (as as)o...(ap—2 ap-1) o (ap-1 ap) [produit de p — 1 transpositions]
EXERCICE C26.30 — Dans Sg, décomposer le cycle
c=(3615)

en produit de transpositions.
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PROPOSITION C26.31 (LES TRANSPOSITIONS ENGENDRENT LE GROUPE (S;;,0))
Pour tout ¢ € Sy, il existe r € N* et des transpositions 71,...,7, de [1, n] tels que

O=T]0T20...T, [décomposition non unique]

DEFINITION C26.32 (INVERSIONS D’UNE PERMUTATION ET NOMBRE D’ICELLES)
Soit o une permutation de [1, n].

1. Un couple (i, j) € [1,n]? tel que i < j est une inversion de o si o (i) > o ().
2. Le nombre d’inversions d’'une permutation est noté 1(o).

EXERCICE C26.33 — Soit

1 2
3 10

Quel est le nombre d’inversions (o) de o ?

N W
—

8 9 10 11 12
5 12 8 9 11 12

N >
o o
INIEN

PROPOSITION C26.34 (NOMBRE D’INVERSIONS D’UNE TRANSPOSITION)
Soit (i, j) € [1,n] tel que i < j. Alors

H@E)N=2-(j-D-1

Démonstration Posons 7 = (i j).

(@) Soient ke [1,i—1]et? > k. Alors

>k sil#ietl#]
Tk)=k et 1(0)=< j>k sil=i
i>k sil=j

Donc il n'y a aucune inversion de T dont la premiére composante est k.
(b) Soient k=1iet? > k. Alors

(<j siteli+1,j-1]
Tk)=j et 1(0)=< i<j sil=j
(>j sil>j+1
Doncilya (j — i) inversions de 7 dont la premiére composante est i.
(c) Soientke[i+1,j—1] et > k. Alors

B | >k sil#]
T(k)=k et T(ﬁ)—{ i<k sil=j
Doncil yalinversions de T dont la premiére composante est k.
(d) Soient k= jet ¢ > k. Alors

Tk)=i et 10)=0>1i

Donc il n'y a aucune inversion de 7 dont la premiére composante est k
(e) Soient k> jet ¢ > k. Alors

Tk)=k et t0)=¢>k

Donc il n'y a aucune inversion de 7 dont la premiere composante est k.
De (a), (b), (c), (d) et (e), nous déduisons que

IM)=(-D+Card(li+1,j-1])-1=2-(j-i)-1

LEMME C26.35 (UNE IDENTITE CLE POUR LA SIGNATURE)
Soit o € S;;. On note

T :={G,j)ell,nl : i<j} et

Py :={AeP([1,n] : Card(A) =2}
Alors

'@ = op-cl  _
@ g jer+ oD -od] ®

H o(max A) —o(min A)
Ae, max A —min(A)
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Démonstration — Lidentité (a) est claire. Etablissons I'identité (b).
Remarquons tout d’abord que I'application

P — T+ N P —
| A4 — (minA maxA) Vi — ola

sont bijectives. Nous calculons

M = ]I a(maxA)—cr(n#nA) [changement d'indice ¢]
(i, )T |0'(j) —0(1)| Aezp, |0(max A) — o (min A)]

[ (oc(maxA)-o(minA))
AE.@Z

H |o(max A) — o (min A)|
AE(’}Z

[] (o(maxA)-o(minA))
= Al&_? (maxo (4) —mino () [si Ae &, |oc(max A) —o(min A)| = maxo (A) —mino (A) |

AP

[] (o(maxA)-o(minA))
_ AP : [changement d’indice ¥ au dénominateur]
[] (maxA-minA)

AE@Z

o(maxA) — o(min A)

AP, max A —min(A)

THEOREME C26.36 (MORPHISME SIGNATURE)
Lapplication
(Sn;o) - ({_ly ]_},X)

appelée signature, est 'unique morphisme de groupes de (S, o) vers ({—1,1}, x) qui prend la valeur —1 sur les transposi-
tions.

Démonstration — e Unicité — Soiente¢; et €2 deux morphismes de groupes de (Sj,, o) vers ({—1,1}, x) qui prennent
la valeur —1 sur les transpositions.
Soit o € S,. D’apres C26 il existe r € N* et des transpositions 71,...,7, tellesque 0 =7 0...07,. Ainsi

e1(0)=€1(t1) x...xe1(r;) = (=1)" et &(0)=ex(r)) x...xe2(7,) = (-1)"
e Morphisme de groupes —  Soient 0; et 0, deux permutations de [1, n].

o1(02(maxA)) —o1(o2(min A))

e(g1007)

[C26[30]

e, max A —min(A)

01(02(max A)) — 01 (02 (min A))
Aew,  O2(maxA)—o,(min(A))

y l_[ 02 (maxA) — o2 (min(A))
Ae, max A —min(A)

x €2(0) (C26B3)

01(02(max A)) — 01 (02 (min A))
Aew,  O2(maxA) —o,(min(A))

Il reste a démontrer que

o1(02(maxA)) — o1 (o2 (min A))
=¢1(0)

Aew,  02(maxA)—o;(min(A))
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Comme, pour tout A€ %

o1(02(maxA)) —oq1(o2minA)) o1(maxoz(A)) —o1(mino;(A)) . . a -a
: = - si a et b sont des entiers non nuls alors — = —
o7 (max A) — o, (min(A)) maxo,(A) —minoj(A) b -b

et 'application
Py — P,
Yia — o'W

est bijective, il vient

01(02(max A)) —01(02(min A)) l_[ 01(maxo,(A)) —o1(minoz(A)) H o1(maxA)—o;(min A) B £1(0)
sew, O2(maxA)—oo(min(4) ez maxoa(A)—minoy(A)  je», ~ MmaxA-minA coom@

PROPOSITION C26.37 (SIGNATURE D’UN CYCLE)
Soit 0 un cycle de S;, de longueur p. Alors
e(o) = (P!

METHODE C26.38 —  Pour calculer la signature d’'une permutation o, on peut commencer par la décomposer en
produit de cycles a supports disjoints
g=cyo...0cr

puis, comme la signature est un morphisme de groupes, il vient

e(0)=¢e(c)) x ... x E(Cr) — (_l)long(cl)+...+long(c,)—r [CZGM

EXERCICE C26.39 — Calculer la signature de
[t 23 45 6) ¢
9%l3 5 4 6 2 1J°°°
EXERCICE C26.40 — Lenoyau de la signature €: (S,,0) — ({—1,1}, x), noté A, est appelé groupe alterné.
1. Déterminer le cardinal de A,,.
2. Déterminer A, lorsque n € {3,4}.
EXERCICE C26.41 — Soiento € Sy, (1,8) e N* xN*, 11,...,75,71,...,Ys des transpositions de [1, r] telles que

0=T10T7T20...0T, €l O=7Y10Y20...0%;

Démontrer r = s [2].

EXERCICE C26.42 — Calculer la signature de
(1 2345678 9 1011 12)_
973 10 7126 45 12 8 9 11)°°”

de deux manieres.
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§ 3. FORMES n-LINEAIRES ALTERNEES

NoTtATION C26.43 — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

DEFINITION C26.44 (FORME n-LINEAIRE ALTERNEE)
Une application

f:E"—K
est dite n-linéaire alternée si elle vérifie les deux conditions suivantes.
1. Caractere n-linéaire — Pour tout i € [1, n], pour tout (xy,...,X;—1, Xi, Vi, Xi+1,---»Xn) € E™L pour tout (A, ) €
K2

f(xl)---;xl'—li/l'xi+p"yi’xi+l’---yxn):/1’f(-xl;---;xi—l!xi’xi+l’---)xn)+#'f(xl;---»xi—l»yirxi+lr---’xn)
2. Caractere alterné ou antisymétrique — Pour tout (xy,...,X,) € E", pour tout (i, j) € [1, n]? tel quei#j

f(xl;---!xi—l!xi’xi+1’---)xj—lyxjrxj+l;---rxn) = _f(xl;---rxi—lrxj)xi+1)---;xj—lyxi;xj+1)---;xn)

NOTATION C26.45 — Soient (x1, x2,...,%,) € E" et 0 € S,. On pose
Xg = (X5 (1)) Xg(2)» -+ +r X ()

: 2 _
de sorte que, si (01,02) € S2 alors X400, = (xgz)al.

PROPOSITION C26.46 (PROPRIETES D’UNE APPLICATION 72-LINEAIRE ALTERNEE)
Soit f: E" K une application n-linéaire alternée sur E.

1. Annulation sur une famille avec deux vecteurs identiques — Pour tout (i, j) € [1,n] tel que i < j, pour tout
(X1yeeer Xiperns Xjo1, Xjalye oy Xn) € E™1

Fn, e X1, X, Xig 1y e X1, Xiy Xjg 1y -0 Xn) =0
2. Annulation sur une famille liéce — Pour tout (x1, X,...,X,) € E"
(x1,%2,...,x,) estliée = f(x1,%2,...,x,) =0
3. Effet d'une permutation — Pour tout (x1, Xy, ...,X,) € E", pour touto € S,

f(x0) == f(Xo)) X62))---» X)) = €(0) - f(x1,X2,...,Xp)

EXERCICE C26.47 — SoitI’application
Mo (R) x M1 (R) — R
"I GG
, — X1 — - X
1)y 1°Y2=)1-X2

1. Démontrer que f est 2-linéaire alternée.

2. Soit (X3, X») deux vecteurs de .#> 1 (R). Donner une interprétation de | f (Xl,X2)| en termes d’aire.

EXERCICE C26.48 — Soient % = (e}, e»,...,e,) une base de E, f: E" —— K une application n-linéaire alternée et
(x1,...,Xx5) € E™. On pose, pour tout j € [1, n]

-
Matg (x;) = (X1,j, X2,j5---» Xn,j)

En développant

n n n
fx,x0,..x)=f Z Xi 1" €ip ) Z Xip2 €y enrr Z Xin ' €i,

=1 ir=1 in=1

déterminer un scalaire A tel que f(x1,x2,...,X,) =A- f(e1,e2,...,ep).
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n
REMARQUE C26.49 — Lensemble des formes n linéaires alternées sur E est noté /\E, ie.
A E" PP £ En
NE:= {f e K" : f est nlinéaire alternee} cK

n
Lensemble /\ E est un sous-espace vectoriel de KE" et est donc muni d’une structure naturelle de K-espace vectoriel.

S 4. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

NoraTiON C26.50 — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

THEOREME C26.51 (DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE)
Soit 2 = (e1, e2,...,e,) une base de E. Il existe une unique application

detg: E" —— K

qui est n-linéaire alternée et telle que detg (e, €2,...,e,) = 1. De plus

n
v (xl) ---;xn) € En det@(xl)xz»---)xn) = Z 8(0') : l_[ [Matgg(xk)]g'(k)
o€eS;, k=1

THEOREME C26.52 (UNE FORME 71-LINEAIRE ALTERNEE EST PROPORTIONNELLE A detgg)
Soient % = (ey, e2,...,e,) une base de E et f: E" K une forme n-linéaire alternée sur E. Alors

Y (X1, X2,..., %) €EE" f(x1,%2,..., %) = fle1,€,...,e,) -detg(x1, Xz, ..., Xp)

donc f est proportionnelle a detg.

n
REMARQUE C26.53 — D’apres C26et C26 /\ E est une droite vectorielle. Chaque choix de base % de E produit
detgg, qui en est un vecteur directeur.

COROLLAIRE C26.54 (COMPARAISON DES DETERMINANTS ASSOCIES A DEUX BASES)
Soient 28 = (e, e2,...,e,) et € = (f1, f2,..., fn) deux bases de E. Alors

1. V(x1,%x2,...,Xx,) € E"™ detg(x1,X2,...,Xx,) = dety(AB) - detg (x1, X2, ..., Xn)

2. Les scalaires det (98) et detg(¥) sont non nuls et inverses I'un de I'autre.

EXERCICE C26.55 — Notons %, = (e, e2) la base canonique de R2. Soit I'application

RZxR>? — R
(ur,uz) — detg,(uy, uz)

f

1. Soit (u;, up) des vecteurs non colinéaires de R?. Donner une interprétation de \detggo (uq, u2)| en termes d’aire.

2. Calculer 'aire du parallélogramme formé par les vecteurs u; = (5,3) et up = (4,-7).

EXERCICE C26.56 — Notons %, = (ey, e2, e3) la base canonique de R3. Soit I'application

RxR xR — R
(uy, up,uz) ~— detgg, (U1, Up, u3)

f

Soit (u1, U, u3) des vecteurs linéairement indépendants de R®. Donner une interprétation de |detgz;0 (u1, uy, u3)| en termes
d’aire.
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PROPOSITION C26.57 (CARACTERISATION DES BASES VIA LE DETERMINANT)
Soient 4 = (e}, e, ..., e,) une base de E et (x,..., x,) € E". Alors

(x1,...,X,) estunebasede E < detg(x],...,x;) #0

EXERCICE C26.58 — Déterminer les réels A tels que la famille
B = ( uy = (Arl)l)) Uy = (]-)A)l)r us = (]-rlyﬂ/))

est une base de R3.

§ 5. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

NotaTION C26.59 — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

LEMME C26.60 (CLE POUR LA DEFINITION DU DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME)
Soient 28 = (e, e2,...,en), € = (f1, f2,-.., fn) deux bases de E et u un automorphisme de E. On pose

u(%B) := (uler), uer),..., uley)) et u(®):=(u(f),u(f2),...,u(fn))  [basesde El]

1. dety, @) (u(€)) = detz(6)
2. detg(u(AB)) = dete (u(F))

DEFINITION C26.61 (DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME)
Soit u € £ (E). Le déterminant de u est défini par

det(u) :=detg(uler), ules),..., ule,)) ou B = (e, e2,...,e,) estune base de E [indépendant du choix de ,%]

EXERCICE C26.62 — Que vautdet(idg)?

PROPOSITION C26.63 (CARACTERISATION DES AUTOMORPHISMES VIA LE DETERMINANT)
Soit u € £ (E). Alors
u est un automorphismede E <= det(u) #0

THEOREME C26.64 (DETERMINANT D’UNE COMPOSEE D’ENDOMORPHISMES)
Soient (u, v) € £ (E)2. Alors
det(vo u) = det(v) -det(u)

COROLLAIRE C26.65 (DETERMINANT DE LA RECIPROQUE D’UN AUTOMORPHISME)
Soit u un automorphisme de E. Alors

det(w)#0 et det(u"')=det(w)™"

EXERCICE C26.66 — Onrappelle que
GL(E):={f e £ (E) : f estbijective}

est stable par composition et que (GL(E), o) est un groupe appelé groupe linéaire de E. Que dire de I'application ci-dessous,
induite par le déterminant?
(GL(E),0) — (K%, %)
u — det(w)
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EXERCICE C26.67 — ]Justifier que

R — R?
(x,y) — (ax+bycx+dy)

2 (%)~

: (a,b,c,d)eR‘l}

puis décrire en extension GL(R?).

EXERCICE C26.68 — Soit s une symétrie vectorielle de E. Calculer det(s).

§ 6. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

NOTATION C26.69 — On note %, la base canonique de .4, 1 (K) et, pour tout A € 4, (K) et (i, j) € [1,n], on note A;.
désigne la i-ieme ligne de A et A. j la j-iéme colonne de A4, i.e.

[Al,j
" [Alo,
Aje:=([Ali1, [Ali2,..., [Al; ) EK” et A, j:= . € Mp,1(K)
[Aln,j
DEFINITION C26.70 (DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE)
Lapplication
n
det A —  det(A) :=detg, (As1, A2y Aun) = Y. €0)- [[ [ Alkowm
g€eSy, k=1

est I'unique application
(a) linéaire par rapport a chacune des colonnes

(b) alternée par rapport aux colonnes (I’échange de deux colonnes a pour effet de multiplier le déterminant par —1)
(c) valant 1 sur la matrice I;,.

REMARQUE C26.71 — Ledéterminant de A € .4, (K) est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice
A.
EXERCICE C26.72 — Onpose j:ei%ﬂ.Calculerle déterminant de la matrice
_[J i
A= g
EXERCICE C26.73 — Calculer les déterminants des matrices
2 0 0 1 1 3 1 2 5
A=(0 3 O B=|1 0 2 C=13 4 1
0 0 4 0 1 1 2 2 4

PROPOSITION C26.74 (DETERMINANT D’UNE MATRICE VS. DETERMINANT DE I’APPLICATION LINEAIRE ASSOCIEE)
Soit A € #,,(K). On note

M1 K) — M1 (K)
P4 X — AX

I'application linaire canoniquement associée. Alors

det(A) = det(p )
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PROPOSITION C26.75 (DETERMINANT D’UN PRODUIT DE MATRICES CARREES)
Pour tout (A, B) € .4, (K)?
det(AB) = det(A) - det(B)

et, pour tout (A, A) € Kx 4, (K)
det(1-A) = A" -det(A)

THEOREME C26.76 (CARACTERISATION DES MATRICES INVERSIBLES PAR LE DETERMINANT)
Pour tout A € 4, (K)
AeGL,(K) < det(A)#£0

PROPOSITION C26.77 (MORPHISME DE GROUPES INDUIT PAR det)
Lapplication déterminant induit I'application

(GL,(K),x) —  (K*,x)
A —  det(A)

qui est un morphisme de groupes.

EXERCICE C26.78 — Que dire de SL,(K) :={A€ 4, (K) : det(A) =1}?

THEOREME C26.79 (DETERMINANT D’UNE MATRICE VS. DETERMINANT DE SA TRANSPOSEE)
Pour tout A € 4, (K)
det(A) =det(A")

COROLLAIRE C26.80 (PROPRIETES DU DETERMINANT D’UNE MATRICE PAR RAPPORT A SES LIGNES)
Lapplication
det: 4,(K) —— K

est
(a) linéaire par rapport a chacune des lignes
(b) alternée par rapport aux lignes (I'échange de deux lignes a pour effet de multiplier le déterminant par —1)

NN =
ISR

EXERCICE C26.81 — Calculer le déterminant de la matrice A= (

N © W
——————

§ 7. CALCULS DE DETERMINANTS DE MATRICES

THEOREME C26.82 (EFFET D’UNE OPERATION ELEMENTAIRE SUR LE DETERMINANT)
Soit A€ 4, (R).

1. Transposition. Soit (i, j) € [1,n]? tel que i # j. Alors
det(A)=-1-det(A [C;—Cj;]) et det(A)=-1-det(A [L;~ Lj])
2. Dilatation. Soienti € [1,n] et 1 € K*. Alors
det(4) = %-det(A [Ci—A-Ci) et det(A)= %-det(A [L; —A-L;])

3. Transvection. Soient (i, j) € [1,n]? tel que i # j et A € K. Alors

det(A)=det(A [Cj—Cj+A-Ci]) et det(A)=det(A [Lj—Lj+A-L;])
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EXERCICE C26.83 — Supposons ici que n > 3 et considérons A € 4, (K).

1. On note B la matrice obtenue en effectuant successivement les opérations
Ly—3-L,—-7-Ly et L3—5-L3—4-1,

sur la matrice A. Exprimer le déterminant de A en fonction du déterminant de B.

2. Onnote C la matrice obtenue en effectuant 'opération
L3<—5-L1+6-Ly

sur la matrice A. Que dire du déterminant de C?

EXERCICE C26.84 — Exprimer le déterminant de la matrice
1 0 1 2
1 2 3 1
A= 2 -1 2 0
1 2 -3 3

en fonction du déterminant d'une matrice triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous égaux a 1.

DEFINITION C26.85 (MINEUR ET COFACTEUR)
Soient A € ./,(K) et (i, j) € [1, n]?.
1. Lamatrice A; j € 4,1 (K) est la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-ieme colonne de A.
2. Le mineur de A associé au couple (i, j) est
det(A,'_j)

3. Le cofacteur de A associé au couple (i, j) est

Cij = (=1 . det(A; ;)

1 2 3
EXERCICE C26.86 —— Calculer tous les cofacteurs de la matrice A:=|4 5 6].
7 8 9

LEMME C26.87 (CLE POUR LE DEVELOPPEMENT D’UN DETERMINANT SUIVANT UNE LIGNE/COLONNE)
Soient %y = (X1, ..., X;;) labase canonique de .4, 1 (K) et A € 4, (K).

1. det(A.,l,. ceyen -»A-,n—l,Xn) = det(An,n)

2. Pour tout (i, j) € [1, nl]? .
det(Aa1,..., Aujo1, Xiy As ji1see Au ) = (1) - det(4; )

THEOREME C26.88 (DEVELOPPEMENT D’UN DETERMINANT SUIVANT UNE LIGNE/COLONNE)
Soient A€ .4, (K).

1. Pourtoutie€[1,n]

n . .
det(A) = ) (-1)'*/-[A];;-det(4;;)  [développement suivantla i-iéme ligne de A]
=

2. Pourtout j €[1,n]

n . .
det(A) = ) (-1)"*/ - [Al;; - det(4; ;) [développement suivant la j-iéme colonne de A|
i=1
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1 2 3
EXERCICE C26.89 — Calculerle déterminantde A=(3 2 1].
2 31

PROPOSITION C26.90 (DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE)
Soit A€ 4, (K). Si A est triangulaire (inférieure ou supérieure), alors

n
det(A) = [] [Alxx [produit des éléments diagonaux|
k=1

2 8 1 7
0 -3 1 3
EXEMPLE C26.91 — det 0 0 -7 s =252
0 O 0 6
A1 1 1
. . 1 2 1 1
EXERCICE C26.92 — Déterminer les valeurs de A € R telles que A = 11 4 1 € GL4(K).
1 1 1 A
THEOREME C26.93 (DETERMINANT DE VANDERMONDE)
Soient (a1, az,...,a,) € K. On pose
1 1 1 1
a1 ar as an
2 2
Viay,ag,...,an):=| %1 a; asg A e ty(K) [matrice de Vandermonde]
=il =il -1 -1
al ay al an
Alors
det(V(ay, az,...,an) = [] (aj-ai)
1<i<j<n
EXERCICE C26.94 — Soient (a1, as,...,a,) € K" et
Ky [X] — K"

L1""p . (Blay), Blay).... Blay)

1. Calculer la matrice de 'application linéaire L dans les bases canoniques de K;,—; [X] et K”.

2. Donner une CNS pour que L soit bijective.

§ 8. COMATRICE

DEFINITION C26.95 (COMATRICE)
Soit A € #,(K). La comatrice de A, notée Com(A), est la matrice de .#,(K) définie par

V(i,j)€ll,nl* [Com(A)l;;=C;;= (1" det(A;))

15

le 14 juin 2023 a 06h54



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

THEOREME C26.96 (RELATION FONDAMENTALE ENTRE UNE MATRICE ET SA COMATRICE)
Pour tout A € 4, (K)
AxCom(A)" =Com(A)" x A=det(A)-I,

THEOREME C26.97 (EXPRESSION DE I’INVERSE D’UNE MATRICE INVERSIBLE)
Si Ae GL,(K) alors

1
Al= —— .Com(A)"
der) ComA

est inversible et calculer son inverse.

— =W

1 2
EXERCICE C26.98 — Justifier que lamatrice A=|3 2
2 3

EXERCICE C26.99 — Soit A une matrice de format (n, n) a coefficients entiers. Donner une CNS sur A pour qu'il existe
une matrice B a coefficients entiers telle que
AxB=BxA=1,

16 le 14 juin 2023 2 06h54



