Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

CHAPITRE N°25
FONCTIONS CONVEXES

NoTATION C25.1 — Dans toute ce document I désigne un intervalle non vide de R et on fixe un repére % = (O ; 7 , 7)
du plan.

§ 1. SEGMENTS DE R

RAPPEL C25.2 — Nousrappelons que Si x et y sont deux réels tels que x < y, alors le segment [x, y] est défini par :

[x,y]:={zeR: x<z<y}.

REMARQUE C25.3 —  Nous pouvons observer, au moyen d'une figure qu'un réel z appartient au segment [x, y] si et
seulement si
0 1 X z y R
3rel0,1], yz =A-yx - - - - s g
- —~ ¢ yz
z-y x=y .
< NES

i.e. sietseulement s’il existe 1 € [0,1] tel que z = A-x+(1—A)-y. Ces considérations conduisent a formuler I'énoncé suivant.

LEMME C25.4 (DESCRIPTION EN EXTENSION D’UN SEGMENT REEL)
Soient x, y des nombres réels tels que x < y. Alors

{zeR:x<z<y}={Ax+1-Vy: 1€[0,1]}

Démonstration — Soitze {Ax+(1-A)y: A€[0,1]}.

e Commex<yetd>20,Ax<Ay,douz=Ax+1-Dy<Ay+1-AN)y=y.

e Commex<yetl-A120,1-Nx<A-ADy,doutx=Ax+1-VDx<Ax+(1-Dy==z
Ainsix < z<y.

Soit z € R tel que x < z < y. Nous devons déterminer un A € [0,1] tel que z = Ax + (1 — 1) y. L'étude ci-dessous, nous

z— -z
invite a poser A := 2 _J . Vérifions que ce choix convient.
X-y y—-x
Y-z
e Commey—z>0ety—x>0,A1= x>0'
! . . y-z
e Comme x < z, —z< —xetdonc y—z < y—x.Puisque y— x>0, il vient A = <1
y—x
z— z— z— X—-2z ZX—YyX+Xy—2
-Ax+(1—/l)y:—yx+(1— y) I A e (i A
x— x-y X-y x-y x-y

S 2. FONCTIONS CONVEXES

DEFINITION C25.5 (CONVEXITE/CONCAVITE D’UNE FONCTION)
Soit une fonction f: I — R.

1. f est convexe si
V(x,y)EIZ, V1e[0,1], fAx+(1-DMY)<Af)+A-Vf(y

2. f estconcave si

V(x,y)EIZ, vAelo,1], fAx+A - Z2Af0)+A -V f(y)
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REMARQUE C25.6 —  Une fonction f: I — R est concave si et seulement si son opposée —f est convexe (resp.
strictement convexe). Nous allons étudier principalement les fonctions convexes dans la suite. Les résultats que nous
établirons pour ces fonctions se transposeront aux fonctions concaves grace a I’'observation précédente.

REMARQUE C25.7 — Soient une fonction f: I — R, (x1,x2) € I? et A € [0, 1]. Considérons les trois points

A (x1, f(x1)) Az (X2, f(x2)) BA-x1+(1-A)-x2, f(A-x1+(1=21) - x2))

de la courbe représentative de f, notée <€f. Le segment [A;, Ay], dont les extrémités sont des points de ‘gf, est appelé une
corde de €. Notons C le point de la corde [A;, Az] d’abscisse A - x1 + (1 - A) - xo.
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. . . fl2) = f(x) . . . .
La droite (A; A2) a comme coefficient directeur e et passe par le point de A;(x;, f(x1)). Son équation carté-
2= X1
sienne réduite est donc: o) - £0)
X2) — f(x
y= ;-(x—x1)+f(x1)
X2 — X1

Ainsil'ordonnée de C est-elle A- f(x;) + (1 — A) - f(x2). Nous déduisons de cette étude que :

Cestau-dessusde B <<= fl-x1+(1-A)-x) < A-fx))+A-A1):f(x2).

~ ~
ordonnée de B ordonnée de C

Ceci étant vrai pour tout (x;,xp) € I 2 et pour tout A € [0, 1], nous en déduisons que

la fonction f est convexe
si et seulement si

toutes les cordes de 6 sont au-dessus de €.
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EXERCICE C25.8 — On donne ci-dessous le graphe d’'une fonction f: [1,11] — R. La fonction f est-elle convexe?
Justifier la réponse en complétant le graphique.

A @
1 1
: : : >
0 1 5 6 7 8 9 10 11
_1 ]
REMARQUE C25.9 —  Soient (a,b) € R et f la fonction affine définie par
R — R
f X — ax+b
La fonction f est convexe et concave.
EXERCICE C25.10 — Soit f: R— R une fonction convexe et concave. Démontrer que f est affine.
PROPOSITION C25.11 (CONVEXITE DE LA FONCTION CARREE)
La fonction
R — R
Fle o 2
est convexe.
EXERCICE C25.12 — Démontrer que la fonction
R>0 I R
1
f X — —_
X
est convexe.
§ 3. INEGALITE DE JENSEN
LEMME C25.13 (UNE PROPRIETE DE STABILITE D’UN INTERVALLE)
n
Soient n € N3, pour tout (x1,...,X,) € I", pour tout (11,...,A,) € (Ry)" tel que Z A; =1.Alors
i=1
n
Z Ai-xjel
i=1
Démonstration — Notons x,, le plus petit des réels x,..., x, et xps le plus grand des réels xy, ..., x,. Alors

Viell,n] Aj-xp <Ax; <Aj-xym [A; = 0]

n n n
En sommant membre-a-membre ces n inégalités, il vient Y A;-x,, < ) A;-x; < Y A;- xp puis
i-1 i-1 i-1

Ai-xi < Xpm A +...+A,=1]
1

Xm <

n

1=
n

Comme X, et x); appartiennent a I'intervalle I, nous en déduisons Z Ai-x; €l
i=1
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PROPOSITION C25.14 (INEGALITE DE JENSEN)
Soit f: I — R une fonction convexe. Pour tout n € N», pour tout (x1,...,Xp) € I'*, pour tout (44,...,A,) € (Ry)" tel que

n
Z/li =1
i=1

f(iﬂi‘xi) i‘ Jx)

Démonstration — Nous raisonnons par récurrence et posons, pour tout n > 2

n n
2P(n) : «pour tout (x1,...,x,) € I", pour tout (1, ... n)E(R+)”telqueZ/l =1, f(z/l xl)<27ti~f(xi) »
i=1

i=1 i=1

o Initialisation & n = 2. Soient (x1, x2) € I? et (11, 12) € (R4)? tel que Ay + A,. Alors 17 € [0,1] et A = 1 — Ay. Ainsi, d’apres la

définition d’'une fonction convexe

fAr-x1+22-x)=fA1-x1+(Q=A1) - x2) <A1 - fe) + A =A1) - fx) = A1 - f(x1) + A2+ f(x2)

n+1
o Hérédité. Soit n > 2 tel que 22 (n) est vraie. Soient (x1,...,%X,11) € I et (A1,...,1ns1) € R tel que Z A;=1.
i=1
— Supposons 1,41 # 1. Nous observons que

n
1=Aps1=)_4;>0

et alors

n+l n
f(i_zl/li'xi) = f (1=An41)- (; 1 /1n+1 . )+ An+1 *Xn+l
poids ~—————_ poids complémentaire point
point
A;
< A=Ape1)- Z— Xi |+ Ans1 f(Xnt1) [f est convexe]
z=1 /1n+1
A;
< (1=Aps1)- Z (X)) + Apgr - f(xpe1) Pn), 1-Ays1 =0et Z — =1
1- /1n+1 /1n+1
w_/
>0
n+l
= Y Ai-flx)
i=1
— Supposons 1,41 = 1. Alors
n
A =0
=1
>0
etdonc A; =...= 1, =0. Lassertion
n+1 n+1
FI Aiexi | <) i f(xd)
i=1 i=1
a démontrer s’écrit alors f(x,+1) < f(x,+1) qui est claire.
n 2 n
EXERCICE C25.15 — Soit n € N3,. Démontrer que pour tout (xy,...,x,) € R Z n-y xz.
i=1 i=1
n 1 n
EXERCICE C25.16 — Soit n € N>,. Démontrer que pour tout (x1,...,X,) € (R>0)", Z — X x> n?
i=1%i ) \i=1
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§ 4. INEGALITE DES TROIS PENTES

PROPOSITION C25.17 (INEGALITES DES TROIS PENTES)
Soit f: I — Rune fonction convexe. f2) - fx)
Pour tout x < y < zdans I ) -f 1 z—x c'gf
- X
fW-f® _ f@-f® _ [@-fO) !
y—x = zZ-X h P
______ f@-fy)
_____ J—%
yi 3
Démonstration — e Nous observons que y € [x, z]. Il existe donc A dans [0, 1] tel que y = Ax + (1 — A)z. On calcule
A= - y. Comme la fonction f est convexe, f(Ax+ (1 -1)z) < Af(x)+ (1 - A1) f(z), ce quis’écrit encore
z—Xx
z— -X
® o<+ I r@.
z—X z—Xx

f(y)—f(x)<f(z)—f(x)

~
y—x z—X

f(y)—f(x)<f(z)—f(x)

~
y—x z—X

.Comme y—x>0

e Démontrons

fO-fm< % (F(@) - F(x)

- X

= <2 r@-r+rw="2rw+Irw.
z—x z—X z—X
Cette derniere inégalité est vraie d’apres (x). La premiere |'est donc également.
f@) - f(x) _ fR-fW

~
z—X z—y

f(z)—f(x)<f(z)—f(y)

~
z—X z—y

e Démontrons .Comme z—y>0

% (F@) - F) < f@) - )

z- z=y y—x
< _—_— — = — _— .
= f<f(2) Z_x(f(Z) fx) Z_xf(x)+z_xf(Z)

Cette derniére inégalité est vraie d’apres (*). La premieére 'est donc également.

¢ Remarque. En analysant la démonstration ci-dessus, on peut observer que 'une quelconque des deux égalités de I'in-
égalité des trois pentes implique la convexité de la fonction f, d’oli une forme de réciproque.

PROPOSITION C25.18 (CARACTERISATION DE LA CONVEXITE PAR LA CROISSANCE DES PENTES)
Soit f: I —— Rune fonction. Lapplication f est convexe si et seulement si, pour tout a € I, la fonction

I\{a} — R

Pa . fx) - fla [fonction pente au point a]
x—a

est croissante.

5 le 27 mai 2023 a 07h43



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

PROPOSITION C25.19 (POSITION D’UNE COURBE DE FONCTION CONVEXE PAR RAPPORT A UNE DE SES SECANTES)

Soient f: I R une fonction convexe, a, b des points de I tels que a < b et A(a, f(a)) et B(b, f (b)) les points de la
courbe 6 d’abscisses respectives a et b.
b
1. Vxela bl f(x)< w (x—a)+ f(a)
2. Vxel\la,b] f(x)=> AORSIC) ) f( & (x—a)+ f(a)
REMARQUE €25.20 —  Nous conservons les notations de la proposition C25[19] La droite sécante (AB) a la courbe

6 a pour équation réduite

_f(b)—f(a). _
=T (x—a)+ f(a)

Le 1 de C25[19]signifie que

la sécante (AB) est au-dessus de la courbe € sur I'intervalle [a, b]

etle 2 de C25[19 exprime que

la sécante (AB) est en dessous de la courbe 6ren dehors de 'intervalle [a, b]

ce qu'illustre la figure ci-dessous.

\
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S 5. DES PROPRIETES REMARQUABLES DES FONCTIONS CONVEXES (HP)

EXERCICE C25.21 — Soit f: [a, b] — R une fonction convexe continue. Démontrer que I'’ensemble des points ol f
admet son minimum est un segment.

EXERCICE C25.22 — Soit f: [a, b] — R une fonction convexe continue. Démontrer que f atteint son maximum en a
ouen b.
EXERCICE C25.23 — Soit f: R — R une fonction strictement convexe, i.e. telle que, pour tous réels x, y distincts

YA€[0,1] fA-x+(1-A)-P<A-fX)+1A-A)-f)

Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet au plus deux solutions.
EXERCICE C25.24 — Soit f: R— R une fonction convexe majorée. Démontrer que f est constante.

EXERCICE C25.25 — Soit f: I — R une fonction convexe admettant un minimum local en un point intérieur de I.
Démontrer qu’il s’agit d'un minimum global.

EXERCICE C25.26 — Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R une fonction convexe. On note I l'intérieur de I, qui est
I'intervalle I éventuellement privé de ses extrémités.

1. Démontrer que f est dérivable a droite et 2 gauche en tout point de 1.

2. En déduire que f est continue sur .

REMARQUE C25.27 — Une fonction convexe n’est pas nécessairement continue.
Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R une fonction convexe sur I. D’apres 4 5
CgS la fonct_ion f est C(?ntinue en t9ut point .de I ) )mais elle n e.st’pas néces- discontinue en 0
sairement continue sur I (il peut y avoir discontinuité aux extrémités), comme 37 K
le montre 'exemple de la fonction PPt
24 & Re
[1,+o0] — R et €r
f . 1 six>1 1+ K
2 six=1
qui est convexe, mais discontinue en 1. 2 4 6 8
REMARQUE C25.28 — Une fonction convexe n’est pas nécessairement dérivable.

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R une fonction convexe Gl

sur 1. D’apres C25[26} la fonction f est dérivable a droite et
a gauche en tout point de l'intérieur T de I, mais elle n'est non dérivable en 0
pas nécessairement dérivable en tout point de f, comme le
montre I'exemple de la fonction valeur absolue (convexe sur

R, mais non dérivable en 0).
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S 6. FONCTIONS CONVEXES DERIVABLES

Soit f: I — R une fonction.

1. Si f est dérivable sur I alors

f est convexe = f est croissante.

2. Si f est deux fois dérivable sur I alors

THEOREME C25.29 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES (RESP. DEUX FOIS DERIVABLES) CONVEXES)

festconvexe <<  f">0.

COROLLAIRE C25.30 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES (RESP. DEUX FOIS DERIVABLES) CONCAVES)

Soit f: I — Rune fonction.

1. Si f est dérivable sur I alors
f est concave = f' est décroissante.
2. Si f est deux fois dérivable sur I alors

f estconcave < f"<o.

EXEMPLE C25.31 —
La fonction exponentielle est convexe sur R.

6in

La fonction logarithme est concave sur Rs.

-2 -1 1 2

. . T
La fonction sinus est concave sur [0, E] .

0.8 +
c'gsin
0.6

0.4 +

0.2 +

02 04 06 08 1 12 14
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toutes ses tangentes, i.e. si et seulement si

Vxoel Vxel

[ —/_\

1 (x0) (x — x0) + £ (x0) —’_\
f(x(]) "’\

—

THEOREME C25.32 (LE GRAPHE D’UNE FONCTION CONVEXE DERIVABLE EST AU-DESSUS DE SES TANGENTES)
Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. La fonction f est convexe si et seulement si son graphe est au-dessus de

30 1

207

10 +

F0) = f(x0) (x — x0) + f (x0)-

R -_——— e m o=

=

EXERCICE C25.33

1. Démontrer que I'intersection du graphe de f et

— Soit f: I — Rune fonction convexe dérivable et soit xg € I.

de sa tangente au point d’abscisse xo est un intervalle de R?.

2. Quedire de plus si f est strictement convexe, i.e. si pour tous points distincts x, y de I

vAel[o,1]

S 7.

fAx+A=-1-N<A-fX)+A=-1)-f(y)

QUELQUES INEGALITES DE CONVEXITE CLASSIQUES (HP)

VxeR ef>14+x

PROPOSITION C25.34 (INEGALITE DE CONVEXITE POUR exp)

Vxe]—-1,+o0[ Inl+x)<x

PROPOSITION C25.35 (INEGALITE DE CONCAVITE POUR In)

4] T
2 4
(ngln(l+x)
2 4
2 1
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PROPOSITION C25.36 (INEGALITES DE CONCAVITE POUR Sin)

1.5 %

T 2 .
Vxe[o,—] —x<sin(x) < x
2 T

corde
0.5 |

THEOREME C25.37 (INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE)
Soient n € N>, et (x1,...,X,) € (Ri)" Alors

fi-) -

1 n
a g

4

1
EXERCICE C25.38 — Linégalité arithmético-géométrique, pour n = 2, s’écrit y/x1x2 < 3 (x1 + x2), pour tout (x1, x2) €

2
(R:) . En donner une démonstration élémentaire.

EXERCICE C25.39 — Soit A € /4, (R) une matrice bistochastique, i.e. telle que :
() les coefficients de A sont positifs ou nuls;
(b) la somme des coefficients de chaque ligne de A vaut 1;
(c) lasomme des coefficients de chaque colonne de A vaut 1.
X1 N " "
Soit X=| : | €.y (R) telque x; >0,...,x,>0etY = AX = : |. Démontrer [ [ x; <[] yi.

i=1 i=1
Xn Yn

THEOREME C25.40 (INEGALITE DE YOUNG)
Soient p >0 et g > 0 tels que ; + 5 = 1. Alors

1 1
V(x,y) € (RE)? x.yg;xu;.yq

COROLLAIRE C25.41 (INEGALITIE DElHﬁLDER)
Soient p >0 et g > 0 tels tel que ; + 5 =1. Soit n € N3 ,. Alors

—

1
n n r

Y(x,..., %) € RY" Y(1,...,yn) € RY" in-yi<(2x§’) :
i=1 i=1

£

THEOREME C25.42 (INEGALITE DE MINKOWSKI)
Soit p > 1 et (X1,..., Xn, Y1,-.., ¥n) € R*". Alors

P
<

1
P

n n }_17 n
3 lxi+yil? Yoxl?| + | X 1yil?
i=1 i=1 i=1
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