Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

CHAPITRE N°24
MATRICES

NoOTATION C24.1 — Dans tout ce document, la lettre K désigne un corps qui peut étre R ou C.

§ 1. MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS DES BASES

DEFINITION C24.2 (MATRICE D’UN VECTEUR DANS UNE BASE)
Soient

o E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1

e e=(ey,...,ey) une base de E
Si x € E, il existe un unique (x1,...,x,) € K" tel que

n
xX=) Xi-e [I'existence (resp. 'unicité) vient du caractere générateur (resp. libre) de e]
i=1

X1
La matrice du vecteur x dans e, notée Mat,(x) est vecteur colonne défini par Mate(x) := | : | € .4;,1(K).

Xn

REMARQUE C24.3 —  On garde les mémes notations que celles de C242] Lapplication

Mpi(K)  — E

X1
n
— le-.el-
i=1
Xn

est linéaire (exercice laissé au lecteur), injective (e est libre) et surjective (e est génératrice de E). Il s’agit donc d'un isomor-
phisme. Son application réciproque, qui est elle aussi un isomorphisme, est

E — -/ﬂn,l(K)
X +— Mate(x)

Mat,
EXERCICE C24.4 — Onnote %, = (e, ez, e3) la base canonique de RS,

1. Déterminer la matrice de u = (1,2,3) dans la base %.
-1

2. Déterminer le vecteur v € R3 tel que Matg, (v) =| 3
5

3. Justifier que la famille %8 := (f; = (0,1,1), f2 = (1,0,1), f3 = (1,1,0)) est une base de R®.

4. Déterminer la matrice de u dans la base 3.

-1
5. Déterminer le vecteur w € R tel que Matg(w) = | 3
5
EXERCICE C24.5 — Soient n€ N3, et % la base canonique de R, [X].

1. Déterminer la matrice de A= X" —2X + 3 dans la base %.

k
2. Pour tout k € [0, n], on définit le polynéme Pj. par Py := Z X;. Démontrer que la famille 98 := (Py) k[0, €St une
i=1
base de R, [X].

3. Déterminer la matrice de X" dans la base %,.
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DEFINITION C24.6 (MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS UN COUPLE DE BASES)
Soient
 Eun K-espace vectoriel de dimension finie p 2> 1 muni d'une base e = (e, ..., ep)
e Fun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 muni d'une base f = (fi,..., f)
e ue 4(EF) -
La matrice de I'application linéaire u dans le couple de bases (g, f ) est la matrice notée Mat, r(u), dont la description en
uplet de colonnes est donnée par -

Matg,z(u)::( Mats(u(er) | Matp(u(er) | ... | Matp(uley)) )eﬂn,p(K)
Ainsi, pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p]

[Matg,[(u)] . := i-eme coordonnée du vecteur u(e;) € F dans la base f

EXERCICE C24.7 — On note %, (resp. %3) la base canonique de R? (resp. R3). Soit f I'application linéaire définie par
R® — R?
! (x,,2) — (x+y+2z,2x—-3y+4z)

1. Déterminer Matg, g, (f).

2. Démontrer que 63 := ((7,-2,-5), (1,1,1), (1,-1,1)) est une base de R® et justifier que 6, := ((1,1), (1,—1)) est une
base de R2.

3. Déterminer Mat, «, (f).

DEFINITION C24.8 (MATRICE D’UN ENDOMORPHISME DANS UNE BASE)
Soient
e Eun K-espace vectoriel de dimension finie # > 1 muni d'une base e = (ey, ..., e,)
e ue Z(E)
La matrice de I'endomorphisme u dans la base e est la matrice notée Mat,(u) := Mat, (1), dont la description en uplet
de colonnes est donnée par

Mat,(u) := ( Mate(u(er)) | Mato(u(ez)) | ... | Mate(ulen) )€ MpK)
Ainsi, pour tout (i, j) € [1,n]?

[Matg(u)]l. i := i-eme coordonnée du vecteur u(e;) € E dans la base e

EXERCICE C24.9 — Onmunitle R-espace vectoriel C de sa base canonique %8 := (1, i) et on fixe un nombre complexe
a+ib ot (a,b) € R?\ {(0,0)}. Déterminer la matrice de 'application linéaire

cC — C

z — (a+ib)-z [similitude de centre O, de rapport |a + ib| et d’angle arg(a + ib), cf. C3.171]

f

dans la base %.

EXERCICE C24.10 — Soient F:={(x,y,2)€R®: x+y+z=0}etG={(a,a,a) : acR}.
1. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R.
2. On note %, la base canonique de R et p la projection de R3 sur F parallélement 4 G. Calculer Matg, (p).
3. Calculer Matg, (p)?.
4. Soit 2 une base de R® adaptée 4 la décomposition R® = F @ G. Que vaut Matg(p)?
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PROPOSITION C24.11 (COORDONNEES DE L'IMAGE D’UN VECTEUR PAR UNE APPLICATION LINEAIRE)
Soient

 EunK-espace vectoriel de dimension finie p > 1 muni d'une base e = (ey, ..., ep)

e Fun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 muni d'une base f = (fi,..., fn)

e ue £ (E,F)
Alors
VxeE Matg(u(x))=Mat, r(u) x Mate(x)
Démonstration — Soit x € E. Nous démontrons que les deux matrices Mat s (u(x)) et Mat, ¢(u) x Mat,(x), toutes deux

de format (n,1), ont méme coefficient d’adresse (i, 1), pour tout i € [1, r].

ux) = (Z Mate(x)] N e-) [définition de Mat,(x)]

I
M=

[Mat,(x)]; | -u(e;)  linéarité de u]

~.
Il

n

[Mat,()] Z[Mate f(u)] i |deéfinition de Mat,, ()

Il
. Mt:

—.
Il
—_

~

- l(f

[Mate f(u)] - [Mat, ()] )
j=1

I
—

Il
™=

Mat,, ¢ (1) x Mat,(x) - fi définition du produit matriciel
f i1 P

1l
—

D’apres la définition de la matrice Mat ¢ (u(x)), nous en déduisons que, pour tout i € [1, n]

[Matg,j:(u) X Matg(X)] o [Matﬁ(”m)] il

THEOREME C24.12 (ISOMORPHISME FONDAMENTAL DE Z (E, F) SUR .4y, ,(K) ASSOCIE A UN COUPLE DE BASES)
Soient

» Eun K-espace vectoriel de dimension finie p > 1 muni d'une base e = (ey, ..., ep)

e Fun K-espace vectoriel de dimension finie 7 > 1 muni d'une base f = (fi,..., fn)

Lapplication
(2(E,F),+,') - (-/”n,p(K))-"r')
u — Mat, ¢ (1)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
Démonstration — e Linéarité. Soient (1, v) € Z (E,F) et (A, u) € K2. Nous démontrons que les matrices Matg,f(/l- u+

u-v)etd- Mat,, r(u) + pu-Mat,, r(v), toutes deux de format (n, p), ont méme j-iéme colonne, ou j € [1, p].

A-u+p-v)e) = A-ulej)+pu-viej)

n n
= 1) [Mate,f(u)] o fitpe ), [Mate,f(v)] - f; [déﬁnitions de Mat,, (1) et Mat, f(v)
i=1 o bl i=1 = ] =L eJ

n
= l_zl(l [Maté’f(u)]i,j +u- [Matg,i(v)]iyj) fi
D’apres la définition de la matrice Mat,, ¢ (A - u + u - v), il vient, pour tout i € [1, n]

Matg,l(it- u+p- U)]i,j =A- [Mat‘i’f(u)]i,j +u- [Matgl(v)]w =: [A-Matg‘f(u) +,u-Mat§y£(v) .

* Bijectivité. Nous définissons pour tout (i, j) € [1, pl x [1, nl, u; ; comme étant I'unique application linéaire de E dans F
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telle que
i sik=i
Ve[l pl ui,j(ek):{ él sik#i

Nous savons que la famille (u,-,j)(l. Pell,plxIL,nl est une base de Z (E, F) (C20.74). Comme, pour tout (i, j) € [1, pl x [1, n]

Ma‘[gyz (u,-yj) =Eji:= (5k,j .5[/)(]{!)‘5[[“1]])([[1’!)]]

I'application linéaire ¢ envoie une base de £ (E, F) sur une base de .4, ,(K). Il s’agit donc d’'un isomorphisme.

EXERCICE C24.13 — Soient % := (1, X, X?) la base canonique de Ry [X], € := (e1, e, €3, e4) la base canonique de R* et
f € £ (Ro[X],R?) telle que
1 1 1
1 2 4
Matg«(f) =, 3 9]¢ M4,3(K)
1 4 16

1. Expliciter I'application f.

2. Démontrer que 'application f est injective.
3. Lapplication f est-elle surjective?

4. Donner une base de Im f).

THEOREME C24.14 (COMPOSEE D’APPLICATIONS LINEAIRES VS. MULTIPLICATION DE MATRICES)
Soient

 E un K-espace vectoriel de dimension finie p > 1 muni d'une base e = (ey, ..., ep)

e Fun K-espace vectoriel de dimension finie 7 > 1 muni d'une base f = (fi,..., i)

» G un K-espace vectoriel de dimension finie m > 1 muni d'une base_g =(g1,--,8m)

e ue £ (E,F)etve £ (FG) N
Alors

Mat,, ¢ (vo u) = Maty ¢ (v) x Mat, ¢ (1)

Démonstration — Comme Mat,g(vo u) € My, p(K), Maty ¢ (V) € M, ,(K) et Mate, r(u) € 4y ,(K), le produit matriciel
Maty ¢ (v) x Mat, ¢(u) est bien défini et les matrices Mat,, g (v ou) et Maty ¢ (v) x Mat,, ¢ (u) ont toutes deux le format (m, p).
Nous démontrons qu’elles ont méme j-ieme colonne, ou j € [1, p]. o B

n
v(ulej)) = V(Z [Mate,f(u)] ' fl) [déﬁnition de Mat,, r(u)
i=1 et e

n
= Z [Mate, /~(u)] v [linéarité de v]
i=1 T

m

n
- l:Zi [Matﬁv[(”)] 0 kgl [Matiyg(v)] v 8k [déﬁnition de Maty,¢(v)

- L (i [Matgw)], [Mat‘f‘f(”)]i,f) o

k=1\i=1
m

= [Matf,g(u) x Matg,f(u)] 6 8K [définition du produit matriciel|
k=1 o - ’

D’apres la définition de la matrice Mat, ¢ (v o u), il vient, pour tout k € [1, m]

[Matgé,(yo u)]kj = [Mati;g(u) X Matgi(u) b
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COROLLAIRE C24.15 (ISOMORPHISME FONDAMENTAL DE £ (E) SUR .#,,(K) ASSOCIE A UNE BASE)
Soit
e Eun K-espace vectoriel de dimension finie # > 1 muni d'une base e = (ey, ..., e,)
L'application
(Z(E),+,0,:) — (Mp(K),+,x,")
u — Mat, (1)

est un isomorphisme de K-algebres, i.e. un isomorphisme de K-espaces vectoriel et un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration — e D’aprés C24[12] 'application ¢ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
« D’apres C24[9]
Y(u,v)e £(E? @vou):= Mat, (v o u) = Mat,(v) x Mate(u) = @(v) x ¢(u)

o Comme, pour tout i € [1, n], idg(e;) = e;, la matrice de idg dans la base e est la matrice identité I,,, i.e. ¢(idg) = I,.

EXERCICE C24.16 — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 > 1 muni d'une base 28 et s une symétrie
vectorielle de E. Calculer les puissances de la matrice A := Matg(s) € 4, (K).

EXERCICE C24.17 — Soient n € N* et A€ /1 (K) la matrice définie par

0 sij=1

P 2 e
vepemalt s e

Démontrer que la matrice A1 est nulle.

COROLLAIRE C24.18 (LIEN ENTRE MATRICES INVERSIBLES ET ISOMORPHISMES)

Soient
 E un K-espace vectoriel de dimension finie p > 1 muni d'une base e = (ey, ..., ep)
e Fun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 muni d'une base f = (fi,..., i)
e ue #£(EF) -

On dispose des deux résultats suivants.

1. Lapplication linéaire u est un isomorphisme si et seulement si p = n et la matrice Mat,, r(u) est inversible.

2. Sil'application linéaire u est un isomorphisme, alors

i
Mati,g(u_l) = (Matg'j_r(u))

Démonstration — Supposons que f est un isomorphisme. Alors E et F ont méme dimension, i.e. p = n. Lexis-
tence de 'isomorphisme réciproque de u et C24[T4nous permettent d’écrire

Mat, r(u) x Maty, (u™") = Mat f, f (uo ul)= Mat f, f (idp) = I

et
Maty (u™!) x Mat,, r (1) = Mate,e(u'ou) =Mate, e(idg) = I,

La matrice Mat, ¢(u) est donc inversible et son inverse est la matrice Maty , (u™).
Supposons p = n et A:= Mat, r(u) inversible. D’apres C24 il existe une unique application linéaire v € £ (F, E)

telle que
Maty . (v) = A" € M, (K)

D’apres C24[14]
Matf,f(uo V) = Matg‘f(u) X Matf,g(v) =Ax Al = I, = Matf‘f (idp)

et
Mat, o (vo u) = Maty . (v) x Mat, r(u) = Alx A= I, =Mat,e (idg)

D’apres C24[12] il vient uo v = idF et vo u = idg. Donc u est un isomorphisme.
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EXERCICE C24.19 — SoientneN*, 8:=(1,X,...,X") labase canonique de K;[X] et

f Ku[X] — KilX]
P — P+P

1. Démontrer que f est un endomorphisme de K, [X].

2. Calculer la matrice de f dans la base 28.

3. En déduire que f est un automorphisme de K, [X].

S 2. APPLICATION LINEAIRE CANONIQUEMENT ASSOCIEE A UNE MATRICE

NOTATION C24.20 — Dans cette partie
» pour tout n € N*, pour tout i € [1, n], X,,; estle vecteur de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de
laligne i qui vaut 1;
* pour tout n€ N*, B, = (Xn1,Xn2,- ., Xn,n) désigne la base canonique de .41 (K);
« leslettres n et p désignent des entiers naturels non nuls.

DEFINITION C24.21 (APPLICATION LINERAIRE CANONIQUEMENT ASSOCIEE A UNE MATRICE)
Soit A € .y, (K). Lapplication linéaire canoniquement associée a A, notée ¢ 4, est définie par

-/ﬂp,l(K) - -/ﬂn,l(K)
P4 X — AX

Elle est caractérisée par Matg,, o, (pa) = A

PROPOSITION C24.22 (NOYAU D’UNE MATRICE)
Soit A € .4y, (K). Le noyau de A, défini par Ker (A) := {X €Mp1(K) : AX = Oﬂn,l(m}, vérifie

Ker (A) = Ker (¢ 4) [sous-espace vectoriel de ), 1 (K)|

Il s’agit de 'ensemble solution du systéme linéaire homogene associé a la matrice A.

PROPOSITION C24.23 (IMAGE D’UNE MATRICE)
Soit A€ #y,,(K). Limage de A, défini par Im (A) := {AX : X € 4,1 (K)}, vérifie

Im(A)=Im(ps)  [sous-espace vectoriel de .4, (K)]
SiCy, Cy,..., Cy désignent les vecteurs colonnes de A, alors

Im (A) = Vect(Cy, Gy, ..., Cp) [les vecteurs colonnes de A engendrent son image|

PROPOSITION C24.24 (RANG D’UNE MATRICE)
Soit A€ .y, ,(K). Le rang de A, défini par Rg(A) := dim (Im (A)), vérifie

Rg(4) =Rg(¢4)
Il possede les deux propriétés suivantes

Rg(A) +dim(Ker(A)=p et Rg(A) <min{n,p}

RAPPEL C24.25 — Soient E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie, u € £ (E, F) et v € £ (F, G). Nous savons
(C20.35) que si v est un isomorphisme, alors Rg(v o u) = Rg(u) et si u est un isomorphisme, alors Rg(vo u) = Rg(v).
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PROPOSITION C24.26 (INVARIANCE DU RANG D’UNE MATRICE PAR MULTIPLICATION PAR UNE MATRICE INVERSIBLE)
Soit A€ My, p(K).

1. Si P e GL,(K) alors Rg(PA) =Rg(A).
2. SiQeGLy(K) alors Rg(AQ) =Rg(A).

THEOREME C24.27 (CALCUL DU RANG D’UNE MATRICE PAR ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS)

Soit
o A€ My,p(K)
o Ee 4y, (K) une matrice échelonnée obtenue en appliquant I'algorithme du pivot de Gaull a A
» rle nombre de pivots de E

Alors
Rg(A)=r
EXERCICE C24.28 — Calculer le rang et une base de 'image de la matrice
1 2 -7 89
A=|10 0 2 1 7
0 0 0 01
EXERCICE C24.29 — Calculer le rang et une base de 'image de la matrice

1 2 3
A=(4 5 6
7 8 9

THEOREME C24.30 (CRITERES D’INVERSIBILITE D’UNE MATRICE)
Soit A une matrice de .4, (K) dont les colonnes sont notées Cy, Cy, ..., C,. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Aestinversible.
2. Ker(A) = {OMH(K)}
3. Vect(Cy,Cy,...,Cp) = Mu1(K)

4. Rg(A)=n
EXERCICE C24.31 — Soit N € ./, (K) une matrice nilpotente. Démontrer que la matrice I,, + N est inversible.
EXERCICE C24.32 — Soit A€ #,(K). On suppose qu’il existe un polynéme P € K[X] tel que

+00 k
E [Pl A" =04,
k=0

Démontrer que A est inversible si et seulement si P(0) # 0.
EXERCICE C24.33 — Soitla matrice
01 1
A:=|1 0 1|eszR
1 1 0

1. Déterminer la spectre de A défini par Specg(A) :={1€R: A-1-I3 ¢ GL3(R)}.
2. Déterminer, pour tout A € Specg(A), une base de E; (A) :=Ker(A—A1-I3).

THEOREME C24.34 (INVERSIBILITE A GAUCHE, INVERSIBILITE A DROITE ET INVERSIBILITE D’UNE MATRICE)
Soit A€ ./%n (K).

1. S’il existe B € 4, (K) telle que AB = I, alors A est inversible et A1=B.
2. S'il existe B € .4, (K) telle que BA = I,, alors A est inversible et A™! = B.
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§ 3. SYSTEMES LINEAIRES

PROPOSITION C24.35 (SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE)
Soient
e A€ J”n,p(l()
* (SH) le systeme linéaire homogene AX = 0 d'inconnue X € ./, 1 (K)
* Sol(SH) :={X € My, (K) : AX =0} I'ensemble solution de (SH)
Sol(SH) est un sous-espace vectoriel de .4, 1 (K) dont la dimension est p — Rg(A).

PROPOSITION C24.36 (SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE)
Soient
o A€My p(K)
e Be (K
* (S) le systeme linéaire AX = B d'inconnue X € .41 (K)
* (SH) le systeme linéaire homogene AX = 0 associé a (S) d’'inconnue X € .41 (K)
* Sol(S) :={X € 4, (K) : AX = B} I'ensemble solution de (S)
o Sol(SH) :={X € #,,1(K) : AX =0} I'ensemble solution de (SH)

1. (S) est compatible si et seulement si B € Im (A)

2. si (S) est compatible et X}, est une solution « particuliere » de (S)

Sol(S) ={X, + X : X€Sol(SH)}  [sous-espace affine de ./, (K) de dimension p —Rg(A)]

PROPOSITION C24.37 (SYSTEME DE CRAMER)
Soient
o A€ My,pK)
e Be -/%n,l (K)
¢ (S) le systéme linéaire AX = B d'inconnue X € .4, 1 (K)
Sin = petsi Ae GL,(K) alors le systeme (S) est dit de Cramer et il posseéde une unique solution donnée par X = A~'B.

EXERCICE C24.38 — FEtudier, pour tout A € R, le systéme linéaire
-Ax + y + z =1
X - Ay + z =1
X + ¥y - Az =1
X
d’inconnue | y | € 45,1 (R).
z

S 4. CHANGEMENTS DE BASES

DEFINITION C24.39 (MATRICE DE PASSAGE D’UNE BASE A UNE AUTRE)
Soient
o Eun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1
e e=(ey,...,e;) une base de E
e f=(fi,-..,fn) une base de E
La matrice de passage de la base e ala base f est la matrice notée P,_. r définie par

Pg_,i 0= Mat]_v'g (idg) € A, (K)

Pour tout j € [1, n], la j-éme colonne de la matrice P,_. r est formée des coordonnées du vecteurs f; dans la base e.
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EXEMPLE C24.40 — Soient e = (e}, e2, e3) la base canonique de RS et

f:: (fl = (1y1)_1)yf2 = (1r2) 1))](.:'3 = (1;_1)2))

Démontrer que f est une base de R3, puis calculer les matrices Pe_.petPy_,.

PROPOSITION C24.41 (INVERSIBILITE ET INVERSE D’UNE MATRICE DE PASSAGE)
Soient

o Eun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1

e e=(ey,...,e,) une base de E

e f=(fi,-..,fn) une base de E
La matrice P,y est inversible et

=i
(Pep) = Ppe

EXERCICE C24.42 — Justifier que la matrice
1 1 1
A=|l1 2 -1|esR)
-1 1 2

est inversible et donner son inverse.

PROPOSITION C24.43 (EFFET D’UN CHANGEMENT DE BASE SUR LA MATRICE D’UN VECTEUR)
Soient
o Eun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1
e e=(ey,...,e,) une base de E
e f=(fi,-.., fn) une base de E
Alors
VxeE Matg(x)= P, rxMats(x)

THEOREME C24.44 (EFFET D’UN CHANGEMENT DU COUPLE DE BASES SUR LA MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE)
Soient

e Eun K-espace vectoriel de dimension finie p > 1

o % et %B, deux bases de E

e Fun K-espace vectoriel de dimension finie n > 1

e ¥ et 6, deux bases de F
Alors

Vue L(EF) Matg,, W) =(Pg_4) " xMatg, ¢ (W) x Pg, s,

COROLLAIRE C24.45 (EFFET D’UN CHANGEMENT DE BASE SUR LA MATRICE D’UN ENDOMORPHISME)
Soient

e E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1

o % et %B, deux bases de E
Alors

Vue L(E) Matg, ()= (Ps, gz,  xMatg, (1) x P, .z,
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EXERCICE C24.46 — Soit f 'endomorphisme de .43 ; (R) canoniquement associé a la matrice
1 0 1
A:=(0 1 0]|esR)
1 0 1

1. Déterminer la spectre de f défini par
Spec(f):={A€R: f—A-id n'est pas un automorphisme de .43, (R)}

Indication : Notons la base canonique de .43 ; (R) est notée %8s et fixons A € R. Alors

f—A-id n'est pas un automorphisme de /3 (R) <= Matg, ( -1 id) ¢ GL3(R) [C24.18]
< Rg(Matg, (f-A-id))<3  [C24.30]

On procede alors au calcul du rang de
Matg, (f — A-id) = Matg, (f) — A-Matg, (id) = A—1-I3
en appliquant I'algorithme du pivot de Gaul.

2. Onnote Ay < A1 < Az les éléments de Specg(f). Déterminer, pour tout i € {0, 1,2}, un vecteur de base u; de Ey, (f) :=
Ker (f - A; -id).
Indication : Fixonsi € {0,1,2} et X € .3 (R). D’apres la question 1, nous savons que Ker (f — A; -id) # {0}.

XeKer(f-21;-id) <= (f-2A;-id)(X)=0
< Matg, ((f - A;-id)(X)) = Matg, (0)
< Matg, (f —A;-id) x Matg, (X) =0  [C24.11]
— A-1;-Il)xX=0 [Matg, (X) = X|

On résout alors le systeme linéaire homogene (A—A; - I3) x X =0, d'inconnue X € .43, (R), en appliquant I'algo-
rithme du pivot de Gauf3.

3. Démontrer que 28 := (uy, Uy, u3) est une base de R3.
Indication : On démontre la liberté de la famille (u,, uy, u3), en introduisant un systéme linéaire homogene que
I'on résout avec I'algorithme du pivot de Gaulf. On conclut avec un argument de cardinalité-dimension.

4. Calculer la matrice D de f dans la base 2.
Indication : On s’appuie sur la définition et on observe que, par construction, pour tout i € {0, 1,2}, f(u;) = A;- u;.

5. Déterminer une matrice P € GL3(R) telle que
A=PxDxPpP!
Indication : I1s’agit d'un point essentiel. Le théoreme de changement de base, appliqué avec rigueur et précision,
estla clé.

6. En déduire les puissances de A.
Indication : Démontrer que, pour tout k € N

A¥ = px D¥ x p~!

Les puissances d’'une matrice diagonale sont aisées a calculer. Il reste a déterminer P~! et a calculer deux produits
matriciels.

EXERCICE C24.47 — Adapterladémarche del’exercice C24p0u1' déterminer une matrice P € GL3(R) et une matrice
diagonale D € /3 (R) telles que
1 1 1
1 0 1{=PxDxPpP!
1 1

10 le 9 juin 2023 a 19h53



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223

David Blottiére

S 5. MATRICES EQUIVALENTES ET RANG

NortaTION C24.48 — Dans cette partie, les entiers 7 et p désignent des entiers naturels non nuls.

RAPPEL C24.49 — Pourtout r € [0, min{n, p}]], on note Jp (r) la matrice de .4, (K) définie par

Odﬂn’p(K) sir=0

Tnp(r) = Zr: Eii sir>1 [matrice de Jordan]
i=1
1 0 0 0 0 O
1 0 0 O 01 0 0 0 O
EXEMPLE C24.50 — J34(2)=(0 1 0 Ofet/563)=|0 0 1 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

THEOREME C24.51 (REPRESENTATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE PAR UNE MATRICE DE JORDAN)
Soient

e Eun K-espace vectoriel de dimension finie p

e Fun K-espace vectoriel de dimension finie n

o ue ¥ (E,F)

« r:=Rg(f)

Il existe une base 28 de E et une base € de F telles que

Matgg ¢ (1) = Jp,p(7)

EXERCICE C24.52 — Soit f € £ (R* R3) I'application définie par

R4 — R3
(X1, X2,X3,X4) +—— (X1 +X2,2X1 +2Xp — X3 — X4, X3 + X4)

f

Déterminer une base 28 de R* et une base € de R® telles que

Matg ¢ (1) = J3,4(2)

DEFINITION C24.53 (MATRICES EQUIVALENTES)
Soit (A, B) € .#y,,(K)?. Les matrices A et B sont dites équivalentes si

H(RQ)EGLn(K)XGLp(K) A=P_1 xBxQ

Dans ce cas, on note A = B.

PROPOSITION C24.54 (PROPRIETES DE LA RELATION = SUR .4, ;,(K))
La relation = est une relation d’équivalence sur .4, , (K).

Soit (A, B) € .#y,,(K)?. Les matrices A et B sont équivalentes si et seulement s'il existe
e ue £ KP,K"
o %B,,%> deux bases de KP
e 61,6 deux bases de K"

tels que A = Matg, «, (1) et B=Matg, «, (1).

PROPOSITION C24.55 (MATRICES EQUIVALENTES ET REPRESENTATION D’UNE APP. LIN. DANS DES COUPLES DE BASES)

11
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THEOREME C24.56 (MATRICES DE RANG 7 VS. MATRICES EQUIVALENTES A Tn,p(1)
Soient A€ 4y, ,(K) et r € [0,min{n, p}].
RgA) =1 — A=y,

COROLLAIRE C24.57 (CARACTERISATION DES MATRICES EQUIVALENTES PAR LE RANG)
Deux matrices de .4, , (K) sont équivalentes si et seulement si elles possedent le méme rang.

REMARQUE C24.58 —  Les matrices Jy,,(r), ol 7 € [0,min {n, p}]], forment une liste exhaustive et sans répétition des
classes d’équivalences de la relation = sur .4, , (K).

EXERCICE C24.59 — Les matrices A et B définies ci-dessous sont-elles équivalentes?

1 2 3 4 4 0 1 1
A=(1 0 2 2|edzs(K) et B:=|3 3 4 2|e 34K
3 8 5 7 1 2 3 1

PROPOSITION C24.60 (RANG DE LA TRANSPOSEE D’UNE MATRICE)
Pour tout A € 4}, (K)

Rg(A) =Rg(A")

DEFINITION C24.61 (MATRICE EXTRAITE D’UNE MATRICE)
Soient A € .y, ,(K) et r € [0,min{n, p}]. On appelle matrice extraite de A de format (r, r) toute matrice de la forme

Aa,p = ([Alatir,p() i, jyep, e € Ar K

ou
e a: [1,r] —— [1, ] est une application strictement croissante
e B:[1,r] —— [1, pl est une application strictement croissante

La matrice A g est obtenue en supprimant les lignes d’indices autres que a(1),...,a(r) et les colonnes d’indices autres
que B(1),..., B(r).

EXERCICE C24.62 — Donner toutes les matrices extraites de format (2,2) de la matrice

1 2 7 -1
A=|5 -3 4 6 |eds4K)
9 0 -2 8

NOTATION C24.63 — Pour tout A € #;,,(K), pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p]
e A. jdésignela j-eme colonne de A
e A;.désignela i-ieme ligne de A

LEMME C24.64 (RANG D’UNE MATRICE ET SUPPRESSION DE COLONNES/LIGNES)
Soit A € My, p(K).

1. Sire[l,pletBell, rl —— [1, pl est une application strictement croissante, alors
Rg((A.pmy | Aup |- 1 Aupi))) <RE(A)
2. Sire[l,n] etac[l,r] — [1, n] est une application strictement croissante, alors

Rg((Aaq)e | Aa@,e | -1 Aa@,+ ) <Rg(A)
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PROPOSITION C24.65 (RANG D’UNE MATRICE EXTRAITE)
Soient

o Ae MK

e r€[0,min{n, p}]

e a: [1,7r] —— [1, n] est une application strictement croissante

e B:[1,r] —— [1, pl est une application strictement croissante
Alors

Rg(Aq,p) <Rg(A)

EXERCICE C24.66 — Soient
o A€ Ml pK)
o r€[0,min{n, p}]
e a: [1,7r] —— [1, n] est une application strictement croissante
e fB:[1,r] —— [1, p] est une application strictement croissante

On note
o By =(ep1,€p2,...,epp) labase canonique de K”
o B, =(en1,en2-..,enn) labase de canonique de K"
o B, =(er1,6r2,...,6rr) labase canonique de K"
* ¢pa€Z (KP,K") I'application linéaire définie par Matg, %, (¢4) = A
Soient t € & (K",KP”) définie par
Vjell,r] terj) =ep g

et € £ (K",KP) définie par

K" — K"
- n r
X = Z Xk enk — Zxa(i)'er,i
k=1 i=1

1. Calculer Matg, (mo@aot).
2. En déduire le résultat de C24[65]

THEOREME C24.67 (CARACTERISATION D’UNE MATRICE DE RANG PLUS PETIT QUE 7 PAR SES MATRICES EXTRAITES)
Soient
o A€My p(K)
e r€[0,min{n, p}]
Alors
Rg(A)<r <= toute matrice extraite de A de format (r,r) est non-inversible

COROLLAIRE C24.68 (CARACTERISATION DU RANG D’UNE MATRICE PAR SES MATRICES EXTRAITES)
Soient

e A€ -/”n,p(K)

e re[0,min{n, p}
Sir <min{n, p}

toute matrice extraite de A de format (r + 1, r + 1) est non-inversible
Rg(A)=r <= et
il existe une matrice extraite de A de format (r, r) qui est inversible

et

Rg(A) =min{n,p} < ilexiste une matrice extraite de A de format (min{n, p}, min{n, p}) qui est inversible
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§ 6. MATRICES SEMBLABLES ET TRACE

NoTATION C24.69 — Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

DEFINITION C24.70 (MATRICES SEMBLABLES)
Soit (A, B) € .#,,(K)2. Les matrices A et B sont dites semblables si

IPeGL,(K) A=P 'xBxP

Dans ce cas, on note A ~ B.

EXERCICE C24.71 — Que dire d'une matrice A € .#,,(K) semblable a I,,?

PROPOSITION C24.72 (PROPRIETES DE LA RELATION ~ SUR ./, (K))
La relation ~ est une relation d’équivalence sur .4, (K).

PROPOSITION C24.73 (MATRICES EQUIVALENTES ET REPRESENTATION D’UN ENDOMORPHISME DANS DES BASES)
Soit (A, B) € .#,(K)2. Les matrices A et B sont semblables si et seulement s'il existe

e ue £ K"

o %B,,%, deux bases de K"
tels que A = Matg, (1) et B =Matg, (u).

EXERCICE C24.74 — Soit A€ 4, (R) telle que A2 =1, A# I, et A# —I,. Démontrer qu'’il existe r € [1,n—1] tel que
A~ ( Ir Owﬂr,n—r(K))
Odﬂn—r,r(K) _In_r
EXERCICE C24.75 — Soit A€ 4, (R) telle que A=A A#T, et A# 0.4, - Démontrer qu’il existe r € [1, n—1] tel que
A~ ( Ir Ovﬂr,n—r(K))
0.t O,

DEFINITION C24.76 (TRACE D’UNE MATRICE CARREE)
Soit A€ 4, (K). Latrace de A, notée Tr (A), est définie par

n
Tr(A):= ) _[Ali; [somme des coefficients diagonaux de A]

i=1

PROPOSITION C24.77 (PROPRIETES DE LA TRACE D’UNE MATRICE CARREE)
La trace d’'une matrice carrée possede les trois propriétés fondamentales suivantes.
1. Linéarité
V(AB) € My(K? VAweK® Tr(d-A+pu-B)=A-Tr(A) +p-Tr(B)

2. Caractere central
V(A B) e ./%,,(K)2 Tr(AB) =Tr(BA)

3. Invariance par similitude
V (A, B) EJZ,,(K)2 A~B = Tr(A) =Tr(B)

EXERCICE C24.78 — Les matrices A et B définies ci-dessous sont-elles semblables?
1 2 3 -1 -2 -3
A=|4 5 6 et B=|-4 -5 -6
7 8 9 -7 -8 -9
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EXERCICE C24.79 — Soit (A, B) € 4, (K)2. Justifier
A~B = A=B

La réciproque est-telle vraie?

EXERCICE C24.80 — Les matrices A et B définies ci-dessous sont-elles semblables?
1 2 3 1 2 -3
A=|1 2 3 et B=[1 2 3
1 2 3 1 2 3

PROPOSITION-DEFINITION C24.81 (TRACE D’UN ENDOMORPHISME D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE)
Soient
e E un K-espace vectoriel de dimension finie n
e ue Z(E)
La trace de u, notée Tr (1), est définie par
Tr (u) := Tr Matg (1))

ol A est une base de E. Le nombre Tr (1) est indépendant de la base %8 considérée.

PROPOSITION C24.82 (PROPRIETES DE LA TRACE D’UN ENDOMORPHISME)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7.

1. Linéarité
Y(u,v)e £(E? VA, u ek Tr(A-u+p-v)=A-Tr(w)+p-Tr(v)

2. Caractere central

Y (u,v) eﬁf(E)2 Tr(uov)=Tr(vou)

EXERCICE C24.83 — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et p un projecteur de E. Démontrer
que Tr (p) = Rg(p).
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