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CHAPITRE N°21
INTEGRATION

S 1. FONCTIONS EN ESCALIER

NoTtATION C21.1 — Dans cette partie, a et b désignent des nombres réels tels que a < b.

DEFINITION C21.2 (SUBDIVISION D’UN SEGMENT, INTERVALLES ET PAS D’UNE TELLE)
(1) Une subdivision de [a, b] est un uplet strictement croissant d’éléments de [a, b] dont le premier terme est a et le
dernier b. Une subdivision o de [a, b] peut donc s’écrire

N * n+1
o = (xg,X1,...,Xp) ou neN" , (xg,X1,...,%Xn) €la,b] , Aa=X9<Xx1<...<Xxp=Db

2) Si
o = (x9,%1,...,X;) ou neN* | (xo,xl,...,xn)fs[a,b]"Jrl , Aa=X9<Xx1<...<Xp,=b

est une subdivision de [a, b], les intervalles de cette subdivision sont les
[x;,xi+1] ou i€[0,n—1]

et le pas de la subdivision o est

h:= max (xj41—X;
Ogign—l( i+1 z)
NoOTATION C21.3 — Lensemble des subdivisions de [a, b] est noté &([a, b)), i.e.

S(a,b):= U {xo,x1,...,x) €la, bt a=xg<x1 <...<xp=b}

neN*
EXEMPLE C21.4 — Soit n € N*. La subdivision réguliére de [a, b] a n pas est
b—a
(a+k'( ))
n kelo,n]
Ses intervalles sont
b—a b-a b—a b—a b—a b—-a b-a
a,a+ ) a+ ,a+2- S e, a+(n-2)- ,a+(n-1)- R a+(n-1)- )
n n
b—a b—a

Comme ils ont tous longueur ,lepasdeocesth=

DEFINITION C21.5 (ENSEMBLE DES POINTS D’UNE SUBDIVISION DE [a, b])
A chaque subdivision

N * n+1
o= (xg,Xx1,...,X5) ou neN*" , (xg,X1,...,%Xn) €la,b) , Aa=X9<x1<...<Xp,=b

de [a, b] on associe ’ensemble
Ens(o) :={x; : i € [0,n]} > {a, b}

des points de la subdivision o.

(S
N o

y -

1
3

(SR
N o

1
EXEMPLE C21.6 —  Pour la subdivision o = (0, 35 ,1) du segment [0, 1] on a Ens(o) := {0, ,1} >10,1}.
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DEFINITION C21.7 (SUBDIVISION DE [a, b] ASSOCIEE A UNE PARTIE FINIE DE [a, b] CONTENANT a, b)
Soit E une partie finie de [a, b] contenant a, b, de cardinal n > 2. On définit le n-uplet (xp, x1,..., X;—1) par

Xo:=min(E) =a

etpourtout ke [1l,n—1]
X :=min(E\ {xg,..., Xx_1})

Alors par construction a = xp < X <...< X1 = betdonc
Sub(E) := (X0, X1,..., X5—1) [uplet des points de E rangés dans |'ordre strictement croissant]

est une subdivision de [a, b].

)

wl DN
[o=NEEN|
—
—_—

1
5

Wl

17
EXEMPLE C21.8 — SiE:{O,l,g,g, }alorsSub(E)z(O,

REMARQUE C21.9 — Pourtout o € &([a, b))
Sub (Ens(0)) = o
et, pour toute partie finie E de [a, b] contenant a, b

Ens(Sub(E)) = E

DEFINITION C21.10 (RELATION D’ORDRE PARTIEL SUR ’ENSEMBLE DES SUBDIVISIONS DE [a, b])
Pour tout (01,072) € S([a, b])? on dit que o] est plus fine que 07, et on note 0 < gy, si

Ens(o2) < Ens(o7)

On définition ainsi une relation < sur G([a, b]) qui est une relation d’ordre partiel.

PROPOSITION C21.11 (EXISTENCE D’UNE SUBDIVISION PLUS FINE QUE DEUX DONNEES)

Y (01,02) €S([a,b)? Fosz€S(a,bl) o03<0;etos<os

Démonstration —  Soit (01, 02) € &([a, b])2. Alors si on pose
o3 :=Sub (Ens(o;) U Ens(o2))
est une subdivision de [a, b] telle que 03 < 01 et 03 < 2. En effet
Ens(o3) = Ens(Sub (Ens(o;) U Ens(o2))) = Ens(o;) U Ens(o2)

contient Ens(o;) et Ens(o,).

DEFINITION C21.12 (FONCTIONS EN ESCALIER)
Une fonction f: [a, b] —— Reest dite en escalier s’il existe une subdivision

s * n+1
o = (xg,X1,...,Xp) ou neN" |, (xg,X1,...,Xn) € [a,b] , Aa=X9<X1<...<Xp=Db

de [a, b] tel que
Viel0,n—1] 3Fc;eR Vxelx;, xinl f(x)=c;

~~
f est constante sur 'ouvert ] x;, x;11 [

Si tel est le cas, une telle subdivision o est dite adaptée a f.
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REMARQUE C21.13 — Sif: [a,b] R est une fonction en escalier et o est une subdivision de [a, b] adaptée a f,
alors toute subdivision ¢’ de [a, b] plus fine que o est également adaptée a f.

REMARQUE C21.14 — Si f: [a,b] —— R est une fonction en escalier alors f ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
EXEMPLE C21.15 — Larestriction de la fonction partie entiére au segment [a, b]
[a,b] — R

X —  |x]

est une fonction en escalier sur [a, b].

PROPOSITION C21.16 (RESTRICTION D’UNE FONCTION EN ESCALIER)
Si f: [a, b] —— Rest une fonction en escalier et [c, d] < [a, b] alors fj(c,q est une fonction en escalier sur [c, d].

PROPOSITION C21.17 (VALEUR ABSOLUE D’UNE FONCTION EN ESCALIER)
Si f: [a, b] — R est une fonction en escalier alors

la,b] — R

111 x  — |fW]

est une fonction en escalier sur [a, b].

NOTATION C21.18 — On note &([a, b],R) '’ensemble des fonctions en escaliers de [a, b].

PROPOSITION C21.19 (STRUCTURE DE &([a, b],R))
Lensemble &([a, b],R) est une sous-R-algebre de (¥ ([a, b],R), +, x,-), i.e.

1. &(la, b],R) est un sous-espace vectoriel de (¥ ([a, b],R), +,)
2. &([a, b],R) est une partie de & ([a, b], R) stable par la multiplication interne x
3. &(la, b],R) contient la fonction

1 [a,b] — R
Z(la,bLR) Y e 1
EXERCICE C21.20 — Soient f € &([a, b],R), A une partie de R et g € #(A,R) tel que f([a, b]) c A. Justifier que la

fonction
a,b — R

[
g°f‘ x — gfx)

est en escalier.
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S 2. INTEGRATION DES FONCTIONS EN ESCALIER SUR UN SEGMENT

DEFINITION C21.21 (INTEGRALE D’UNE FONCTION EN ESCALIER RELATIVEMENT A UNE SUBDIVISION)
Soient f € &([a, b],R) et

n+l A=x<X1<...<Xp=h

o= (x9,X1,...,X5) ou neN* , (xo,x1,...,%,) € la,b]
une subdivision de [a, b] adaptée a f, i.e. telle que
Viel0,n—1] 3dc;eR Vxelx;, xial f(x)=c;

On appelle intégrale de f relativement a la subdivision adaptée o le nombre I(f, o) défini par

n-1
I(f,0):= Z ci-(Xi41—x3) [indépendant des valeurs prises par f aux points de la subdivision a]
i=0

PROPOSITION C21.22 (INDEPENDANCE DE I'INTEGRALE D’UNE FONCTION EN ESCALIER VIS-A-VIS DE LA SUBDIVISION)
Soient f € &([a, b],R) et 01,02 deux subdivisions adaptées a f. Alors

I(f,01)=1(f,02)

Démonstration — (a) Ilexiste o3 € &([a,b]) telle que 03 < 01 et o3 < 02. Comme o3 est plus fine qu'une subdivision
adaptée a f, elle est elle-méme adaptée a f et on peut considérer I(f,o3). Sil’on prouve

I(f,o1)=1(f,03) et I(f,02)=1I(f,03)

nous en déduirons 'assertion. Par symétrie des roles joués par o, et oy, il suffit d’établir I(f,o01) = I(f,03).
(b) Notons o = (a=xg,Xx1,...,X, = b). Puisque o, est adaptée a la fonction en escalier f

Vielo,n—-1] 3Jc;eR Vxelx, xinl fx)=c;

et
n-1

I(f,01):= ) ¢i- (Xi41— X7)

i=0
(c) Considérons le cas (particulier mais éclairant) ou1 o3 est une subdivision de [a, b] plus fine que o, et telle que

Card (Ens(o3)) = Card (Ens(o7)) +1

Il existe donc un unique y € Ens(o3) tel que y # xo,y # X1,...,y # X,. Puisque o est une subdivision de [a, b] il existe un
unique k € [0,n — 1] tel que y € | Xk, Xk+1[. Ainsi

03 =(a=x0,%1,..., Xk=1, X» ¥» Xkc+ 1> X425 - - Xn = D)

Comme
V x € ]xg, x1( fx)=co
VX €] X1, Xk f(x)=cr—1
V x € ]xg, Y[ € 1 Xk X1 [ fo = c
VxXely X1l €1k, Xy [ f(x)=ck
VX E]Xpr1, X2l ) =
Vx€lxp-1,Xnl f(x) =cp—
il vient
k-1 n—1 n-1
I(f,03):= (Z Ci'(xz?+1—xi))+(y—x/c)'61c+(xk+1 _J’)'Ck+( > Ci'(xiﬂ—xi)) =Y ¢+ (Xi1—x) = I(f,01)
i=0 i=k+1 i=0

Cr (X1 —Xk)
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(d) Pour achever la démonstration, nous démontrons par récurrence que, pour tout me N
P(m) : «Vo3eB(la,bl) (03<o0;etCard(Ens(os)) =Card(Ens(oy))+m) = I(f,03)=1(f,01)»

o Initialisation a m = 0. Soit o3 € &([a, b]) telle que o3 < 0 et Card (Ens(o3)) = Card (Ens(o1)). Alors Ens(o3) = Ens(o3) et
donc
o3 =Sub (Ens(o3)) = Sub (Ens(o1)) =01

Par suite I(f,03) = I(f,01).
o Hérédité. Soit m € N tel que 22 (m) estvraie. Soit o3 € G([a, b]) telle que o3 < 01 et Card (Ens(o3)) = Card (Ens(o1))+m+1.
Fixons un point

y€Ens(o3) \Ens(o)

[ —
non vide

et considérons
o :=Sub (Ens(o3) \ {y}) [subdivision de [a, b] obtenue en supprimant le point y de la subdivision o3|

qui est une subdivision de [a, b], plus fine que 0, et telle que Card (Ens (o)) = Card (Ens(01)) + m. D’apres I'hypothese de
récurrence

x)  I(f,0%)=1(f,01)

La subdivision 073 est plus fine que la subdivision o et, par construction de o7}, Card (Ens (03)) = Card (Ens(0})) + 1. En
spécialisant le résultat obtenu en (b) a 03 — 03 eto; — 0’3, il vient

(%) I(f,0%)=1(f,03)

De (%) et (x%) on déduit I (f,03) = I(f,01).

DEFINITION C21.23 (INTEGRALE D’UNE FONCTION EN ESCALIER)
b
Pour tout f € &([a, b],R) I'intégrale de f estle nombre noté [ f défini par
a

b
f f:=1I(f,0) ou o estunesubdivision de [a, b] adaptée a f
a

ExempLE C21.24 — Lafonction
f l[a,b] — R
X — 1
b
est en escalier etf f=b-a.
a
b
ExempLE C21.25 —  Sif: [a,b] —— Rest nulle, sauf en un nombre fini de points, alors f est en escalier et f f=0.
a
b
EXERCICE C21.26 — Que dire d'une fonction f € &([a, b],R) telle quef f=0?
a
EXEMPLE C21.27 —  Soit
4 si x=0
-1 si 0<x<1/2
f X 7 si 1/2<x<2
0 si x=2
5 si 2<x<3
-2 si x=3

3
Démontrer que la fonction f est en escalier sur [0, 3] et calculer f f-
0
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RAPPEL C21.28 — Ondispose d’une relation d’ordre partielle sur & ([a, b], R) définie par, pour tout (f, g) € & ([a, b], R)?

f<g = (Vxelabl fx)<gk)

PROPOSITION C21.29 (PROPRIETES FONDAMENTALES DE L'INTEGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER)

1. Relation de Chasles Y )
c
Vfeé&(la bl,R) VYcela,b] f f:f f+/ f
a a c

2. Linéarité Y Y Y
YA, ueR® VY(f g €&(la,bl,R)? f(/l-fﬂu-g):/l-f f+u-f 8
a a a

3. Positivité ,
Vfesab R 20— [ f>0
a

4. Croissance . o
Y (f, g) € &(la, bl,R)? f<g=>f f<f g
a a

5. Inégalité triangulaire

v fe&(a,bl,R) Uahf‘éfahlfl

§ 3. CONTINUITE UNIFORME D’UNE FONCTION

DEFINITION C21.30 (CONTINUITE UNIFORME D’UNE FONCTION)
Soient I un intervalle de R et f € & (I,R). La fonction f est uniformément continue sur I si

Ve>0 36()>0 Y,y el? |x-y|<dle) = |f0)-f)|<e

REMARQUE C21.31 —  Soient I un intervalle de R et f € & (I,R). Comparer les quatre assertions suivantes et com-
menter.

(Al) Vxel VYe>0 36(x,e)>0 Vyel |x-y|<bxe) = |f(x)-f()|<e

(A2) Ve>0 VYxel 36(e,x)>0 Vyel |x-y|<b(e,x) = |f(x)-f()|<e

(A3) Ve>0 38(e)>0 Vxel Vyel |x-y|<ée) = |f(x)-f()|<e

(A4) Ve>0 36()>0 Vx,yel* |x—-y|<de) = |[f)-f)|<¢

PROPOSITION C21.32 (CONTINUITE UNIFORME VS. CONTINUITE)
Soient I un intervalle de Ret f € #([,R).

f estuniformément continuesur / = f est continue sur /

EXERCICE C21.33 — Démontrer que la fonction carré
R — R
fly o 2

est continue sur R mais non uniformément continue sur R.

RAPPEL C21.34 — Soient I unintervalle de Ret f € & (I,R). La fonction f est dite lipschitzienne sur I si

k>0 Yyel® |f-fyl<]x-y|

f est k-lipschitzienne
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PROPOSITION C21.35 (CONTINUITE UNIFORME VS. CARACTERE LIPSCHITZIEN)
Soient I un intervalle de R et f € & (I, R).

f estlipschitziennesur I = f est uniformément continue sur I

EXERCICE C21.36 — Soitlafonction racine carrée
f R+ I R
x — x
1. Démontrer que

Yy eR xRy |Vy— Vx| <\/|y—x]

2. En déduire que la fonction f est uniformément continue sur R...

3. Démontrer que la fonction f n’est pas lipschitzienne sur R,.

EXERCICE C21.37 — Soient I unintervalle de Ret f € & (I,R) une fonction dérivable dont la dérivée est bornée sur I.
Justifier que f est uniformément continue sur I.

LEMME C21.38 (UN RAFFINEMENT DU THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS)
Soient (x,) neN €t (V) nen deux suites de nombres réels bornées. Alors il existe une application ¢: N —— N strictement
croissante et des réels Ly et Ly tels que

X, L et L
P e X Yo n—+oo Y

THEOREME C21.39 (HEINE)
Soient a, b des réels tels que a < b. Toute fonction continue sur le segment [a, b] est uniformément continue sur [a, b].

S 4. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES SUR UN SEGMENT

NoTATION C21.40 — Dans cette partie, a et b désignent des nombres réels tels que a < b.

NOTATION C21.41 — Pour toute fonction f € %([a, b],R) on pose
& (H:={peé&lab,R : p<f} [ensemble des fonctions en escalier dominée par f]

et
& (N:={yeé&lab,R : f<y} [ensemble desfonctions en escalier qui dominent f]

PROPOSITION-DEFINITION C21.42 (INTEGRALE INFERIEURE ET INTEGRALE SUPERIEURE D’UNE FONCTION BORNEE)
Soit f € #([a, b],R) une fonction bornée sur [a, b]. Les nombres réels

b b
I"(f)= sup @ et I'(/)= inf f v
pe&(f) Ja wes*(f) Ja

sont bien définis. On les appelle respectivement intégrale inférieure de f et intégrale supérieure de f. Ils vérifient

I"(H<I'(f)
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DEFINITION C21.43 (FONCTION RIEMANN-INTEGRABLE ET INTEGRALE D’UNE TELLE)
Soit f € #([a, b],R) une fonction bornée sur [a, b].

1. Lafonction f est dite Riemann-intégrable si son intégrale inférieure égale son intégrale supérieure, i.e. si
b b

sup @ = inf
pe&~(f) Ja ye&*(f) Ja

I-(f) I (f)

b
2. Si f est Riemann-intégrable alors son intégrale notée f f est définie par
a

b
f f=r\H=ruy

REMARQUE C21.44 — Sife&(la,b],R) alors
b
I‘(f)=f =1
a

b
donc f est Riemann-intégrable et les définitions de f f données en C21.23 et C21.43 coincident.
a

THEOREME C21.45 (D’APPROXIMATION UNIFORME DES FONCTIONS CONTINUES PAR DES FONCTIONS EN ESCALIER)
Soit f € €°(la, b],R).

1. Ve>0 3(pe,ve)€E(a,b,R? Vxelabl (¢cx)<f)<pex) et 0<ye(x)—@e(x) <e)

2. VneN* 3(¢n,wn)€&a,bl,R?* VYxela,b] ((pn(x)<f(X)<wn(x) et O<Wn(x)_¢n(x)<%

LEMME C21.46 (CRITERE DE NULLITE POUR UN NOMBRE REEL)
Soit x e R.
(Ve>0 |x|<e) = x=0

THEOREME C21.47 (RIEMANN-INTEGRABILITE D’UNE FONCTION CONTINUE)
Toute fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable.

EXERCICE C21.48 — Soitla fonction
0,11 — R
f . 1 si xeQ
0 si xe[0,1]1\Q

Démontrer I~ (f) =0et I (f) = 1. Qu’'en déduire?

EXERCICE C21.49 — Pour tout entier n > 2, on pose
. k k+1 k+1 . k k+1
— sidke0o,n-1] xe|—,— —— sidke[0,n-1] xe€|—,——
&n n n hy, n n n
X — X —
1 six=1 1 six=1

1
1. Calculer la valeur de f x dx, al’aide des fonctions g, et h;, (n > 2)
0
1 1
2. Adapter la démarche pour calculer f x* dx et f x® dx.
0 0
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PROPOSITION C21.50 (PROPRIETES FONDAMENTALES DE L'INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES SUR [a, b])

1. Relation de Chasles ) Y
c
Vfe€(abl,R) VYcela,bl f f=f f+f f
a a c

2. Linéarité ) ) Y
V(4w eR® Y(f g e€’(ab),R)? fm-f+u-g)=l-f f+u-f 8
a a a
3. Positivité

b
v fe€€°(a,b),R) f>o=>ff>o
a

4. Croissance 5 5
v (f, g) € €°([a, b, R)? f<g=>f f<f g
a a

5. Inégalité triangulaire

b b
v f €€ (a,blR) U f‘éf |f]
a a

THEOREME C21.51 (SEPARATION DE 'INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES)
Soit f € €°(la, b],R).

(f>0 et f:fzo) = f=0

EXERCICE C21.52 — Soit f € 6°([a, b],R). Démontrer

Uahf(x)dx

DEFINITION C21.53 (EXTENSION DE LA DEFINITION D’INTEGRALE POUR LES FONCTIONS CONTINUES)
Soient I un intervalle de R, (a, b) € I? tel que a > b et f € 6°(I,R). On pose

:fh|f(x)|dx < (f=0 ou f<0)

0 sia=b

th: —j:f sia>b

PROPOSITION C21.54 (PROPRIETES DE L'INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE ENTRE DEUX POINTS)
Soit I un intervalle de R.

1. Relation de Chasles

b @ b
Vfe€’ R VY(abcel faf=faf+fc f

2. Linéarité b b b
YA, weR® Y(f,g)e€°I,R? V(ab)el? f(/l-f+/,t-g)=ﬂ,-f f+,u-f g
a a a
EXERCICE C21.55 — Justifier que la fonction
XZ 1
! x — [
x In(®)

est bien définie et déterminer son signe.
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w2
EXERCICE C21.56 — Justifier que, pour tout ne€ N, W, :=[ cos” (1) dt > 0.
0

§ 5. SOMMES DE RIEMANN

THEOREME C21.57 (SOMMES DE RIEMANN)
Soient a,b desréelstelsque a<bet f € € (la, b),R).

-a & b-a ¥
( +k- —) n_’+ooff et kz::lf(a+k7)m af
. L n
EXERCICE C21.58 — Etudier le comportement asymptotique de la suite | u,, := Z 573 .
Ltk neN*
_ 1 n-1 k
EXERCICE C21.59 — Etudier le comportement asymptotique de la suite | u, = —+ ) ——— .
n [ Zovan2-k?
= neN*
n
EXERCICE C21.60 — Donner un équivalent de u,, := Z sin (—) lorsque 7 tend vers +oo.
k=1 n

§ 6. LIEN ENTRE INTEGRALE ET PRIMITIVE

THEOREME C21.61 (FONDAMENTAL DE I’ANALYSE)
Soient I un intervallede R, aeRet f € ¢°(I,R). La fonction

I — R

Fa o ff(t)dt

est I'unique primitive de f sur I nulle en a.

COROLLAIRE C21.62 (CS D’EXISTENCE DE PRIMITIVES)
Toute fonction continue sur un intervalle possede des primitives.

PROPOSITION-DEFINITION C21.63 (VALEUR MOYENNE D’UNE INTEGRALE DE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT)
Soient a,b desréelstelsque a<bet f € €¢9([a, b],R).

1. Lavaleur moyenne de la fonction f sur [a, b] notée moy(f), est définie par
la,b]

1 b
moy(f)sz f(t) dr

[a,b]

2. mln(f) < moy(f) < max(f)
la,b]

3. dcela,b] f(c) =moy(f) [la valeur moyenne de la fonction f est une valeur de f]
[a,b]
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EXERCICE C21.64 — Soient a, b des réels tels que a < b, (f, g) € €°([a, b],R). Si g > 0 alors

b b
dcela, bl f fx)gx) dx=f(c)-f g(x) dx
a a

THEOREME C21.65 (LIEN ENTRE PRIMITIVE ET INTEGRALE)
Soient I un intervalle de Ret f € %¢9(I,R). Si F est une primitive de f sur I alors

b
Y (a,b) € I? f f(t) dt = E(b) - F(a)
a

REMARQUE C21.66 — Lethéoréme C21.65 nous permet de calculer des intégrales au moyen de primitives. Il est d'un
intérét pratique majeur et ouvre la voie a deux techniques calculatoires précieuses, rappelées ci-dessous.

PROPOSITION C21.67 (INTEGRATION PAR PARTIES)
Soient u: [a,b] —— Ret v: [a, b] R deux fonctions de classe € sur [a, b].

b b
f u' () v(x) dx = [u(x)v(x)]Z—f u(x)v' (x) dx

PROPOSITION C21.68 (CHANGEMENT DE VARIABLES)
Soient I unintervalle, f: I R une fonction continue et ¢: [a, b)) —— Rune fonction de classe 6" telle que ¢([a, b]) c

1.
b , @(b)
f Flp()-¢'(0) dt:f Fl) dx
a @(a)
EXERCICE C21.69 — Démontrer )
n
1
¥ Lo o (vi)va
k:n+1\/E oo
EXERCICE C21.70 — Ftudier la fonction

R — R
2x
f X — f e’ dr
X

PROPOSITION C21.71 (INTEGRATION ET PARITE)
Soient a un réel strictement positifet f € €¢%(-a,al,R).

a a
1. Si f est paire alors flode= 2-[ fde
—a 0

a
2. Si f estimpaire alors | f(£) dt=0
—a

PROPOSITION C21.72 (INTEGRATION ET PERIODICITE)
Soient T > 0, f € €°(R,R) une fonction T-périodique et a € R.

a+T T
f 1@ dt=f f() dr
a 0

EXERCICE C21.73 — Pour tout A€ R,, on pose

A 1
I(A):=/ z—dx
_AXc+x+1

Justifier que, pour tout A € Ry, I(A) est bien définie, puis étudier la limite éventuelle de I(A) lorsque A tend vers +oo.
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S 7. FORMULES DE TAYLOR GLOBALES

REMARQUE C21.74 — SineN, Iunintervalle de R, a€ I et f: ] —— R est une fonction n fois dérivable, alors on
pose
n f(k)(a) r
T(f,na):=) . (X-a)* eR,[X] [polynome de Taylor d’ordre n de f en a
k=0 K
et on note
I — R
R(f,n, n 0 (a)
fma | o fw-Thmaw= -3 @

iz K
la fonction appelée reste de Taylor d’ordre n de f en a. Nous avons déja rencontré deux formules de Taylor.

1. D’apres la formule de Taylor exacte dans R[X]
f estune fonction polynomiale de degré inférieur ouégalan — R(f,n,a)=0 [énoncé polynomial]
2. D’apreés la formule de Taylor-Young

fe€"I,R) = R(f,na) = o(x") [énoncé local]

THEOREME C21.75 (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL)
Soit n€ N, I unintervalle de R, a€ I et f € €71 (I,R).

n (k) X _An
Vxel f(x)= > ! k'(a) (x—a)k + f % D () dr [énoncé global
k=0 & a : ,

J

~~
reste intégral d’'ordre n de fena

polynéme de Taylord’ordre nde fena

EXERCICE C21.76 — Démontrer 5

b4 X .
Vxe[O,—] x—— <sin(x) < x
2 6

P . . oo (k) . (K
et en déduire le comportement asymptotique de la suite | u,, := Z sin|—|-sin| —
k=1 n neN*

THEOREME C21.77 (INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE)
Soit n€ N, I unintervalle de R, a € I et f € €"*"' (I,R). On suppose que

IMeR, Vxel [f"Vw|<Mm

Alors
n f(k)(a) M-Ix—al"“
Vxel Xx)— x-—a)k|lg———
e ,;) n TS T
reste de Taylor d%rdre nde fena
EXERCICE C21.78 — Soit x € R. On pose, pour tout n € N
n .k
Sn(x):= —
=3

Démontrer que S, (x) exp(x).

n—+oo
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S 8. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN SEGMENT

NotaTION C21.79 — Dans cette partie, a et b désignent des réels tels que a < b.

DEFINITION C21.80 (FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)
Soit f € #([a, b],R). On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision

N * n+l
o = (xg,X1,...,Xp) ou neN" |, (xg,X1,...,Xn) € [a,b] , a=Xx9<Xx1<...<xp=b

de [a, b] tel que

pourtouti€ [0,n—1], lafonction f|y, ;[ €st continue et prolongeable par continuité en x; et en x;1

lim fet lim f(x)existentdansR
X—X; X=Xyl

X>Xj X<Xj4+1
Si tel est le cas, une telle subdivision o est dite adaptée a f.
REMARQUE C21.81 — Sio estune subdivision de [a, b] adaptée a une fonction continue par morceaux f € & ([a, b],R),
alors toute subdivision de [a, b] plus fine que o est également adaptée a f.
EXEMPLE C21.82 — Lafonction
[-1,1] — R
1 six=-1
f X si—-1<x<0
X — 2 six=0
sin(x) si0<x<1
-1 six=1

est continue par morceaux sur [—1,1].

EXEMPLE C21.83 — Lafonction

[-1,1] — R
f e si-1<x<0
1/x si0<x<1

n’est pas continue par morceaux sur [—1, 1].

PROPOSITION C21.84 (CARACTERISATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX)

Une fonction f: [a, b] —— R est continue par morceaux si et seulement s'il existe une partie finie D de [a, b] telle que
(P1) f estcontinue en tout point de [a, b] \ D
(P2) f possede des limites finies a droite en tout point de D distinct de b
(P3) f possede des limites finies a gauche en tout point de D distinct de a.

PROPOSITION C21.85 (RESTRICTION D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)
Si f: [a,b] R est une fonction continue par morceaux et [c,d] < [a, b] alors f| 4 est une fonction continue par
morceaux sur [c, d].

PROPOSITION C21.86 (VALEUR ABSOLUE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)
Si f: [a, b] — R est une fonction continue par morceaux alors

la,b] — R

|1l x  — |fm|

est une fonction continue par morceaux sur [a, b].
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NOTATION C21.87 — Onnote 6.4 ([a, b],R) 'ensemble des fonctions de [a, b] dans R, qui sont continues par morceaux
sur [a, b], i.e.

.4 ((a,b),R):={f € F(la,b,R) : f estcontinue par morceaux sur [a, b]}

REMARQUE C21.88 — Onales inclusions suivantes &([a, b],R) < 6.4 ([a, b],R) et €°([a, b],R) c €.4 ((a, b],R).

PROPOSITION C21.89 (STRUCTURE DE 6.4 ([a, b],R))
Lensemble 6.4 ([a, b],R) est une sous-R-algebre de (& ([a, b],R), +, x,-), i.e.

1. 6.4 ([a, b],R) est un sous-espace vectoriel de (¥ ([a, b],R), +,)
2. 6.4 ([a,b],R) est une partie de & ([a, b], R) stable par la multiplication interne x
3. 6.4 ([a, b],R) contient la fonction

1 la,b] — R
Z(la,b),R) X — 1
EXERCICE C21.90 — Soient les fonctions
[-1,1] — R
. (1 . [-,1] — R
f . . x.sm(;) six#0 et g‘ . — lx
0 six=0

1. Justifier que f est continue sur [-1,1] et que g est continue par morceaux sur [—1, 1].
2. Démontrer que f([-1,1]) < [-1,1].
3. Démontrer que la fonction g o f ne posséde pas de limite en 0 a droite.

En conséquence, une composée de fonctions continues par morceaux n’est pas nécessairement continue par morceaux.

S 9. INTEGRATION DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN SEGMENT

PROPOSITION C21.91 (RIEMANN-INTEGRABILITE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)
Soit f € €.4 (la, b],R) et une subdivision

R +1
o= (x9,%1,...,%X,) ou neN* | (xo,X1,...,%Xn) € [a,b]" , Aa=X0<X1<...<Xp=b

de [a, b] adaptée a la fonction f. Pour tout i € [0, n — 1], on note f|y; x;,,| le prolongement par continuité de la fonction
la fonction fi1y; x;,,[ au segment [x;, x;41], i.e.

[xi, Xiv1] — R
fx) SixX;<Xx<Xjy1

lim six=ux;
X—X;
X —_ 1 X>Xi

f|]xi:xi+1[

lim six=ux;
XX i+1
X<Xj+1

Alors la fonction f est Riemann-intégrable et

b n-1 pxj
f f= Z f|]xivxi+1[
a i=0YXi

1

EXERCICE C21.92 — Justifier que I'intégrale f x-|x] dx est bien définie et la calculer.
-2

14 le 20 avril 2023 4 16h44



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

DEFINITION C21.93 (FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN INTERVALLE)
Soient I un intervalle et f € & (I,R). La fonction f est continue par morceaux sur [ si et seulement si, pour tout (a, f8) € I?
tel que a < B, la fonction f| 4 g est continue par morceaux sur le segment [a, 1.

EXeEMPLE C21.94 — Lafonction partie entiere

R — R

L] x +— luniquekeZtelquek<x<k+1

est continue par morceaux sur R.

PROPOSITION C21.95 (PROPRIETES DE L'INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR [a, b])

1. Relation de Chasles b b
c
Y fe6€4([a,bl,R) Ycela,b) ff=f f+f f
a a c
2. Linéarité
b b b
V(A eR® Y(f, g €bM(a bl,R?> fm-fw-g):;t-f f+u-f g
a a a

3. Positivité )
V f € 6.4((a,b],R) f>o=>f F>0
a

4. Croissance b )
V(f,g)E‘guﬁl([a,b].R)2 f<g=>f f<f g
a a

5. Inégalité triangulaire

V f € 6.4 (la,b],R) ‘fabf‘éfablfl

6. Intégration et parité

Vfe€6l(—a,al,R) f[paire = f® dtzz-f f(o) dt
—-a 0

7. Intégration et imparité
a
VY fe€M(-a,al,R) [impaire — f f)de=0
—a

8. Intégration et périodicité
a+tT T
VT>0 Vfe€lRR f f dt:f f(n) de
a 0

9. Sommes de Riemann a gauche

—q =l b—a g
VfeGulablB) — 'kZzof(ﬁk' . )—,Moofaf

10. Sommes de Riemann a droite

b—a

/i b-a b
vfe6ulablB) — -k;f(a”c' P )Tﬂm"faf

REMARQUE C21.96 —  On ne dispose pas de propriété de séparation pour I'intégrale d'une fonction continue par
morceaux. En effet, la fonction
[-1,1] — R
f . . { 1 six=0
0 six#0

est continue par morceaux sur [—1,1], positive sur [-1, 1], d'intégrale nulle sur [-1, 1], mais elle n'est pas identiquement
nulle sur [-1,1].
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REMARQUE C21.97 —  On ne dispose pas du théoréeme fondamental de ’analyse pour les fonctions continues par
morceaux. En effet, la fonction
[-1,1] — R
-1 six<0
Sgh x — 0 six=0
1 six>0

est continue par morceaux sur [—1, 1] mais la fonction

[-1,1] — R

X
F X — fsgn(t)dtzlxl
0

n’est pas dérivable en 0.

§ 10. GENERALISATION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

§ 10.1 FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX A VALEURS COMPLEXES

DEFINITION C21.98 (FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX A VALEURS COMPLEXES)
Une fonction f: [a, b] C est dite continue par morceaux si les fonctions

la,b] — R la,b] — R
Re(f) x +— Re(f) et Im(f) x — Im(f(x)

sont continues par morceaux au sens de la définition C21.80.

NoTATION C21.99 — Onnote 6.4 ([a, b],C) 'ensemble des fonctions de [a, b] dans C, qui sont continues par morceaux
sur [a, b), i.e.
.4 ([a,b),C):={f € F(la,b],C) : f estcontinue par morceaux sur [a, b]}

REMARQUE C21.100 —  Grace ala définition C21.98 et
VfeZ(a,b),C) f=Re(f)+i-Im(f)

on étend les définitions et propriétés établies pour les fonctions continues par morceaux a valeurs réelles aux fonctions
continues par morceaux a valeurs complexes.

PROPOSITION C21.101 (RESTRICTION D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX A VALEURS COMPLEXES)
Si f: [a,b] C est une fonction continue par morceaux et [c,d] c [a, b] alors fj| 4 est une fonction continue par
morceaux sur [c, d].

PROPOSITION C21.102 (MODULE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX)
Si f: [a, b)] —— C est une fonction continue par morceaux alors

la,b] — R
171 x  — |fw]

[ici | -| désigne le module]

est une fonction continue par morceaux sur [a, b].

NoOTATION C21.103 — On note 6.4 ([a, b],C) 'ensemble des fonctions de [a, b] dans C, qui sont continues par mor-
ceaux sur [a, b], i.e.
€4 ([a,b)],C):={f € F(a,b],C) : f estcontinue par morceaux sur [a, b]}
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PROPOSITION C21.104 (STRUCTURE SUR 6.4 ([a, b],C))
Lensemble 6.4 ([a, b],C) est une sous-C-algebre de & ([a, b],C). i.e.
1. 6.4 (la, b],C) est un sous-espace vectoriel de (¥ ([a, b],C), +, )
2. 6.4 ([a,b],C) est une partie de & ([a, b], C) stable par la multiplication interne x

3. 6.4 ([a, b],C) contient la fonction
[a,b] — C

1
Z((a,b],0) x  — 1

DEFINITION C21.105 (FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX A VALEURS COMPLEXES DEFINIES SUR UN INTERVALLE)
Soit I un intervalle. La fonction f: I C est dite continue par morceaux si, pour tout [, §] I, la fonction fj4 g est
continue par morceaux sur [a, f].

§ 10.2 INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX A VALEURS COMPLEXES

DEFINITION C21.106 (INTEGRALE DES FONCTIONS C.P.M. A VALEURS COMPLEXES DEFINIES SUR UN INTERVALLE)

Soit f € €.4([a, b],C). Alors on pose
b b b
[af:=fa Re(f)+i-fa Im (f)

PROPOSITION C21.107 (PROPRIETES DE I'INTEGRALE DES FONCTIONS C.P.M. SUR [a, b] A VALEURS COMPLEXES)

1. Relation de Chasles

b c b
Y fe6.4(a,bl,C) Vcela,b] ff=f f+f f

2. Linéarité

b b b
V(L eC? V(f,g) eGla,bl,CP f(/l-f+u-g)=ﬂt-/ f+u-f e
a a a

3. Inégalité triangulaire
b b
Y f € 6.4 ([a,b],C) U f‘ Sf |f] [ici |-| désigne le module]
a a

4. Intégration et parité
a a
Vfe€M(—-a,al,C) fpare = f dtzz-f f) de
-a 0

5. Intégration et imparité
a

Vfe€M(—a,al,C) fimpaire — f()det=0

—a

6. Intégration et périodicité

a+T T
VT>0 VYfebMRC) f f@ dt:f f(r) dt
a 0

7. Sommes de Riemann a gauche

—q -l b-a b
Y fe64(a,b],C) P 'kgof a+k- . ) n—+00 j,; f
8. Sommes de Riemann a droite
b-a b-a b
V feé64(a,b],C) - -k;f(aﬂc-—n ) n—+00 fa !
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§ 10.3 INTEGRALE DES FONCTIONS CONTINUES A VALEURS COMPLEXES

THEOREME C21.108 (FONDAMENTAL DE I’ANALYSE POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soient I un intervalle de R, a€ Ret f € 6°(I,C). La fonction

I — C

X
Fa o /f(t)dt
a

est 'unique primitive de f sur I nulle en a.

COROLLAIRE C21.109 (CS D’EXISTENCE DE PRIMITIVES POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Toute fonction continue a valeurs complexes sur un intervalle posséde des primitives.

THEOREME C21.110 (LIEN ENTRE PRIMITIVE ET INTEGRALE POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soient I un intervalle de C et f € 6°(1,C). Si F est une primitive de f sur I alors

b
Y (a,b) € I f f(t) dt = F(b) - F(a)

PROPOSITION C21.111 (INTEGRATION PAR PARTIES POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soient u: [a, b] Cetv: [a,b] C deux fonctions de classe € sur [a, b].

b b
f u' () v(x) dx = [u(x)v(x)]Z—/ u(x)v' (x) dx
a

a

PROPOSITION C21.112 (CHANGEMENT DE VARIABLES POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soient I unintervalle, f: I C une fonction continue et ¢: [a, b] R une fonction de classe € telle que ¢([a,b]) c
1.

@(b)

b
f flo@)-¢'(t) dt = fx) dx
a ¢(a)

THEOREME C21.113 (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soit n€ N, I unintervallede R, a€ I et f € €71 (I,C).

n £k
viel fm= 1@
iz K

k Fx-0" ey . .
(x—a) + f B - f () dt [énoncé global
a Y

~

J

polynome de Taylor d’ordre n de f en a reste intégral d’'ordre n de fena

THEOREME C21.114 (INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE POUR LES FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES)
Soit ne€N, Iunintervallede R, ac et f e €1 (1,C). On suppose que

IMeR, Vxel \f(”“) W|<M [ici |-| désigne le module]

Alors

M-|x— a|**!

n f(k)(a) '
! (n+1)!

veel |f-Y I—=.x-af|<
iz Kk

(. )

reste de Taylor d'ordre nde fena

[ici || désigne le module]
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S 11.

SYNTHESE DES RESULTATS SUR L'INTEGRALE

Pour connaitre les propriétés que posséde une intégrale il convient d’analyser

1. larégularité de I'intégrande (continue par morceaux ou continue)

2.

I'ensemble d’arrivée de 'intégrande (C ou R).

11 faut savoir exprimer formellement toutes les propriétés ci-dessous, en respectant la régularité et 'ensemble de valeurs.

® N> gk W

Intégrales des fonctions c.p.m a valeurs dans C

Relation de Chasles

Linéarité

Inégalité triangulaire

Intégration et parité

Intégration et imparité

Intégration et périodicité

Résultat sur les sommes de Riemann a gauche

Résultat sur les sommes de Riemann a droite

Intégrales des fonctions continues a valeurs dans C

—

© e N o w D

Relation de Chasles

Linéarité

Inégalité triangulaire

Intégration et parité

Intégration et imparité

Intégration et périodicité

Résultat sur les sommes de Riemann a gauche
Résultat sur les sommes de Riemann a droite
Théoréeme fondamental de I'analyse

Condition suffisante d’existence de primitives

. Lien fondamental entre intégrales et primitives
. Intégration par parties (régularité €")

. Changement de variables (régularité mixte €°, €*)

,_.
e

© 2N e DN

Intégrales des fonctions c.p.m a valeurs dans R

Relation de Chasles

Linéarité

Positivité

Croissance

Inégalité triangulaire

Intégration et parité

Intégration et imparité

Intégration et périodicité

Résultat sur les sommes de Riemann a gauche

Résultat sur les sommes de Riemann a droite

Intégrales des fonctions continues a valeurs dans R

o

© *® N

10.
. Résultat sur les sommes de Riemann a droite
12.
13.
14.
15.
16.

Ll

Relation de Chasles
Linéarité

Positivité
Croissance

b
Séparation: f € €°([a, b],R), f > o,f f=0
a

Inégalité triangulaire
Intégration et parité
Intégration et imparité
Intégration et périodicité

Résultat sur les sommes de Riemann a gauche

Théoreme fondamental de I’analyse

Condition suffisante d’existence de primitives
Lien fondamental entre intégrales et primitives
Intégration par parties (régularité 6')

Changement de variables (régularité mixte €°, €')
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