Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

CHAPITRE N°18
ESPACES VECTORIELS

NorAaTioN C18.1 — Dans ce document, la lettre K désigne un corps.

§ 1. ESPACES VECTORIELS

DEFINITION C18.2 (STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL)
Un K-espace vectoriel est la donnée d’'un triplet (E, +,) ol

1. E estun ensemble

2. + estune loi de composition interne sur E, i.e. une application :

ExE — E
(u,v) — u+v

3. - estune loi de composition externe sur E a opérateurs dans K, i.e.

| KxE — E
Au) — A-u

vérifiants les propriétés suivantes.
AD) V(u,v,w) e B3 (u+v)+w=u+@w+w) =u+v+w [+ est associative]
(A2) 0 € E YueE Ogp+u=u+0g=u [+ possede un élément neutre]
(A3) YueE 3JveE u+v=v+u=0g [tout élément de E posséde un opposé]
(A4) Y(u,v)€E® u+v=v+u [+ est commutative]
(A5) YueE 1lgx-u=u [1k est neutre pour ]
(A6) YA, w)eK® YueE A-(u-u)=Axgu)-u [associativité mixte]
(A7) VAeK VYu,v)eE? A-(u+v)=A-u+A-v [distributivité a droite]
(A8) VA, w) eK? VueE A+xw)-u=A-u+u-u [distributivité a gauche]
En vertu des axiomes (A1)-(A4), (E,+) est un groupe abélien (ou commutatif).

PROPOSITION C18.3 (CONSEQUENCES DES AXIOMES DE STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL)
Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel.

Lélément O est unique. Il est appelé vecteur nul de E.

Soit u € E. Lélément v de E tel que v+ u = u+ v = 0 est unique. Il est appelé opposé de u et est noté —u.
YueE Ox-u=0g

VAeK A-0p=0g

YueE (-lgp)-u=-u

o PP

EXERCICE C18.4 — Démontrer que

V(A ueKxE Au=0 = (A=0gouu=0g)

EXEMPLE C18.5 — Soit n € N*. Lensemble K" des n-uplets d’éléments de K muni de

N ‘ K" x K" — K"
((xl,---»xn),(J’I,---,J’n)) —_ (x1+Ky1v---»xn+KYn)

et
KxK" — K"
(A/,(XI,...,Xn)) —_ (AXKXIV"'!//{'XKXI’I)
estun K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K" est Og» = (0, ..., 0k). Lopposé d’'un vecteur (x1,..., x,) € K" est (—xp,...,—Xy).
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EXEMPLE C18.6 —  Soit Q un ensemble non vide. Lensemble K = % (Q,K) des applications de Q dans K muni de
KQ x KQ . KQ

Q — K
f8 = f+g‘w — @) +xg

et
KxK%? — K®
Q — K
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K est
Q — K
OKQ 0 — OK
Lopposé d'un vecteur f € K est
Q — K
-f ‘ 0o — —flw).
EXEMPLE C18.7 — Lensemble KN = & (N,K) des suites d’éléments de K indexées par N muni de
KN x KN . KN

((un), (vp)) —  (Up+xVn)
et
KxKN — KN
A, (un) — A xguy)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de KN est Og» = (0, 0k, ..., 0K, --.). Lopposé d'un vecteur (u,) € KN est (—uy).

ExemMPLE C18.8 —  Soient n et p des entiers naturels non nuls. Lensemble .4, ,(K) des matrices de format nx p a

coefficients dans K muni de
-/%n,p(K) X -/ﬂn,p(K) - -/%n,p(K)

((ai;), (b)) — (aij+xbiy)
' ‘ Kx My (K) — My p(K)
A(aig))  — (Axxaiy)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de .4, ,(K) est la matrice de format n x p dont tous les coefficients valent Ok.
Lopposé d'un vecteur (a;, ;) € 4y, (K) est (—a; ;).

et

EXEMPLE C18.9 — Lensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K muni de
K[X] x K[X] — K[X]
+ +00 +o00o +00
(Z apX*, Zkak) — Y (ar+x b X*
k=0 k=0 k=0
et
K x K[ X] — K[X]
+00 +00
Y aka) — Y (Axgap Xk
k=0 k=0

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K[ X] est le polyndme dont tous les coefficients valent Ox. Lopposé d'un vecteur

+00 +00
Y arX*eK(X]est Y (—ap) X*.
k=0 k=0
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PROPOSITION C18.10 (PRODUIT D’UN NOMBRE FINI DE K-ESPACES VECTORIELS)
Soient n € N*, (E1, +1,°1),..., (En, + 1, n). Lensemble

n
[1Ei:={(x1,....xn) : Yiell,n]l x;€E}
i=1

muni de
n n n
[1E: x[]E: — [1E:
i i=1 i=1 i=1
((xl)---)xn);(ylr---yyn)) —_ (x1+1}’1»---vxn+nJ’n)
et

=

n
Kx []E; — E;

i=1 i=1
(/’l'y(xlyv--)xn)) —_ (A"lxlr'-wﬂ"nxn)

n n
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de H E; est (0 Epse-r 0 En)‘ Lopposé d'un vecteur (x1,...,X,) € l_[ E; est
i=1 i=1
(_xlr ooy _le)-

DEFINITION C18.11 (COMBINAISON LINEAIRE D’UN NOMBRE FINI DE VECTEURS)
Soient (E, +,) un K-espace vectoriel, (x1,...,x,) € E" ol n € N*. Un vecteur x € E est appelé combinaison linéaire de la
famille (x1,...,x,) si

n
Ay, A K" x=) Ai-x;
i=1

EXERCICE C18.12 — Démontrer que (2,3) est combinaison linéaire de la famille ((1,0), (0, 1), (1,1)) dans R2.
EXERCICE C18.13 — Démontrer que (1,2,3) n'est pas combinaison linéaire de la famille ((1,0,1),(1,1,0)) dans R>.
EXERCICE C18.14 — Démontrer que tout élément (x, y,z) € R3 tel que x + y + z = 0 est combinaison linéaire de la

famille ((-1,0,1),(0,—1,1)) dans R3.

EXERCICE C18.15 — Soient les vecteurs de R* définis par
u :(3)2)2’2) u2:(1)0’1;1) u3:(1’1;0r1) U4:(1,1,1,0)

Le vecteur u = (1,1,1,1) est-il combinaison linéaire de la famille (u1, uz, us, us) dans R*?

EXERCICE C18.16 — Démontrer que X3 est combinaison linéaire de la famille ((X +1)3, (X +1)3, X +1, 1) dans K[X].
EXERCICE C18.17 — Soient n€N, ay,...,a;, des éléments distincts de K et, pour tout i € [0, ]
n X—a
L;:= H J
j=0 4i —4aj
J#i

Démontrer que tout polyndme de K, [X] est combinaison linéaire de la famille (Lo, L, ..., L,) dans K[X].

EXERCICE C18.18 — Soient les quatre fonctions

R — R £ R — R I R — R R — R
X +— cos(x) 2l x — cos(3x) 31 x — cos(5x) X — cos’(x)

h

Démontrer que la fonction f est combinaison linéaire de la famille (fi, f2, f3) dans RR.
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EXERCICE C18.19 — Déterminer une fonction yy € C! (R,R) telle que toute fonction y € €' (R, R) vérifiant

!

y +

Ly=0
x2+1 Y

est combinaison linéaire de y dans RR.

EXERCICE C18.20 — Soit A € R. Déterminer deux fonctions yp,1, yu.2 € C2(R,R) telle que toute fonction y € €¢2(R,R)
vérifiant
y'+A-y=0

est combinaison linéaire de (yy,1, yu,2) dans RR.

EXERCICE C18.21 — Soit (u,,) € RN la suite définie par up = u; = 1 et, pour tout 7 € N, 42 = Upy1 + Uy. Ecrire la suite
(1) comme une combinaison linéaire de deux suites géométriques dans RN.

DEFINITION C18.22 (FAMILLE PRESQUE NULLE DE SCALAIRES)
Soit I un ensemble non vide.

1. Le support d’'une famille (1;);c; € K! est défini par
supp ((Ai)ien) :={i €l : A; # Ok}

2. Une famille (1;);¢; € K! est dite presque nulle si son support est fini, i.e. si tous ses termes valent Ox sauf un nombre
fini d’entre eux.

3. Lensemble des familles presque nulle d’élements de K indexée par I est notée K, i.e.

KD = {Adier € K’ : supp ((A))je1) est fini }

DEFINITION C18.23 (COMBINAISON LINEAIRE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS)
Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel, I un ensemble non vide, (x;);es € ET. Un vecteur x € E est appelé combinaison
linéaire de la famille (x;);c; s'il existe (1;);c; € K tel que

X = Z /1,")6,' =:Z)L,--xi

iesupp((A;)ier) iel

EXEMPLE C18.24 —  Soit a € K. Démontrer que tout P € K[X] est combinaison linéaire de la famille (X — a)") sen.

§ 2. SOUS-ESPACE VECTORIEL

NotAaTioN C18.25 — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, ).

DEFINITION C18.26 (SOUS-ESPACE VECTORIEL DE E)
Un sous-espace vectoriel de E est une partie de E telle que
(Al) Oge F [F contient le vecteur nul de E]
(A2) VY (uj,up) € F> wuj+up,eF [F eststable par addition]
(A3) VAeK YueF A-ueF [F eststable par multiplication par un scalaire]

EXEMPLE C18.27 — Les parties {Og} et E de E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces vectoriels
triviaux de E.
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PROPOSITION C18.28 (STRUCTURE NATURELLE DE K-E.V. SUR UN S.E.V.)
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors les applications

FxF — F ot ] KxF — F
e (u,v) — u+v # Au) — A-u

induites par les opérations + et - de E, sont bien définies et (F, +F,-r) est un K-espace vectoriel.

REMARQUE C18.29 —  Le précédent théoréme fournit un outil puissant, pour construire de nouveaux espaces vec-
toriels.

PROPOSITION C18.30 (CRITERE POUR ETRE UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE E)

Une partie F de E est un sous-espace vectoriel de E si seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées.
(P1) F#£@ [F contient au moins un élément]
(P2) V(A1,A2) €K® VY (uy,up) € F? Ay-ui+Az-up € F [F est stable par combinaison linéaire]

EXERCICE C18.31 — Soit u un vecteur non nul de E. Démontrer que
Vect(u)={A-u: 1K}

est un sous-espace vectoriel de u.

EXERCICE C18.32 — Déterminer une CNS sur A € R pour que
Fy:={(x,y) eR?* : 3x-2y =1}

soit un sous-espace vectoriel de R?.

EXERCICE C18.33 — Lensemble
I:={x)) eR®: y=x%

est-il un sous-espace vectoriel de R??

REMARQUE C18.34 — Identifionsle plan 2 et R> au moyen d’un repére (O ;7, 7) Grace ala théorie de la dimension

pour les espaces vectoriels, nous démontrerons qu’'un sous-espace vectoriel de R? est de I'une des trois formes suivantes.
(0) le singleton contenant I’origine {O}
(1) une droite passant par I'origine O
(2) le plan £ tout entier

EXERCICE C18.35 — Démontrer que
F:={(A- 31 =5u,-21+7w) : (A, u) € R?}

est un sous-espace vectoriel de R3,

EXERCICE C18.36 — Démontrer que
F:={(xy2€eR: (x,5,2)A(1,2,3) =0}

est un sous-espace vectoriel de R3.

EXERCICE C18.37 — Lensemble
F::{(x,y,z)€R3: x=0ouy=0ouz=0}

est-il un sous-espace vectoriel de R3?
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REMARQUE C18.38 —  Identifions I'espace & et R® au moyen d'un repere (O ; _1),7,75) Gréce a la théorie de la di-
mension pour les espaces vectoriels, nous démontrerons qu'un sous-espace vectoriel de R®
suivantes.

(0) le singleton contenant I'origine {O}

(1) une droite passant par 'origine O

(2) un plan passant par I'origine O

(3) I'espace & tout entier

est de I'une des quatre formes

EXERCICE C18.39 — Soient (n,p) e N* x N* et A€ My, p(K). Démontrer que
Ker (A):={X € My (K) : AX =04, 1}

est un sous-espace vectoriel de .4, , (K).

PROPOSITION C18.40 (ENSEMBLE SOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE)
Soient (n,p) eN* xN* et A= (ai, ]-) € Mp,p(K). On considere le systeme linéaire homogeéne (SH) défini par

ajxy + aipx2 + ... + alypx,, = 0

a1x1 t+  azpx; t+ ...+ axpXp = 0
(SH) . .

ap1x1 + Ap2X2 + ... + dppxp = 0

d’inconnue (xi,...,Xp) € KP”. Alors ’ensemble solution de (SH)

Sol(SH) :={(x1,...,xp) €KV : Vi€ [1,nl, aj1x1 + ajpxo +...+ aj pXp = 0}

est un sous-espace vectoriel de K”.

EXERCICE C18.41 — Soit I un ensemble non vide. Démontrer que 'ensemble K des familles presque nulles d’élé-
ments de K indexées par I est un sous-espace vectoriel de K.

EXERCICE C18.42 — Soit neN. Lensemble
Fp:={PeKI[X] : deg(P) = n}

est-il un sous-espace vectoriel de K[X]?

PROPOSITION C18.43 (STRUCTURE DE K, [X])
Soit n € N. Lensemble
K, [X]:= {P e K[X] : deg(P) < n}

est un sous-espace vectoriel de K, [X].

EXERCICE C18.44 — Soit n € N*. Démontrer que 'ensemble
F:={PeK,[X]: P(2)=0}

est un sous-espace vectoriel de K, [X].

EXERCICE C18.45 — Onpose
o :={(Un)nen € RN : () nen est arithmétique} et  G:={(un)nen € RN © (up)nen est géométrique}

Démontrer que </ est un sous-espace vectoriel de RN, contrairement a 4.

EXERCICE C18.46 — Soit I un intervalle de R. Justifier que % (I,R) est un sous-espace vectoriel de R'.
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EXERCICE C18.47 — Pour tout p € [1,3], on définit F, par

1
Fp:= {fe ©°((0,11,R) : f P de= o}
0

1. Démontrer que F] est un sous-espace vectoriel de €9([0,1],R).
2. Lensemble F; est-il un sous-espace vectoriel de 6°([0,1],R)?

3. Démontrer que I'ensemble F5 n’est pas un sous-espace vectoriel de €9([0,1],R).

§ 3. SOUS-ESPACE ENGENDRE PAR UNE PARTIE

NoTATION C18.48 — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, ).

PROPOSITION C18.49 (INTERSECTION D’UNE FAMILLE DE S.E.V)
Soit (F;)je; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors

(\Fi:={ucE:Viel, ueF;}

iel

est un sous-espace vectoriel de E.

REMARQUE C18.50 —  Une réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas nécessairement un sous-espace vecto-
riel de E. Par exemple
Fii={(xy)eR:x—y=0} et Fr={xyeR:x+y=0}

sont des sous-espaces vectoriels de R?, puisque chacun est ensemble solution d'une équation linéaire homogene d’incon-
nue dans R%. Cependant, F; U F, n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet, F; U F, n'est pas stable par addition car
(1,1) et (1,-1) appartiennent a F; U F», mais (1,1) + (1,-1) = (2,0) ¢ F; U F>.

EXERCICE C18.51 — Soient F; et F» deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer que F; U F» est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si F; UF, ou F>, U Fy.

EXERCICE C18.52 — Démontrer que
F:={(x,5,2,) eR* : x+y+z+t=0etx—y+z—-t=0} et G:={1-(1,1,0,1)+A2-(1,1,1,0) : (A1,12) €R?}

sont deux sous-espaces vectoriels de R*, puis déterminer F N G.

PROPOSITION-DEFINITION C18.53 (S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE DE F)
Soit A une partie de E. On définit la partie Vect(A) de E par :

Vect(A):= [) F.

Fsev.deE
telque AcF

Alors
1. AcVect(A4) [inclusion]
2. Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E  [sous-espace vectoriel]

3. si G est une partie de E telle que
— Ac G [inclusion]
— G estun sous-espace vectoriel de E  [sous-espace vectoriel]
alors Vect (A) c G.

En d’autres termes, Vect(A) est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A. Le sous-
espace vectoriel de E, noté Vect (A), est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par A.
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REMARQUE C18.54 —  La propriété 3 de la proposition-définition C18.53 est appelée propriété de minimalité d'un

sous-espace vectoriel engendré.

PROPOSITION C18.55 (DESCRIPTION DU S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE FINIE DE E)
Soient n € N* et (uy, ..., Uy) € E™. Alors Vect ({uy, ..., u,}) est’ensemble des combinaisons linéaires de la famille (u;,..., u,),
ie.
Vect ({uy,...,uy}) = {/11 U+ A up .+ Ay uy s (A, A, A) EK"}
n
= Y Airui A, A2,..,An) €K .
i=1
EXERCICE C18.56 — Soient u;:=(1,1,1), up:=(2,1,-1), v1:=(0,1,3), v2:=(9,4,—6). Démontrer que
Vect ({uy, up}) = Vect ({vy, v2})
EXERCICE C18.57 — Comparer les deux sous-espaces vectoriels de R*
F:=Vect((-1,1,2,-2),(1,2,3,-6)) et G:={(x,y,z0eR" : x+y+z+1=0}.
EXERCICE C18.58 — Soit

F:={PeRs[X] : P(0)=P(1) =0}

Démontrer que F est un sous-espace de Rs5[X] engendré par 4 vecteurs.

PROPOSITION C18.59 (DESCRIPTION DU S.E.V. ENGENDRE PAR UNE PARTIE QUELCONQUE DE E)
Soit A une partie non vide de E. Alors Vect (A) est ’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de Ai.e.

Vect (A) = { Y Aq-a: (Aa)agAeK(A)}

acA

EXERCICE C18.60 — Démontrer que

Vect((XZk)keN) - (PeK[X] : P(X) = P(-X)}

S 4. FAMILLES REMARQUABLES DE VECTEURS

NoraTioN C18.61 — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, -).

DEFINITION C18.62 (FAMILLE GENERATRICE DE E)
Une famille (x;);e; de vecteurs de E est dite génératrice de E si

VxeE IA)iereK? x=) ;-

iel

ou, de maniere équivalente, si
Vect((x;)ier) = E

EXERCICE C18.63 — Justifier que
F:={xyz0eR : x+y+z+t=0}

est un sous-espace vectoriel de R* et en donner une famille génératrice.
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EXEMPLE C18.64 — Sine N alors la famille (Xk) est génératrice de K, [X].

kelo,n]
EXERCICE C18.65 —— Soitun entier n > 2.

1. Justifier que 'ensemble .#,(R) des matrices a coefficients réels, de format (n, n) et symétriques est un sous-espace
vectoriel de .4, (R).

2. Donner une famille génératrice de %, (R).

EXERCICE C18.66 — Justifier que N _
F:={PeK[X]: P(1)=P'(1) =0}

est un sous-espace vectoriel de K[ X] et en donner une famille génératrice de F.

PROPOSITION C18.67 (SUR-FAMILLE D’UNE FAMILLE GENERATRICE DE E)
Soient I un ensemble, J une partie de I et (x;) ;7 une famille de vecteurs de E telle que la sous-famille (x;) je; est généra-
trice de E. Alors la famille (x;) ;e est également génératrice de E.

DEFINITION C18.68 (FAMILLE LIBRE, FAMILLE LIEE)
Soit (x;);e; de vecteurs de E.

1. Lafamille (x;);c; de vecteurs de E est dite libre si

VAdier€K? Y Ai-xj=0g = (Viel A;=0g)

iel

2. Lafamille (x;);c; de vecteurs de E est dite liée si elle n’est pas libre.

EXERCICE C18.69 — On définit les trois vecteurs uy, 1z, us de R par
u = (1y2r3) Up = (4)5r6) us = (7)8r9)

La famille (u1, uo, us) est-elle libre 2

EXERCICE C18.70 — Soient les matrices

0 1 1 0 11 11
A“::(l 1) Al’z‘z(l 1) A2,1:=(0 1) A2’2:=(1 0)

La famille (Ay,1, A1,2, A2,1, A2,2) de matrices de .4 (R) est-elle libre?

EXERCICE C18.71 — Soientun entier n > 2 et (uq,..., u,) € K".
1. On suppose qu'un des vecteurs uy, ..., U, est nul. Démontrer que la famille (u,, ..., u,) estliée.
2. On suppose que deux des vecteurs uy,..., 4, sont égaux. Démontrer que la famille (u;,..., u,) estliée.

3. Onsuppose que u, € Vect (uy, ..., uy—1) Démontrer que la famille (u,,..., u,) est liée.

DEFINITION C18.72 (VECTEURS COLINEAIRES)
Deux vecteurs (11, uy) sont dit colinéaires si

@AM eK ux=A1-u3) ou @A eK uj=Ar-uy)

PROPOSITION C18.73 (CRITERE DE LIBERTE POUR UNE FAMILLE DE DEUX VECTEURS)
Soient (u;, uz) € E2. La famille (1, 1) est libre si et seulement si les vecteurs u; et uy ne sont pas colinéaires.
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EXERCICE C18.74 — On définit les trois vecteurs u, Uz, us de R? par
up = (1,0) up =(0,1) usz=(1,1)

La famille (u1, up, u3) est-elle libre 2

PROPOSITION C18.75 (CRITERE POUR UNE FAMILLE SOIT LIEE)
Soit (x;);e; de vecteurs de E. La famille (x;) ;< estliée si et seulement si un des vecteurs de la famille (x;);c; est combinai-
son linéaire des autres.

EXERCICE C18.76 — Soient n € N* etdes scalaires ag, @1,...,a,. Donner une CNS sur ag, @1, ..., a, pour que la famille
- 2 n-1 _n
(we=1,ar,ay,...,a} ’ak))kello,n]]
de vecteurs de K"*! soit libre.
Solution — e Sideux des scalaires ag, a;,...,a, sont égaux, alors deux des vecteurs ug, Uy, ..., U, sont égaux et la

famille est liée. Ainsi, si la famille est libre, alors les scalaires ag, a1,..., @, sont deux-a-deux distincts.
o Démontrons la réciproque. Supposons que les scalaires ag, a1, ..., @, sont deux-a-deux distincts et démontrons que la

famille (ug, uy, ..., uy) estlibre. Soit (g, A1, ..., A,) € K" tel que
n
Z /1]6 ‘U= OKn+l
k=0
Comme

n n n n n n
Z?Lk-uk:Z/1k-(l,ak,ai,...,az_l,a;é): Zﬂk, Ak-ak,Z/lk-ai,...,Zﬂtk-aZ
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

le vecteur (Ag, A1,...,An) " € Mu+1,1(K) est dans le noyau de la matrice

1 1 1 ... 1
Qo aq ao ... Qp
2 2 2 2
—_|a a a R ¢ 1
V=% 1 2 n|e (K
n n n n
(XO al (IZ a,

En étudiant le noyau de la matrice V' € .#,;1(K), allons prouver que cette matrice est inversible, ce qui entrainera V €
GLy+1(K) puis g = A1 =... = A, = Ok. Soient (o, i1, ..., n) | € Ker (V7). Alors

n k
Z Hi -
k=0

n

Z,Uk'“]f

k=0

n
Z Ui+ (XIZC = 0tt41,1 ()
k=0

n ) .

c

Z Hi- &y,
k=0

n

et P:= Z Uk X* e K,[X] posséde n + 1 racines deux-a-deux distinctes, donc est le polyndme nul. Ainsi pg = p; = ... =

k=0
Hn = OK.
+ Conclusion. Lafamille (u:= (1, ax,af,...,a} !, af) )ke[[o  estlibre si et seulementsi les scalaires ao, a1, ..., ay sont
deux-a-deux distincts. '
e Remarque. D’apres notre étude, siles scalaires ayg, @1, ..., @, sont deux-a-deux distincts alors la matrice (de Vander-
monde) V est inversible. La réciproque est vraie et aisée a établir.

10 le 19 mars 2023 2 08h19



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

PROPOSITION C18.77 (SOUS-FAMILLE D’UNE FAMILLE LIBRE)
Soient I un ensemble, J une partie de I et (x;);c; une famille de vecteurs de E. Si la famille (x;);e; est libre alors la sous-
famille (x;) je; est également libre.

PROPOSITION C18.78 (UN CRITERE DE LIBERTE POUR UNE FAMILLE DE POLYNOMES)
Une famille de polyndémes non nuls et de degrés deux-a-deux distincts est libre.

EXERCICE C18.79 — Soit a € K. Justifier de deux manieres la liberté de la famille (X — a)™) ;en-

DEFINITION C18.80 (BASE DE E)
Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice de E.

EXERCICE C18.81 — Démontrer que 'ensemble
F:={(x,y,z0¢€ K': x+2y+3z+4t= 0}

est un sous-espace vectoriel de K et en déterminer une base.

EXEMPLE C18.82 —  Soit n€N*. On pose
e1:=(1,0,...,00e K" e :=(0,1,0,...,0) e K" e3:=(0,0,1,0,...,0) e K" e,:=(0,...,0,1) eK"

La famille (e, ez, e3,..., e,) de vecteurs de K" est une base de K", appelée base canonique de K”.

EXEMPLE C18.83 —  Soit (n, p) € N* x N*. Pour tout (i, j) € [1, n] x [1, pl, on définit la matrice E; j € .4y, (K) par

Ejj:=(6k; .6”)(]6 Oelt,nlxIL,pl [tous ses coefficients sont nuls sauf celui d’adresse (i, j) qui vaut 1]

Alors la famille (Ei, j) de matrice de .4, (K) est une base de .4y, (K), appelée base canonique de .4, (K).

(i, Hell,nlx(1,pl

EXEMPLE C18.84 — Sin €N, alors la famille (l,X, Xz,...,X”) est une base de K, [X], appelée base canonique de
K, [X].
EXEMPLE C18.85 — La famille (X"),en est une base de K[X], appelée base canonique de K[X].

PROPOSITION-DEFINITION C18.86 (COORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UNE BASE)
Soient 4 = (x;);e; une base de E et x € E. Alors

NN)iereK? x=) Ai-x;

iel

La famille de scalaires (1;);c; € K est appelée coordonnées de x dans la base 2.

EXERCICE C18.87 — On définit les trois vecteurs u, 1z, us de R3 par
u;=(0,1,1) up =(1,0,1) uz =(1,1,0)

1. Démontrer que la famille 98 := (1, uy, u3) est une base de R5.
2. Quelles sont les coordonnées d’'un vecteur (x, y, z) € R3 dans la base canonique de R3?

3. Quelles sont les coordonnées d'un vecteur (x, y, z) € R3 dans la base % de R3?

EXERCICE C18.88 — Soit n € N*. Préciser les coordonnées d'un vecteur (x1, Xz, ..., X;) € K" dans la base canonique de
K"
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EXERCICE C18.89 — Soit (n, p) € N* x N*. Préciser les coordonnées d’'une matrice A = (a;,j) € .4y ,(K) dans la base
canonique de .4, , (K).

EXERCICE C18.90 — Soit n e N*. Préciser les coordonnées d'un polynéme P € K,,[ X] dans la base canonique de K, [ X].

EXERCICE C18.91 — Préciser les coordonnées d'un polynéme P € K[X] dans la base canonique de K[X].

THEOREME C18.92 (DES DEGRES ECHELONNES DANS K, [ X])
Soit n € N. Toute famille (P, Py, ..., P,;) € K[X]"""! vérifiant

Vkel[0,n] deg(Py) =k

est une base de K;,[X].

THEOREME C18.93 (DES DEGRES ECHELONNES DANS K[ X])
Toute famille (P,,) nen € K[XIN vérifiant
VneN deg(P,)=n

est une base de K[ X].

EXERCICE C18.94 — Justifier que
B:=(P3:=X+X*+X+1,Py:=X*+X+1,P1:=X+1,Py:=1)

est une base de K3[X], puis déterminer les coordonnées des polynoémes 1, X, X2, X3 dans la base 4.

EXERCICE C18.95 — SoientneN, ay,...,a, des éléments deux-a-deux distincts de K et, pour tout i € [0, n]
n X—a;
L;:= H !
j=0 4i —aj
j#i

1. Démontrer que la famille £ := (Ly, Ly, ..., L) est une base de K, [ X].

2. Préciser les coordonnées d'un polynéme P € K, [X] dans la base Z£.

§ 5. SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES

NotaTioN C18.96 — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, ).

PROPOSITION-DEFINITION C18.97 (SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS)
Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Soit F) + F» la partie de E définie par

F+FE:={uj+uy: u € FpetuekF)}.

Alors
1. FuF,cF, +F [inclusion]
2. F; + F, est un sous-espace vectoriel de E  [sous-espace vectoriel]
3. si G est une partie de E telle que F; U F, c G et G est un sous-espace vectoriel de E, alors F; + F> c G.

Ainsi F) + F, est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui contient F; U F,.

REMARQUE C18.98 — La propriété 3 de la proposition-définition C18.97 sera appelée propriété de minimalité de la
somme.
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EXERCICE C18.99 — Soient
Fy:={(x1, %2, X3) €R® : X1 + X2 + X3 = 0} et F={aaaeR®:acR}

1. Justifier que F; et F» sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

2. Démontrer que F) + F» = R3.

Solution —

1. Comme F; est 'ensemble solution d'une équation linéaire homogeéne d’inconnue dans R3, F; est un sous-espace
vectoriel de R3. Puisque F, =Vect((1,1, 1)), F> est un sous-espace vectoriel de RS,

2. Linclusion F; +F, c R® est claire. Montrons I'inclusion réciproque. Pour ce faire, considérons un vecteur (y1, y2, ¥3) €
R3 et démontrons qu’il existe (uy, up) € Fy x F» tel que (y1, ¥2, y3) = Uy + Uy, en raisonnant par analyse-synthese.
e Analyse. Supposonsqu’'une telle décompositionde (y, 2, y3) existe. Comme u; € Fy, il existe des réels xj, x, x3

tels que
(%) uy = (x1, X2, X3) et X1+ X2+x3=0

Comme u; € F», il existe un réel a tel que
uz = (a,a,a)

Comme (y1, y2,¥3) = (x1, X2, x3) + (a, a, a)
(%) X1=y-—a Xo=Y2—a X3=ys—a

De (%), nous déduisons alors y; —a+ y» —a+ y3 —a =0 puis

_Nty2tys
3
Avec (% %) il vient
2y1— Yo — y: —y1+2y,— - —y1— Yo + 2y
X = V1 :J))/z V3 = 1 3J/z V3 ; o= n J;z V3

Al'issue de notre analyse, nous avons un unique candidat pour u; et un unique candidat pour u; donnés par

° (1v 171)

2V1— Vo — -1 +2y, — —y1—V2+2 + yo +
Uy = n-—y2 J’3, 1 V2 J’3y Yi—Y2t2)ys et LQ:J’] V2 +Y3

3 3 3 ’ 3
o Synthese. Considérons u, 1y comme en fin d’analyse. Clairement u, € F, et uy + up = (1, y2, y3). Enfin comme

2y1-y2— —y1+2y2 - —y1-y2+2
1 ;’2 J’3+ Y1 3)’2 J’3+ n J;z y3:0

u € F.

PROPOSITION C18.100 (SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES ENGENDRES)
Soient (1, m) € N* x N*, (uy,...,u,) € 8" et (vy,...,v;;) € E™. Alors

Vect (uy,...,uy) +Vect(vy,...,v;y) =Vect (U, ..., Un, V1,...y Um)

DEFINITION C18.101 (DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E EN SOMME DIRECTE)
Soient F; et F» deux sous-espaces vectoriels de E.

1. On dit que F; et F, sont en somme directe si
VYueFi+F 3IW(u,u)eFi xF, u=u+u

i.e. si tout élément de F; + F» s’écrit de maniere unique sous la forme u; + up avec uy € Fy et up € Fo.

2. Si F; et F» sont en somme directe, alors on note F; & F, le sous-espace vectoriel F; + F» de E.
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EXERCICE C18.102 — Soit n € N. On introduit
FuR):={AetyR) : AT = A} An(R):={Ae M,R) : AT = -A}

1. Démontrer que %, (R) et <, (R) sont des sous-espaces vectoriels de .4, (R).
2. Démontrer que 4, R) = %, (R) & «,(R).

Solution —
1. Démontrons que .#,(R) est un sous-espace vectoriel de 0_y, r), a I'aide de la caractérisation.
e Lamatrice 04, R est symétrique donc 0_4,®) € #»(R).
o Soient (11,1,) € R? et (A}, Ap) € #,(R)?. Comme

Mi-Ar+A2-A)" = A-Al +12-A) [linéarité de la transposition|
= A1+ A [A; et A, sont symétriques|

la matrice A1 - A; + 1, - Ay appartient a %, (R).
De maniére analogue, on démontre que </, (R) est un sous-espace vectoriel de 0_y,, r).
2. Linclusion %, (R) + <, (R) c .4, (R) est claire. Montrons I'inclusion réciproque. Pour ce faire, considérons une ma-

trice M € .4, (R) et démontrons qu'il existe (S, A) € %, (R) x o7, (R) tel que M = A+ S, en raisonnant par analyse-
synthese.

e Analyse. Supposons qu’une telle décomposition de M existe. Comme la transposition est linéaire, S est symé-
trique et A est antisymétrique, nous déduisons de

(%) M=S+A

que
(x%x) M ' =(S+A)"T=8S"T+AT=5-4

De (%) et (x%), nous déduisons

S=--(M+M") et A=—-(M-M")

Do |~

1
2
Alissue de notre analyse, nous avons un unique candidat pour S et un unique candidat pour A.

o Synthése. Considérons S, A comme en fin d’analyse. Clairement S+ A = M. D’apres la linéarité et le caractere
involutif de la transposition

(MT+M)=S et AT:(l.(M_MT])T:

5 (MT-M)=-A

st = (% (M + MT])T =

N =
N =

la matrice S est symétrique et la matrice A est antisymétrique.

e Conclusion. Nous avons établi que .4, (R) =.%,(R) + <7, (R). De notre analyse (cf. unicité des deux candidats
trouvés en toute fin), nous déduisons que toute matrice de .4/, (R) s’écrit d'une unique maniére comme somme
d’'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique. Les sous-espaces .%; (R) et <7, (R) sont donc en somme
directe et nous pouvons noter .45 (R) = %, (R) & <7, (R).

PROPOSITION C18.103 (CRITERE POUR QUE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS DE E SOIENT EN SOMME DIRECTE)
Soient F; et F» deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F; et F» sont en somme directe si et seulement si F; N F» = {0g}.

Démonstration — Supposons que F; et F» sont en somme directe et démontrons que F1NF, = {0g}. Linclusion
sup étant claire, nous ne considérons que I'autre. Soit donc u € F; N F». De

u= u + Og u= 0 + u
~ —_— =
€r €F, (3] €F,

et de I'unicité de la décomposition de u comme somme d’'un vecteur de F; et F, il vient u = 0p.

14 le 19 mars 2023 2 08h19



Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

‘: Supposons F; N F, = {0g}. Soit u € F} + F». Par définition de la somme de deux sous-espaces vectoriels, il existe
(w1, up) € Fy x F» tel que
(%) u=1uy+up

Démontrons que cette décomposition est unique. Soit (v1, v2) € F; x F» tel que
(% %) Uu=vy+19

De (%) et (xx) on déduit
Ur—v1=0v2—Up
———  ——
€F; €Fy

etdonc u; — vy et v2 — uy appartiennent a Fy N F, = {0g}. Ainsi u; = vy et up = vo.

EXERCICE C18.104 — Démontrer que les deux sous-espaces vectoriels de R® définis en C18.99 sont en somme directe.

Solution — Nous proposons deux solutions.

e 1%egolution. D’apréslasolution donnée en C18.99, tout vecteur de F; + F (qui égale 'espace R%) s’écrit d'une unique
maniere comme somme d’'un vecteur de F; et d'un vecteur de F, (cf. unicité des deux candidats trouvés en toute fin
d’analyse).

o 2fmégpolution. Nous démontrons que F; N F, ={(0,0,0)}. Linclusion sup étant claire, nous ne considérons que l'autre.
Soient u € Fy n F»,. Comme u € F, il existe a € R tel que u = (a, a, a). Comme u € F;, 3a =0 donc a = 0. Nous en déduisons
u=1(0,0,0).

EXERCICE C18.105 — Soient (ay, by, c1) et (az, bs, ¢2) deux triplets de réels tels que (ay, by, c1) # 0 et (az, bs, ¢2) # 0.
1. Démontrer que

Fp:= {(x,y,z)ER3 tax+by+caz=0} et Fp:= {(x,y,z)ER3 D dpx+boy+cz=0}

2. Les sous-espaces F) et F, sont-ils en somme directe?

DEFINITION C18.106 (SOUS-ESPACES VECTORIELS DE SUPPLEMENTAIRES DANS E)
Soient F; et F» deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F; et F, sont supplémentaires dans E si

YueE 3INuy,up) € F1 xF U=1uy+up

i.e. si tout élément de E s’écrit de maniere unique comme somme d’'un élément de F; et d'un élément de F.

EXeEMPLE C18.107 — D’apres C18.99 et C18.104 les ensembles
Fy:={(x1, %2, x3) €R® © X1 + X2 + X3 = 0} et F={aaaecR :acR}

forment des sous-espaces supplémentaires de R3.

EXEMPLE C18.108 —  Soit n € N*. Lensemble .#,(R) des matrices de .4, (R) symétriques et I'ensemble <7, (R) des
matrices de .4, (R) antisymétriques forment deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans .4, (R), d’aprées C18.102.

PROPOSITION C18.109 (CRITERE POUR QUE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS SOIENT SUPPLEMENTAIRES DANS E)
Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. F; et F, sont supplémentaires dans E.
2. h+F,=EetFinF,={0g}.

Démonstration —

F) et F, sont supplémentaires dans E <= F; + F, = E etlasomme F) + F» est directe
<~ F +F =Eetlasomme F;NF; ={0g} [C18.103]
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EXERCICE C18.110 — Justifier que
F:={(x,)€R®: x+y=0}

est un sous-espace vectoriel de R? et en donner plusieurs supplémentaires dans R?.
EXERCICE C18.111 — Démontrer que
F={xyzteR 1 x—y=z+t=0} et G=Vect(u:=(1,1,1,1),v:=(1,2,3,4)

sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R*.

THEOREME C18.112 (EXISTENCE D’UN SUPPLEMENTAIRE POUR UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE E)
Tout sous-espace vectoriel de E possede un supplémentaire dans E.

REMARQUE C18.113 —  Le théoreme C18.112 sera démontré, dans le prochain chapitre, dans le cas ol E posséde
une famille génératrice finie, par voie algorithmique. Dans le cas général, il peut étre démontré en appliquant le lemme de
Zorn, mais sera admis.

EXERCICE C18.114 — Déterminer un sous-espace supplémentaire de
F:=Vect(1,X? X"

dans R5[X].
EXERCICE C18.115 — On considére le sous-espace vectoriel

1
F::{fecéo([o,l],R):f f(t)dtzo}
0

de €°([0,1],R). En donner un supplémentaire dans €9([0,1],R).
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