Lycée Henri Poincaré MP2I 2223 David Blottiére

CHAPITRE N°17
ANALYSE ASYMPTOTIQUE

S 1. RELATIONS DE COMPARAISON : CAS DES FONCTIONS

DEFINITION C17.1 (VOISINAGE D’UN POINT DE R)
1) Unvoisinage V d'un point a € R est une partie de R telle que

36>0 Ja-6,a+d[cV
2) Unvoisinage V de +oo est une partie de R telle que
JAeR JA +oo[c V

3) Unvoisinage V de —oo est une partie de R telle que

dBeR ]-o00,B[cV

NOTATION C17.2— SiaeRalors ¥ (a) désigne I'ensemble des voisinages de a.

PROPOSITION C17.3 (PROPRIETES DES VOISINAGES D’UN POINT DE R)
Soit a € R.
1) ReV(a)
n
2) SineN*et(V,...,Vp) eV (@ alors [ Vi€V (@).
i=1
3) SiIestun ensemble non vide et (V;);es € ¥ (a)! alors U Vi eV (a).

iel

REMARQUE C17.4 —  Une intersection quelconque de voisinages d'un point a € R n’est pas nécessairement un voisi-
1
nage de a. Par exemple, pour tout n € N*, | ——, — | est un voisinage de 0 mais ﬂ - = [ = {0} n’est pas un voisinage de
neN* n
0.
NOTATION C17.5— Sia€RetV eV (a)onpose V*:=V\{a} (voisinage épointé de a).

DEFINITION C17.6 (GERME DES FONCTIONS DEFINIES AU VOISINAGE DE 4 € R)
1) Soit a € R. On pose

4.:= U {feR": festcontinueena }) u ( U {f eR"" : f ne possede pas de limite finie en a })
VeV (a) Vev(a)

Un élément de ¢, est donc soit une fonction définie sur un voisinage de a et continue en a, soit une fonction définie sur

un voisinage épointé de a qui n'est pas prolongeable par continuité en a.

2) Soit a € {—o0, +00}. On pose
4.,= J RY
VeY(a)

Un élément de ¢, est donc une fonction définie sur un voisinage de a.

REMARQUE C17.7 —  Soient a € R. Pour tout (f, ) € 42, on définit la fonction f + g par

@fﬂ@g — R

fre X — f)+g
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Si a € {—00, +00} ou f(x) x g(x) n’a pas de limite finie quand x tend vers a € R alors on définit la fonction f x g par

@fﬂ@g — R
fXg' X — f)xg®)

Sinon f(x) x g(x) a une limite ¢ € R quand x tend vers a € R et on pose
(27n2g) uia} — R

fx)xgx) six#a
4 six=a

fxg X

DEFINITIOE C17.8 (RELATION DE DOMINATION O EN UN POINT DE R)
Soient a € Ret (f, g) € 42. On dit que g domine f au voisinage de a et on note f(x) =, O(g@)ouf = O(g) si

VxeVn2rn9g fx)=bx)g(x)

3Ve¥(a 3IbeRY et
b est bornée sur V

DEFINITION C17.9 (RELATION DE NEGLIGEABILITE 0 EN UN POINT DE R)
Soient a e Ret (f, g) € 92. On dit que f est négligeable par rapport a g au voisinage de a et on note f(x) =l 0 (g(x) ou

f=o(g)si

VxeVn9rn9e f(x)=ex)gx)

IVeV(a) FeeRY et
e(x)—0
X—a

NOTATION C17.10 — Soienta€Ret (f, g, h) € 45.
1) On écrira souvent f(x) = g(x) + O (h(x)) pour signifier f(x)— g(x) Za 0O (h(x))

—a
2) De maniére analogue, on écrira souvent f(x) Za g(x) + o (h(x)) pour signifier f(x) — g(x) Za o (h(x))

DEFINITION C17.11 (RELATION D’EQUIVALENCE ~ EN UN POINT DE R)
Soient a e Ret (f, g) € 42. On dit que f est équivalente & g au voisinage de a et on note f(x) o gx)ou f ~8 si

VxeVn2rnPg f(x)=(1+e(x)g(x)

VeV (a) FeeRY et
g(x) —0
X—a

PROPOSITION C17.12 (LIEN FONDAMENTAL ENTRE ~ ET 0)
Soient ae Ret (f,g) € 42.
f~g = f-g=o(g

PROPOSITION C17.13 (EXPRESSIONS DES RELATIONS DE LANDAU A ’AIDE DE QUOTIENTS)
SoientacRet (f,g) € ééé On suppose que

IVeV(a) VxeV'n2, gx)#0

1 ye . . flU* n@fn@g )
1) f=0 (g) si et seulement s'il existe U € 7 (a) tel que U < V et la fonction ———— est bornée sur U* N DN Dy
’ 8\U* 22
2) f = o(g)sietseulementsi G
@ g(x) x—a
3) f ~ gsietseulement si m —
@ g(x) x—a
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EXEMPLE C17.14 —  Soit (p,q) € N* tel que p < q, (ap, ..., aq) € RTP*! tels que ap, # 0 et ag # 0. Alors
q . ) q . .
kgp ax’ ~ apx et kgp agx’  ~ agx

EXEMPLE C17.15 — Soit n € N*. Alors

1 _ < k n+1
- x:()kgbx +0(x"™)

PROPOSITION C17.16 (PROPRIETES DE LA RELATION O)

Soit a € R.

1) Larelation f = O(g) sur %, est réflexive et transitive.
a

2) Soit (fi, f»,8) €9 tel que fi = O(g)etf> = O(g). Alors fi + f> = O(g).

3) Soit (fi, f2,81,82) € 92 tel que f = O(g1) et f = O(g2). Alors fi f» = 0(g18)-

4) Soient (f,g) € 92 tel que f = O(g), beRet he 9, telle que h(b) = a. Si f o h et go h sont définies au voisinage de b
alors foh = O(goh).

EXERCICE C17.17 — Soient a € R et (f1, f,81,82) € 94. Démontrer que f; = O(g1) et fo = O(g2) nentraine pas

Ql

nécessairement fi + fo = O(g1 + g2)-

PROPOSITION C17.18 (PROPRIETES DE LA RELATION 0)
Soit a € R.
1) Larelation f = o(g) sur 9, est transitive.

a

2) Soit (f,g) € 92 tel que f = o(g). Alors f = O(g).

3) Soit (f, g h) € 4> tel que f = o(g)etg = O(h). Alors f = o(h).

4) Soit (fi, f>,8) €95 tel que fi = o(g)etf = o(g).Alors fi + f> = o(g)-

5) Soient (f,g) € 42 tel que f =0 (g), beRet he Y, telle que h(b) = a. Si f o h et go h sont définies au voisinage de b
alors foh = o(goh).

EXERCICE C17.19 — Soient a € Reet (f1, f2,81,82) € 9. Démontrer que f; = o(gi) et fo = 0(g2) n'entraine pas

nécessairement fi + f = o(g1+g2)

PROPOSITION C17.20 (PROPRIETES DE LA RELATION ~)

Soita€R.

1) Larelation f ~ g sur %, est une relation d’équivalence.
a

2) Soit (fi, f2,81,82) €92 tel que fi ~ 8 et fp ~ 8 .Alors f1f> ~ 8182

1 1 1
3) Soit(f,g) e¥92.Sif ~ get ? est définie au voisinage de a, alors — est définie au voisinage de a et ? ~ g
4) Soient (f, g) € 942 tel que f =8 beRet he9,telleque h(b) = a.Si foh et goh sont définies au voisinage de b alors

h ~ goh.
fo > 8°

EXERCICE C17.21 — Soienta€Ret (fi, f>,81,82) € 4+. Démontrer que fi ~ g et f» ~ g» Nentraine pas nécessairement
a a
fith > g1+ 8.

EXERCICE C17.22 — Soient a€ Ret (f, g) € 92. Démontrer que f ~ g n'entraine pas nécessairement expof ~ expog.
a a
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METHODE C17.23 — SiaeRet f €9, alors étudier f au voisinage de a revient a étudier la fonction h— f(a+ h)
au voisinage de 0. Le changement de variable
x=a+h , h—0

permet de déplacer le lieu de I'étude d'un voisinage de a a un voisinage de 0, pour lequel nous disposerons de nombreux

résultats.

7
EXERCICE C17.24 — Donner un équivalent simple de f(x) := cos(x) lorsque x tend vers 2

EXERCICE C17.25 — Donner un équivalent simple de f(x) :=In (x2 —2x—2) lorsque x tend vers 3.

PROPOSITION C17.26 (REFORMULATION DES CROISSANCES COMPAREES)
Soienta >0et > 0.

1
P = o(e™) , In%x) = o(xﬁ) , In(x)|* = o(—)
xX—+00 X—+00 x—0t xﬁ
In®(x) -2
EXERCICE C17.27 — Donner un équivalent simple de f(x) := % lorsque x tend vers +oo.
ch(2x) —x
EXERCICE C17.28 — Donner un équivalent simple de f(x) :=In(ch(x)) — 2v/x lorsque x tend vers +oo.

PROPOSITION C17.29 (OBTENTION D’UN EQUIVALENT PAR ENCADREMENT)
Soient a e Ret (f, g, h) € 94> tels que f < g < hau voisinage de a et f = h.Alors g = h.

EXERCICE C17.30 — Démontrer que, pour tout x >0

X x2<ln(1+x)<x x2+x3
2 = = 2 3

et en déduire un équivalent de f(x) :=In(1 + x) — x lorsque x tend vers 0*.

PROPOSITION C17.31 (PROPRIETES CONSERVEES PAR EQUIVALENCE)
Soient a € Ret (f, g) € 42 tels que f ~ 8.
1) Si f posséde une limite ¢ € R en a, alors g(x) — l.

2) Sif >0 auvoisinage de a alors g > 0 au voisinage de a.
3) Sif>0auvoisinage de a alors g > 0 au voisinage de a.

EXERCICE C17.32 — Soient (a,¢) € R et (f,8) € 92. Démontrer que f(x) — letg(x) 7 ¢ n'entraine pas

nécessairement f ~ g.
necessairement j~

§ 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES : FONDEMENTS

DEFINITION C17.33 (DEVELOPPEMENT LIMITE A ’ORDRE 72 EN UN POINT REEL a)
Soient I un intervalle ouvert de R, f: I —— R une fonction, a € I et n € N. On dit que f posséde un développement
limité (DL) a I'ordre n au point a (abrégé en « f posséde un DL (a) ») si

J(ag, ai,...,ay) ER™ f(x) =, ap+a1(x—a)+az(x—a)?+...+ay(x—a)" +o((x-a)")

n
Y arx-a)*
k=0
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EXEMPLE C17.34 — In(x) =1x—1+o(x—1)
x—»

1 n
EXEMPLE C17.35 — PourtoutneN, — = Zxk+o(x").
=

PROPOSITION C17.36 (UNICITE D’UN DL)
Soient I un intervalle ouvert de R, f: I —— R une fonction, a€ I et n € N. Si (a9, a1,...,ay) € R™! et (Bo, B1,-.-,Bn) €
R"*! vérifient

n

n
= Y agx-afro(x-a") et f0 = Y Brx-af+o(x-a)")
—a =0 Xx—a k=0

fx .

alors, pour tout k € [0, nll, @y = Bk.

PROPOSITION C17.37 (TRONCATURE D’UN DL)
Soient I un intervalle ouvertdeR, f: I R une fonction, a € I et n € N. Supposons que f possede un DL, (a), i.e. qu’il
existe (ag, a1,...,a,) € R tel que

n
= X ar(x—a)*+o((x-a)")

) f
k=0

Alors, pour tout p € [0, n], f posséde un DL, (a) obtenu en tronquant (x) a l'ordre p, i.e.

p
fo =Y ap(x-a*+o((x-a)P)

% k=0

PROPOSITION C17.38 (PARITE ET DL)

Soient I un intervalle ouvert de R centré en 0, f: I —— R une fonction et n € N*. Supposons que f posséde un DL, (0),
n

i.e. qu'il existe (ag, ay,...,a,) € R*! tel que f(x) = > ay x* +o(x").
=% k=0
1) Silafonction f est paire, alors les coefficients ag, a1, ..., a, d’'indices impairs sont nuls et donc

Ln/2]
fo = Y azkx2k+o(x”)
x—0 =0

2) Silafonction f estimpaire, alors les coefficients @y, ay, ..., a, d’'indices pairs sont nuls et donc
[(n=1)/2]

f(x) o kz 062k+1x2k+1+0(xn)
=0

PROPOSITION C17.39 (TRANSLATION DE 'ETUDE D’UN DL EN UN POINT REEL AU POINT 0)
Soient I un intervalle ouvertdeR, f: I R une fonction, a€ I et n € N.
1) Supposons que la fonction i — f(a+ h) posséde un DL, (0), i.e. qu'il existe (ag, @1,...,a,) € R*"! tel que

flath) = Y aph*+o(n")
h=0 o

n
= ) aplx- a)k +o((x-a)")
% k=0
2) Supposons que la fonction f posséde un DL, (a), i.e. qu'il existe (ag, a7, ..., a,) € R*™! tel que

Alors la fonction f posseéde un DL, (a), donné par f(x) .

f@ = Y acx-a*+o(x-a)")

~% k=0

n
Alors la fonction h— f(a+ h) posséde un DL, (0), donné par f(a+ h) h:0 Z o h*+0 (h”)
Y k=0
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REMARQUE C17.40 — Soient a€ Ret f €%,. Alors

fjo(l) — f(x)mo

PROPOSITION C17.41 (DLy ET CONTINUITE)

Soient I un intervalle ouvert de R, f: I R une fonction, a € I.

1) Lafonction f admet posséde un DLj(a) si et seulement si f est continue en a.
2) Silafonction f est continue en a alors

f = fl@+o)

PROPOSITION C17.42 (DL; ET DERIVABILITE)

Soient I un intervalle ouvert de R, f: I —— Rune fonction, a € I.

1) Lafonction f posséde un DL (a) si et seulement si f est dérivable en a.
2) Silafonction f est dérivable en a alors

f® = f@+fl@x-a+ox-a)

EXERCICE C17.43 — Justifier que la fonction
f: x—In(cos(x) + x)

possede un DL (0), puis donner ce DL. Qu’en déduire?

EXERCICE C17.44 — SoientacR, VeV (a)etf: V\{a}

R. On suppose qu’il existe des réels ag, a; tels que

f) = a+ailx-a)+o(x-a)
xX#a

Justifier que la fonction f est prolongeable par continuité en a et que ce prolongement est dérivable en a.

. . 1-cos(x)
EXERCICE C17.45 — Rappeler le résultat sur le comportement asymptotique de B — lorsque x tend vers 0 et en

déduire que la fonction cosinus possede un DL (0).

EXERCICE C17.46 — Démontrer que la fonction

R — R
0 six=0

f

X —_—

s (1) .
X©simm|— sinon
X

posséde un DI, (0), mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

PROPOSITION C17.47 (DL, EQUIVALENT ET SIGNE)
Soient I un intervalle ouvertdeR, f: I R une fonction, a € I et n € N. Supposons que f possede un DL, (a) de partie
réguliere non nulle, i.e. qu'il existe n + 1 réels ap, ay, ..., @, non tous nuls tels que

n
f = Y arx-af+o(x-a")
X—a k=0

Alors I'entier r := min{k € [0, n] : a # 0} est bien défini et

f ~ arx- a)’

Ainsi, il existe V € ¥ (a) tel que, pour tout x€ INV, f(x) et @, (x—a)” ont méme signe.
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EXERCICE C17.48 — Soient I unintervalle ouvertde R, a€R, f: I —— Ret 6y la courbe représentative de f dansle
plan muni d'un repére.
1) Onsuppose qu’il existe des réels ag, a1, @y # 0 tels que

f® = ap+ai(x—a) +az(x—a)?+o((x—a)?)

Esquisser I'allure de la courbe € autour du point de coordonnées (a, f(a)).
2) Considérer de nouveau la problématique de la question 1, en supposant cette fois qu’il existe des réels ag, a1, a3 # 0
tels que

f® = ao+ailx-a)+as(x- a)?’ +o((x-a)?)

S 3. FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

LEMME C17.49 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS GENERALISEE)
Soient a et b des réels tels que a < b, f et g des fonctions définies, continues sur [a, b] et dérivables sur | a, b[. Si

Vxelabl |f'(x0|<g' @)

alors | f(b) - f(a)| < g(b) - g(a).

PROPOSITION C17.50 (PRIMITIVATION D’UN DL)

Soient I un intervalle ouvert de R, f: I —— Rune fonction, a € I et n € N. Supposons que
(H1) f estdérivable sur I

(H2) [’ posséde un DL,(a), i.e. qu'il existe (ag, @1,...,a,) € R*! tel que

n
f(x) = Y ar(x-a)f+o((x-a)")

=
Alors f possede un DL, (a) donné par

n
f@) = fl@+}, % x-a* +o((x-a)")
k=0

DEFINITION C17.51 (POLYNOMES DE TAYLOR ASSOCIES A UNE FONCTION)
Soient I un intervalle ouvertde R, ac I, neNet f: I R une fonction admettant une dérivée d’ordre n au point a.
Le polyn6éme de Taylor d’ordre n de f au point a est défini par

Tran= Y — X-af
k=0 &
REMARQUE C17.52 —  Soit P € R[X]\ {Ok(x)} et
R — R
deg(P)
Tl — % et
k=0

la fonction polynomiale associée a P. D’apres la formule de Taylor exacte pour les polynémes, pour tout n > deg (P), Tt na
coincide avec P.

EXEMPLE C17.53 —  Pour tout k € N, exp® (0) = exp(0) = 1 et donc le polynéme de Taylor d’ordre 7 de la fonction
exponentielle en 0 est
n Xk
Texp,O,n = Z F
k=0 *:
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THEOREME C17.54 (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG)

Soient I un intervalle ouvert de R, f: I —— Rune fonction, a € I et n € N. Supposons que
(H) lafonction f estde classe €” sur I.

Alors f possede un DL, (a) donné par

f(k)( a) 5
fa = Z x—a)+o((x—a)")
Tf,u,n(x)
Démonstration — Pour tout n € N, on note & (n) le prédicat défini par

(k)
Pn) : Vfe€" LR fx) = Zf @ x-a)f+o(x-a")

o Initialisationan=0. Lassertion 22(0) s’écrit

Vie€',R) f(x) =, f@+om

Soit f € €°(I,R). Par continuité de f en a, f(x) p— f(a). Nous en déduisons f(x) —f(a) 0,i.e. f(x f(a +o(1).

e Hérédité. Soit n € N tel que I'assertion 22(n) est vraie. Soit f € €"(I,R). Alors la fonctlon f est derlvable sur I et
f'€€™(I1,R). D’apres I'hypothese de récurrence appliquée a la fonction f’

i (f/)(k) (@)

fl(x = a (x—a)k+0((x—a)”)
T k=0 :
n (k+1)
a kofld(m(x—a)k+0((x—a)")
Par intégration d'un DL, nous en déduisons
f(k+l)( ) p
fo = f(a)+z T (x- @) +o((x-a)")
; k=0
n+1 f(k)( )
= fa+ ) o & +o((x-a)"™)
) k=1 :
n+1 f(k}(a)

xia k' (x_a)/C+0((x_a)rl+1)
k=0 :

Q.E.D.
EXERCICE C17.55 — SoitneN.

1) Justifier que la fonction exp admet un DL, (0) et le calculer.
2) Endéduire que la fonction ch possede un DL, (0) et le calculer.

EXERCICE C17.56 — 1) Justifier que la fonction sin admet un DI13(0) et le calculer.
2) En déduire que la fonction
l—m,n] — R
0 six=0
f X —_— 1 .
—— = sinon
x sin(x)

est dérivable sur | — 7, 7.
3) Lafonction f est-elle de classe €' sur | —,7([?
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§ 4. DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Dans le tableau ci-dessous, n désigne un entier naturel non nul et a un réel.

Développements limités Indications pour retrouver les développements limités
1 n n 1— xn+l
— = xk+0(x") Six;él,alorstk:
1-x x=0 =, =0 1-x
e L . N 1
In(l+x) = > P +o(x") Composition par x — —x a droite dans le DL,_1(0) de x — =
x—0 = _
k=1 primitivation.
(= 1) 2k+1 2n+2 s 2 5 : 1 :
Arctan(x) = Z Tt X +o(x ) | Composition par x — —x* & droite dans le DL,(0) de x — T et pri-
® k=0 mitivation.
n xk
exp(x) = Z e (x™) Formule de Taylor-Young et, pour tout k € N, exp® = exp.
=0 k=0
n x2k 2n+1
ch(x) = — +o(x™" ch est la partie paire de exp.
™ = k) ) partiep P
n x2k+1 P
sh(x) = P nt sh est la partie impaire de exp.
@ = L orem o) P P P
D o, (onn :
cos(x) = Y <X+ o (2™ Pour tout x € R, cos(x) = ch(ix).
=0 {5, @)
noo(—1k sh(ix
siny) = Y D" ekn +0(x*"*2) | Pour tout x € R, sin(x) = ooy
=0 (= k+1)!
3
_ X 3 PR _ : 2 _ .2 2
tan() = x+= +0o(x°) Par dérivabilité tan(x) = x+o0(x), par produit tan®(x) = x +0o(x?),
X— X— X—
puis primitivation avec tan’ = 1 + tan®.
a (a 0) k . " e .
A+x% = 1+ Z -x“+0(x") | Formule de Taylor-Young et, pour tout k € N*, la dérivée k-ieme de
-0 k-1
x— (1+x)% est x— (H (a— 4)) -1+ x)“fk (récurrence sur k)
2=0
EXERCICE C17.57 — Donner le DL3(0) de x — V1 + x lorsque au voisinage de 0.
EXERCICE C17.58 — Soit n € N. Justifier que la fonction Arcsin possede un DL, (0) et le calculer.
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n r o xn+1 1 n k x X
Démonstration — (1) Pourtoutxe]-1,1[, ) x"= donc =Y x“+x"-——.Comme — —0
k=0 1-x I-x = 1-x 1-x x—0
Tox w0 2= © o)
k=0
1 n-1
(2) Comme —x S 0 nous pouvons effectuer la substitution x < —x dans le DL T Z x*+0(x""!) pour obtenir
X =00
1 1 k n—1
1+x xHO Z (=1) Rk 0( )
EDR e
Par primitivation, il vient In(1 + x) = ln(l +0) + Z ) X"+ o0 (x ) qui se réécrit
In(1+x) = i ot x*+0(x")
x:>0 =1 k
(3) Comme —x?> — ~ 0nous pouvons effectuer la substitution x — —x? dans le DL 1— - Z x*+0(x") pour obtenir
= X =0 k=0

1 n
T+ x2 520 ];)(_1)k'x2k+0(x2n)

x2k+1 2n+1)

Par primitivation, il vient Arctan(x) = Arctan(O) + Z +o(x

ui se réécrit
=0 2k + 1 q

< (_l)k 2k+1 2n+1
Y ——x +o(x)

* Arct =
™ clanto =0 (= 2k+1

La fonction Arctan est de classe 62”2, donc posséde un DL a 'ordre 27 + 2 en 0 d’apreés la formule de Taylor-Young.

Comme elle est impaire, le coefficient de degré 2n + 2 de la partie principale de son DL a 'ordre 27 + 2 est nul. Par unicité
et troncature d'un DL, nous déduisons alors de (x) que

k
Arctan(x) = i (abh . x2k+1 +0(x2n+2)
x—0 k=0 2k+1

(4) Lafonction exp est de classe 6" sur R, donc posséde un DL a I'ordre 7 en 0 d’apres la formule de Taylor-Young. Ce

" exp® (0
dernier est en outre donné par exp(x) = Z pT() xF+o (x”). Comme, pour tout k € N, exp(k) (0) = exp(0) = 1 nous
X— k=0 H
obtenons
n xk B
explx) = k;)ﬁ +o(x")

(5) Comme —x o 0 nous pouvons effectuer la substitution x — —x dans le DL
X—

2l k 2n+1
explx) = kZO o +o(x*")
pour obtenir
2n+1 (—l)k k ol
— n
exp(-x) = kgb 0 +o(x*")

En additionnant membre-a-membre les deux DL précédents, il vient

2n+1 _1\k
2-ch(x) = Z&-xk+o(x

2n+l)
k=0 k!
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n

Comme 1+ (—1)¥ vaut 2 si k est pair et 0 si k est impair, nous en déduisons 2 - ch(x) = 2o *F+o (xZ”“) puis
=Y k=0 :
ch(x) = L. X2k o (x2"H)
x—=0 = 2k)!
(6) Comme —x o 0 nous pouvons effectuer la substitution x — —x dans le DL
X
2n+2 k s
_ I n+
exp(x) o ];zo X +0(x*"%)
pour obtenir
2n+2 (-1 k B B
o — n+
exp(-x) = kzb 0 +0o(x™"*?)
En soustrayant membre-a-membre les deux DL précédents, il vient
2n+2 1— (—l)k
2.sh _ oo ) k 2n+2
sh(x) = kgb o +0o(x*"*?)
Comme 1 - (—1)¥ vaut 0 si k est pair et 2 si k est impair, nous en déduisons 2-sh(x) = Y ——— x**!40(x*"*?) puis

x—0 =, 2k +1)!

& 1
h _ . 2k+1+ 2n+2
sht0 =, kz:o(zm g el

(7) Lafonction cos est de classe €2"*! sur R, donc posséde un DL al’ordre 2n+1 en 0 d’aprés la formule de Taylor-Young.
Ce dernier est en outre donné par

2n+1 (k)

cos'™ (0

(%) cos(x) = 2 —().xk+0(x2n+l)
=0 ;= k!

Au moyen d'un raisonnement par récurrence, nous démontrons que, pour tout k € N
(k) T
VxeR cos™ (x)=cos x+k-§

Comme, pour tout ke N

ot 10 =con{ - 2] e[ crefs)« f & S5

nous déduisons de (x) que

O k 2n+1
_ . n
cos(x) = kZ:o(Zk)! xF+o(x*")
n _1 k
— =D -xk+o(x2”+1)
o =2k

(8) Lafonction sin est de classe €22 sur R, donc posséde un DL al'ordre 212+2 en 0 d’apres la formule de Taylor-Young.
Ce dernier est en outre donné par

2042 oo (K)
(%) sin(x) = L(())-xk+o(

' x2n+2)
x—0 =0 k!

Au moyen d'un raisonnement par récurrence, nous démontrons que, pour tout k € N
. . 7
vxeR sin®(x) = sm(x+ k- 5)

Comme, pour tout ke N

sin(k)(O)zsin(k'g)=Im(eik%)=Im(ik)={ iko‘l zzzjtirimpair

nous déduisons de (x) que
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n l'Zk

~x2k+l 2n+2)

sin(x) = +o(x

=0 = (2k+1)!

n -1 k
_ Z (=D .x2k+1 + 0(x2n+2)
=0 ;= 2k+1)!

(9) Lafonction tan est dérivable en 0, donc elle posséde un DL, (0). Comme tan(0) = 0 et tan’(0) = 1, ce DL; (0) est donné
par
tan(x) = : X+0(x)
X

Nous en déduisons
tanz(x) = x2+2-x-0(x)+o(x)-o(x)
2 2
= +
=, o (x%)

1
[=)

puis tan’(x) = 1 +tan?(x) - 1+ x* +0(x?). Par primitivation
—
3
X 3
tan(x) = @an()+x+ = +o (x%)
X—
3

_ X 3
S, 5t 3 +0o(x%)

(10) Lafonction f: x— (1+x)% = e®In(+2) agt de classe € sur ] —1,1[, donc posséde un DL a l'ordre n en 0 d’apres la
formule de Taylor-Young. Ce dernier est en outre donné par

n f(/C) (0) ]c

> x“+o(x")

1 @ — =
) 1+x)%=f(x) o K

Au moyen d’un raisonnement par récurrence, nous démontrons que, pour tout k € N*

k-1
vxel-L1[ fPw=a-(@-D-...-(a-(k-1)-01+0% = (H(a—é))-(l+x)“k
=0

Puisque f(0) =1 et, pour tout k € N*, f*)(0) = [T5_} (@ — £), nous déduisons de () que

k

n k-1 .y
M@= L

1+0% = 1+ £20
( ) 0 k; k!

—

Q.E.D.

§ 5. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

PROPOSITION C17.59 (COMBINAISON LINEAIRE DE DEUX DL)
Soient 1, A, deux réels, fi, f> deux fonctions définies au voisinage d'un méme réel a et n € N*. On suppose que fj et f>
possedent un DL, (a), i.e. qu’il existe P; € R,[X] et P € R, [X] tels que

hw =, Pix-a)+o((x-a)") et fr(x) = Py(x—a)+o((x-a)")
Alors la fonction A, - f1 + A2 - f2, qui est définie au voisinage de a, posséde un DL, (a) donné par

M-[)+ 22 fo(0) = A ‘Pi(x—a)+A2-Py(x—a)+o((x—a)")

La partie principale du précédent DL est donc A; - P; + A, - P» € R, [ X].

3

X 7T, 4
EXeMPLE C17.60 — In(l+x)—cos(x) = —l+x+=-——0-x +o(x*)
=
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3  x* 35
EXEMPLE C17.61 — V1+x-2Arctan(x) = 1-=-x—-—+=—-x>+0(x%)
x—0 2 8 48
EXERCICE C17.62 — Démontrer que la fonction f: x— v/1—-x+ v/ 1+ x possede un DL4(0) et I'expliciter.
NoTATION C17.63 — Sin €N, 'opérateur de troncature a ’ordre 7 est I'application 7, définie par

RX] — R, [X]

n
Tn P — Z[P]k'Xk
k=0

EXEMPLE C17.64 — 75(X°-2X*+3X3-7X?+12X+1)=3X3-7X?+12X +1let13(X>-7X+3)=X>-7X+3

PROPOSITION C17.65 (PRODUIT DE DEUX DL)
Soient fi, f» deux fonctions définies au voisinage d'un méme réel a et n € N*. On suppose que f; et fo posseédent un
DL, (a), i.e. qUu’il existe P; € R, [X] et P, € R, [X] tels que

fix) = Pix-a)+o(x-a)") et frlx) = Px-a)+o(x-a)")
Alors la fonction f; - f>, qui est définie au voisinage de a, posséde un DL,,(a) donné par

[@)-folx) = (Ta(P1xPp)(x-a)+o((x-a)")

La partie principale du précédent DL est donc 7, (P} x P;) € R, [X].

3

X
EXeMPLE C17.66 — sin(x)-e* = x+ X%+ 3 o (x3)
—
X% 5 x*
EXEMPLE C17.67 — In(1+x)-ch(x) = x—-—+=-x>—=—+o(x?)
x—0 2 6 2
EXERCICE C17.68 — Démontrer que la fonction f: x— In2(1+x) possede un DL, (0) et 'expliciter.

PROPOSITION C17.69 (COMPOSITION DE DEUX DL EN 0)
Soient f, g deux fonctions définies au voisinage d'un réel 0 et n € N*. On suppose que
(H1) f(0)=0
(H2) f et g possédent un DL,(0), i.e. qu’il existe P € R,[X] et Q € R,[X] tels que
— n — n
f& = P +o(x") et g =, QW +o(x")
Alors la fonction go f, qui est définie au voisinage de 0, possede un DL, (0) donné par

g0 = Tn(QoP)(x)+0 (x™)

La partie principale du précédent DL est donc 7, (Qo P) € R, [X].

; 2 4
sin(x X X
EXEMPLE C17.70 — ln( ( )) = -——-—+o(x
X =0 6 180
. x3
EXEMPLE C17.71 —  (cos(x))s"™ =17 +0o(x°)
x—

EXERCICE C17.72 — Démontrer que la fonction f: x— x- (ch(x))% posséde un DL4(0) et I'expliciter.
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PROPOSITION C17.73 (INVERSE D’UN DL EN 0)

Soient f une fonction définie au voisinage de 0 et n € N*. On suppose que
HD  fO)#0

(H2) f posseéde un DL,(0), i.e. qu'il existe P € R, [X] tel que

fx) = PO +o(x")

1
Alors la fonction ? qui est définie au voisinage de 0, posseéde un DL, (0) donné par

1 [: P \k "
m xiO (Tn(mkz:‘b(l—m) ))(x)+o(x )

1z P\
La partie principale du précédent DL est donc T . (1 - —) e R, [X].
partie princip P n(f(o) kgo Q) n
1 x? . .
EXEMPLE C17.74 — = 1+—+—-x*+o(x%)
cos(x) x—0 2 24
sin(x) -1 1 x x° )
EXEMPLE C17.75 — ——— = ——+=-"—+0(x?)
cos(x)+1 x—0 2 8
. . In(1+x) . .
EXERCICE C17.76 — Démontrer que la fonction f: x— ———— posseéde un DL3(0) et I'expliciter.

sin(x)

§ 6. QUELQUES APPLICATIONS DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

§ 6.1 RECHERCHES D’EQUIVALENTS

EXERCICE C17.77 — Déterminer un équivalent simple de In(1 + x) — sin(x) lorsque x tend vers 0.
EXERCICE C17.78 — Déterminer un équivalent simple de ch(x) + cos(x) — 2 lorsque x tend vers 0.
. . P . 2
EXERCICE C17.79 — Déterminer un équivalent simple de v'1+x— =% lorsque x tend vers 0.

-Xx

§ 6.2 ETUDES DE LIMITES

sin(x) — x

EXERCICE C17.80 — Ftudier la limite éventuelle de 3
X

lorsque x tend vers 0.

1+In(1+x)—e*

EXERCICE C17.81 — Etudier lalimite éventuelle de T _cosm lorsque x tend vers 0.
—cos(x
o T 2x
EXERCICE C17.82 — Etudier la limite éventuelle de BT lorsque x tend vers 0.
In (—)
1-x
. X X L
EXERCICE C17.83 — Soient a et b des réels strictement positifs. Etudier la limite éventuelle de (
tend vers 0.

) ' lorsque x
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exp(sin(x)) — exp(tan(x))

EXERCICE C17.84 — Ftudier la limite éventuelle de -
sin(x) — tan(x)

lorsque x tend vers 0.

EXERCICE C17.85 — Etudier la limite éventuelle de lorsque x tend vers 0.

sin2(x) 1-cos(x)

EXERCICE C17.86 — Etudier la limite éventuelle de lorsque x tend vers 0.

sin?(x) C1- cos(x)

- . e, sin(x) — cos(x) b4
EXERCICE C17.87 — Etudier la limite éventuelle de Tmne lorsque x tend vers e
—tan(x

§ 6.3 ETUDES DE FONCTIONS AU VOISINAGE D’UN POINT REEL

EXERCICE C17.88 — Soitlafonction
R — R
1

1+e*

f

X r—

On munit le plan d'un repére (O ; —i), 7) et on note ¥ la courbe représentative de f.

1) Démontrer que la fonction f possede un DL3(0) et I'expliciter.

2) Endéduire que la courbe € admet une tangente J, au point d’abscisse 0, dont on précisera une I’équation réduite.
3) Démontrer que la courbe € traverse la tangente 9 au point d’abscisse 0 (point d’'inflexion).

EXERCICE C17.89 — Soitlafonction
R — R

x — In(l+x+x?)

f

On munit le plan d'un repére (O ; T, 7) et on note ¥ la courbe représentative de f.

1) Démontrer que la courbe € admet une tangente 9, au point d’abscisse 0, dont on précisera une I'’équation réduite.
2) Déterminer la position de la courbe ¥ et de la tangente 9 au voisinage du point d’abscisse 0.

3) Démontrer que la courbe 6 admet une tangente 97 au point d’abscisse 1, dont on précisera une I’équation réduite.
4) Déterminer la position de la courbe ¥ et de la tangente 97 au voisinage du point d’abscisse 0.

EXERCICE C17.90 — Soitlafonction

]_H,O[U]O,n[ - R
f 11

X — - =

sin(x) x

1) Démontrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction notée f et préciser la valeur f(O).
2) Démontrer que la fonction f est dérivable en 0 et préciser la valeur f”(0).

EXERCICE C17.91 — Soitlafonction
cos(x) 1
fix—m ——————
Inl+x) x
1) Préciser le domaine de définition & de la fonction f.
2) Démontrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction notée f dérivable en 0.
3) On munit le plan d'un repere (O; i,j ) Déterminer la position de la courbe % représentative de la fonction f et de

sa tangente 9 au point A d’abscisse 0, au voisinage de A.
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§ 6.4 RECHERCHES D’ASYMPTOTES

EXERCICE C17.92 — Soitlafonction
f R — R
X — Vxl4+x+1

— —

On munit le plan d'un repére (O s i, ) et on note ¥ la courbe représentative de f.
1) Déterminer (a, b, c) € R® tel que

1 a
f(ﬁ) h:()+ E+b+C‘h+0(h)

2) Endéduire que €6 possede une droite asymptote A en +oo, dont on précisera I'équation réduite.
3) Quedire de la position relative de € et A?

EXERCICE C17.93 — Soitlafonction

R — R
1 1
f x — x4-(Arctan(—)——)

X X

On munit le plan d'un repére (O ; —i), 7) et on note ¥ la courbe représentative de f.

1) En adaptant la démarche de I'exercice C17[92} démontrer que la courbe 6 posséde une droite asymptote A en +oo,
dont on précisera I’équation réduite.

2) Quedire de la position relative de € et A?

EXERCICE C17.94 — Soitlafonction
R — R
f ¥2 . ¢08(%)
X — —
xX+2

On munit le plan d'un repére (O ; 7, 7) et on note ¥ la courbe représentative de f.

1) En adaptant la démarche de I'exercice C17[92} démontrer que la courbe € posséde une droite asymptote A en +oo,
dont on précisera I’équation réduite.

2) Que dire de la position relative de € et A?

S 7. EXTREMA LOCAUX EN UN POINT INTERIEUR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

PROPOSITION C17.95 (CN ET CS D’EXTREMUM LOCAL EN UN POINT INTERIEUR)
Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point, a un point de I qui n’est pas une extrémité, f: I —— R. On
suppose que f possede un DL, (a), i.e. qu'il existe des réels ay, a1, a» tels que

fx) = ap+ar-(x—a) +ay-(x—a)?+o((x-a)?)

1) Si f atteint un extremum local en a alors a; = 0.
2) Sia;=0etay#0alors f atteint un extremum local en a.

EXERCICE C17.96 — Soientla fonction f définie par
frx—Inl+x)—e*
1) Justifier que f posséde un DL, (0) et calculer ce dernier.

2) Que déduire de Q1 quant au point 0?

EXERCICE C17.97 — Soient I un intervalle ouvert et f: I —— R une fonction de classe € sur I. Que dire d"un point
acItelque f/(0)=0et f(0)>0?
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EXERCICE C17.98 — Soientla fonction f définie par
fix—x-V1+x—-In(1+x)+2-cos(x) -2

1) Justifier que f posséde un DL3(0) et calculer ce dernier.
2) Que déduire de Q1 quant au point 0?

S 8. RELATIONS DE COMPARAISON : CAS DES SUITES

DEFINITION C17.99 (NOTATIONS DE LANDAU POUR LES SUITES)
Soient (u;) nen €t (V) nen deux suites de nombres réels.
1) Lasuite (#,),en est dominée par la suite (v,) ,en, ce que I'on note u, = O (vy) si

Vn>ny u,=by,-v,
AngeN I (bp)n>n, € RV et
(bn)n>n, estbornée

2) Lasuite (u,)nen est négligeable devant la suite (v,) zen, ce que 'on note u, = o (v;,) si
Vn>ny up,=¢€,-vy

IngeN 3(en)psn, € R0 et
en——0

3) Lasuite (#,)nen €St équivalente a la suite (v,) zeN, ce que 'on note u;,, ~ vy, si

Vn>ny up,=~0+¢€,) v,

AngeN I (€n)n>n, € RVZ10 et
En—0

REMARQUE C17.100 —  Une suite (#,) ,en de nombres réels est équivalents a la suite nulle si et seulement si elle est
nulle a partir d'un certain rang.

PROPOSITION C17.101 (EXPRESSION DES NOTATIONS DE LANDAU A I’AIDE DE QUOTIENTS)
Soient (#4,,) neN €t (V) nen deux suites de nombres réels. On suppose que

dngeN Vn>ny v, #0

u
1) u,=0(v,) si et seulement si la suite (—") est bornée.
Un)n>ny
u
2)  uy=o0(vy) sietseulement sila suite il 0.
Un
u
3) uy~ vy sietseulement sila suite 2 1.
Un
EXEMPLE C17.102 — n®=0(sin(n)-n?), n> =0@3") et n® ~ n®+ n-In(n)
EXERCICE C17.103 — Soient (@) nen, (Dn) nen, (€1) nen, (dn) nen des suites de nombres réels.

1) Siay,~byetc, ~dy, 'assertion a, + ¢, ~ by, + d;, est-elle nécessairement vraie ?
2) Sia,~b,etc, ~dy, 'assertion ay - ¢, ~ by, - d,, est-elle nécessairement vraie ?
3) S’ilexiste £ € R* tel que a, ¢ et b, —— ¢, 'assertion a, ~ by, est-elle nécessairement vraie?

4) Sia, Oet by, 0, I'assertion a;, ~ b;, est-elle nécessairement vraie?

5) Siay~ by, l'assertion a2 ~ p2923 est-elle nécessairement vraie?

6) Sia, ~ by, 'assertion a”’ ~ b” est-elle nécessairement vraie?
n n
7)  Siay, ~ by, lassertion e ~ ePn est-elle nécessairement vraie?
8) Sila suite (a,) en a tous ses termes non nuls, I'assertion a1 ~ a, est-elle nécessairement vraie?
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REMARQUE C17.104 —  Les propriétés des notations O, o et ~ énoncées dans le cadre des fonctions en C17[16, C17

et C1720ls'étendent mutatis mutandis au cadre des suites.

EXERCICE C17.105 — DémontrerIn(n+1) ~In(n).

1 n
EXERCICE C17.106 — Donner un équivalent (1 + —) — e lorsque n tend vers +oo.

n

. 2"
EXERCICE C17.107 — Etudier la limite éventuelle de (cos (—)) lorsque n tend vers +oo.
n

EXERCICE C17.108 — Donner un équivalent %/n— V/n+1 lorsque n tend vers +oo.
EXERCICE C17.109 — Etudier la limite éventuelle de (3- V2-2. ’{/@n lorsque n tend vers +oo.
EXERCICE C17.110 — FEtudier la limite éventuelle de n? - (e% - eﬁ) lorsque n tend vers +oco.

§ 9. QUELQUES PROBLEMES D’ETUDES ASYMPTOTIQUES
EXERCICE C17.111 — On considere la suite () ,en+ définie par, pour tout 7€ N*, u, :=In(n + 1).
1) Donner un équivalent simple a,, de u,, de sorte que
Up = an+0(ay) [développement asymptotique a 1 terme de uy,]
2) Donner un équivalent simple b,, de u, — a,, de sorte que
Up = an+by+o(by) [développement asymptotique a 2 termes de u,]
3) Donner un équivalent simple ¢, de u, — a, — by, de sorte que
Uy =au+b,+c,+o(cy) [développernent asymptotique a 3 termes de un]

4) Proposer une démarche pour obtenir un développement asymptotique a 4 termes de u,,.

EXERCICE C17.112 — On considere la suite () en+ définie par, pour tout n € N*, u,, := vn+1- /n. Donner un

développement asymptotique de u, a 3 termes.

EXERCICE C17.113 — Soit f la fonction définie par

f R — R
x — x-exp(x?)

1) Démontrer que f est bijective.

2) Justifier que f~! posséde un DL4(0).

3) Donner le DL4(0) de f.

1
EXERCICE C17.114 — Soit (uz)sen la suite définie par ug > 0 et, pourtout n € N, U1 = Uy + —.
Un

1) Démontrer que u, +00.

2) En étudiant [x2 xfl) qen €t en appliquant le théoreme de Cesaro (énoncé et démontré dans le DS6), démontrer

n+l

Xn ~V2n.

18
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EXERCICE C17.115 — On considere, pour tout n € N*, I'équation
(Ep) : e*+x=n

d’inconnue x € R.
1) Démontrer que, pour tout n € N*, I'équation (E,) posséde une unique solution que 1'on notera x;,.
2) Démontrer que xj +00.

3) Démontrer x, ~In(n).
4) En étudiant (x;, —In(n)) ,en+, démontrer

In(n) (ln(n)
+0

Xp =In(n) - ) [développement asymptotique a 2 termes]

EXERCICE C17.116 — 1) Démontrer que pour tout n € N, 'équation
X = cotan(x)

admet une unique solution x, dans l'intervalle | nx, (n + 1)7[.

1
2) Démontrer que pour tout n € N, x,, = nm + Arctan| — |.
Xn
3) Déterminer un équivalent de x,, puis un développement asymptotique a deux termes de x;,.

§ 10. FORMULE DE STIRLING

EXERCICE C17.117 — Soit n € N. On appelle intégrale de Wallis de rang n le nombre réel

/2
W, :=f cos™(r)dr
0

1) Justifier que, pour tout n € N, W, > 0.
2) ATaide d'une intégration par parties, démontrer que, pour tout 7 € N

n+1
n+2 = ni2 *Wn
3) Démontrer que, pour tout n € N
oz 2n)!
2n = 2 22n.(pn?2

4) Démontrer que, pour tout n € N*, n W,, W,,_; est constante, en précisant la valeur.
5) Démontrer que la suite (W) ,en est décroissante et en déduire

Whi1~ Wy
6) Déduire de Q4 et Q5 que
W pid
" 2n

LEMME C17.118 (EQUIVALENT PARTIEL DE LA FACTORIELLE)
Il existe une constante réelle C > 0 telle que

n!~c'\/ﬁ~(§)"

Ce lemme sera démontré dans le chapitre dédié aux séries numériques.

THEOREME C17.119 (FORMULE DE STIRLING)

mwm.(g)”
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