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CHAPITRE N°16
POLYNOMES

NoTATION C16.1 — Dans ce chapitre, K désigne un corps.

§ 1. CONSTRUCTION DE 'ALGEBRE K[ X]

NOTATION C16.2 — Onnote KN I'ensemble des suites presque nulles d’éléments de K, qui sont indexées
parN, i.e.
K™ :={(ap) en €KY : Ang €N, V1 = no, a, = Og}.

PROPOSITION-DEFINITION C16.3 (ADDITION SURK®™)
Si (@) nen €t (by) nen sont deux éléments de KN, alors la suite (a, + b,) ,en €St presque nulle et on pose

(@n) nen + (bn) nen := (An +K bn) nen

On définit ainsi une application :

KM x KN . K™

((an)neN ) (bn)m—:N) —  (an+Kxbn)pen -

PROPOSITION C16.4 (STRUCTURE DE (K™, +))
Le magma [K(N), +) est un groupe abélien, dont I'élément neutre est la suite nulle. Lopposé d’'un élément
(an) peny de K™ est

—(@n)nen 1= (=An) nen

PROPOSITION-DEFINITION C16.5 (MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE SUR K™)
Si (@) ey est un élément de KN et A € K, alors la suite (A xg a,) ey €st presque nulle et on pose

A+ (an) pen := (A XK @n) pen
On définit ainsi une application

Kx KN _ KN
(/1 , (an)neN) — (A XK an)pen

PROPOSITION C16.6 (STRUCTURE DE (K™, +,-))

Le magma (K(N), +) est un groupe abélien et, pour tout (a,) ;en € KN, (bn) nen € KN AeKet pek
n A ((an)neN + (bn)nEN) =A-(an)pen + A+ (D) nen

2) A+ -(an)pen = A (an) pen + K- (@) nen

3) (A XKN) “(An)pen = A+ (IJ’ (an) nEN)

4) Ik- (an)nEN = (an)neN
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PROPOSITION-DEFINITION C16.7 (MULTIPLICATION INTERNE x SUR K(N))
n

Si (an) nen €t (by) neny sont deux éléments de K™, alors la suite (Z ar ¥k by,— k) est presque nulle et on
k=0 neN
pose

n
(@n) nen % (bp) pen = (Z Qi XK bn—k)
k=0 neN

On définit ainsi une application

KM x KN . K™
X

((an)neN ’ (bn)neN) — (Z ai XK bn—k) .
k=0 neN

PROPOSITION C16.8 (STRUCTURE DE (KN, +,-,x))
On vérifie alors que (K™, +, x) est un anneau commutatif, dont le neutre pour la multiplication est la suite

(60,n) yen = 1,0,...,0,..) .

De plus, pour tout (a,) ,en € KW, () pen € KNV, 1 €K

(A' (an)neN) X (by) nen = (@n) nen % (A : (bn)neN) =A- ((an)neN x (by) nEN)

PROPOSITION-DEFINITION C16.9 (UELEMENT X DE K?Y) ET SES PUISSANCES)
Soit X la suite d’éléments de K, dont tous les termes sont nuls, a I'exception de celui d’indice 1, qui vaut 1,
ie.:

X:=(61,n) pen = (0,1,0,...,0,...) .

neN

La suite X est presque nulle et ses puissances sont données pas
k

VkeN,  X*=(6kn) ,0, 1 ,0,...,0,...

indice k

en=10,-.

en d’autres termes, pour tout k € N, X est la suite d’éléments de K indexée par N, dont tous les termes sont
nuls, a 'exception de celui d’'indice k qui vaut 1.

PROPOSITION C16.10 (ECRITURE CANONIQUE D’UN ELEMENT DE K™V)
Si (@) yen st un élément de KN, alors

+00
(an) nen = Z an- X" [somme finie puisque les coefficients a, sont nuls a partir d'un certain rang] .
n=0

L’élément (13,0,25,18,0,—61,0,...,0,...) de KV g’écrit 13+ 25X%2 + 18 X3 - 61 X°.

DEFINITION C16.12 (POLYNOME ET ENSEMBLE K[ X])
1) Lensemble K™ sera plutot noté K[X].
2) Unpolyndéme a coefficient dans K est un élément de K[ X], i.e. une suite presque nulle d’éléments de K.
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PROPOSITION C16.13 (ECRITURE CANONIQUE D’UN POLYNOME)
1) Tout polynéme P € K[X] s’écrit de maniére unique sous la forme

+00
pP= Z aj- X* [somme finie puisque les coefficients a; sont nuls a partir d’un certain rang] .
k=0

oll (ay) key €st un élément de K™,
2) SiP = (ap)ren est un élément non nul de K[X] et si n:= max{k e N : a; # Ok} alors

n
P=)Y ap-xF.
k=0

@ Dans toute la suite, nous écrirons les polynomes sous I'une des formes 1) ou 2) introduite en C16][13}
plus jamais comme des suites presque nulles d’éléments de K.

DEFINITION C16.14 (COEFFICIENTS D’UN POLYNOME)
Soit P € K[ X] d’écriture canonique

+00

P=) ar-x*

k=0
ol (ay) ken est une suite presque nulle d’éléments de K. Pour tout k € N, on appelle coefficient de P de degré
k le scalaire noté [P]; défini par

[Plg:=a.

§ 2. SYNTHESE DES OPERATIONS DEFINIES SUR K[ X]
1) Addition de deux polynémes

+00
V(PRQ)eKIX)®? P+Q:=Y (Plx+x[Qlp) Xk
k=0

donc
VkeN [P+Qlx=I[Ply+kI[Qlk.

2) Multiplication d’'un polyné6me par un scalaire

+00
V(A,P)eKxK[X] A-P=) A[P];X*
k=0

donc
VkeN [A'P]k:AXK[P]k.

3) Multiplication de deux polynémes

+00

V(PRQ)eK[X]? PxQ:=
k

k
> [P]; xk [Q]k—i) x*
i=0

=0 \i

donc
k

VkeN [PxQlg=) [Pl xk[Qli—-
i=0
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4) Composition de deux polynémes

V(RQ) eK[X]* PoQ:=) [Pl;xQ".

i=0

Soient les deux polyndmes P = X3 —2X% +1 et Q = X? — X + 3 a coefficients dans
K. Alors

PoQ=(X?-Xx+3)-2(X*=X+3)"+1=X°-3X5+10X* - 15X%+22X2 - 15X +10.,

§ 3. SYNTHESE SUR LA STRUCTURE DE (K[X], +, -, X)

1) (K[X],+) estun groupe abélien dont!’élément neutre est le polynome noté Ok x; dont tous les coefficients
sont nuls et

+00
VPeKIX] -P=) —[PlpXx".
k=0

2) V(PQA)eKIXIxKIXIxK A-(P+Q) =A-P+1-Q
3) VRAWEKXIxKxK (A+p)-P=A-P+u-P
4) VPBAWeKIXIxKxK (Axgp)-P=2A-(u-P)

5 VPeK[X] 1gx-P=P

6) (K[X],+, x) est un anneau commutatif dont le neutre pour la multiplication est le polyndme noté 1k;x;
dont tous les coefficients sont nuls, a 'exception de celui de degré 0 qui vaut 1.

7) VBQANeKX]xK[X]xK (A-P)xQ=Px(A-Q)=A1-(PxQ)
THEOREME C16.16 (FORMULE DU BINOME DE NEWTON DANS K[ X])

Pour tout (n, B, Q) € N x K[ X] x K[X]

(P+Q)n — i (Z)Pan—k: i (Z QkPn_k.

k=0 k:O

THEOREME C16.17 (FACTORISATION D’UNE DIFFERENCE DE DEUX PUISSANCES n-IEMES, 00U n € N*)
Pour tout (n, B, Q) e N* x K[ X] x K[X]

n-1
k=0

EXERCICE C16.18 — 1) Démontrer, pour tout (P,Q,R) € K[X]3, P(QR) = (PQ)R.
2) Démontrer, pour tout (B, Q) € K[X]?, PQ=QP.
3) A-t-on, (PQ)€K[X]? PoQ = QoP pour tout (P,Q) € K[X]??
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EXERCICE C16.19 — 2) Démontrer de deux manieres la « formule des comités »

" (n|l n 2n
VneN ) = ( .
i—o\kJ\n—k n
I'une combinatoire, 'autre en appliquant la formule du binéme de Newton a (X +1)?" et a (X +1)". 2)
Proposer une généralisation de la formule énoncée en 1).

§ 4. DEGRE

DEFINITION C16.20 (DEGRE D’UN POLYNOME)
Le degré d'un polynéme P € K[ X], noté deg(P), est'élément de N U {—oo} défini par

max{keN : [Plx #0k} siP #0kx

deg(P) := { oo i P = Oxx)

deg(4X° -3X*+ X3 -7X?-18X +42) =5.

DEFINITION C16.22 (COEFFICIENT DOMINANT D’UN POLYNOME NON NUL)
Le coefficient dominant d'un polynéme P non nul est défini par

dom (P) := [P]deg(P) .

dom (1+4X*+4X°>-3X8%) =-3.

DEFINITION C16.24 (POLYNOME UNITAIRE)
Un polyndéme P est dit unitaire s’il est non nul et si son coefficient dominant est 1.

Le polyndme X* —4X? +3X est unitaire, contrairement au polyndme X? —4X° +3.

EXERCICE C16.26 — Soit P € K[X] un polynéme non nul. Donner une propriété remarquable du poly-

1
néome ———-
dom (P)

DEFINITION C16.27 (RELATION D’ORDRE ET ADDITION SUR N U {—o0})
On étend la relation d’ordre usuelle < et I'addition + sur N a N U {—oo} en posant, pour tout (n,m) €
(N U {—oo})?:

(n, m) € N? et n < m au sens de la relation d’ordre usuelle sur N

n<m << ou
n=-o00
N n+ m au sens de I’addition usuelle sur N, si (1, m) € N2
n+m = .
—o0 sinon .
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THEOREME C16.28 (PROPRIETES DU DEGRE)
Soit (P, Q) € K[X]?.
1) deg(P+Q)< max{deg (P),deg (Q)}, avec égalité si et seulement si I'une des trois propriétés suivantes
est vraie
(C1) deg(P) # deg(Q)
(C2) deg(P)=deg(Q)=—-oc0
(C3) deg(P)=deg(Q) # —oo et dom (P) +dom (Q) # Ok.
2) deg(P x Q) =deg(P)+deg(Q).

COROLLAIRE C16.29 (INTEGRITE DE K[ X])
L'anneau (K[X], +, x) est integre.

EXERCICE C16.30 — Soit (P,Q) € K[X]? un couple de polynémes non nuls. Démontrer que

dom (PQ) = dom (P)dom (Q) .

EXERCICE C16.31 — Soit (P,Q) € K[X]? tel que deg(Q) > 1.
1) Démontrer que deg(P o Q) = deg(P)deg(Q).
2) Conjecturer puis démontrer un résultat concernant le coefficient dominant de Po Q.

EXERCICE C16.32 — Résoudre Po P = P d'inconnue P € K[ X].

EXERCICE C16.33 — Résoudre Q? = XP? d’'inconnue (B, Q) € K[X]?.

EXERCICE C16.34 — Résoudre P(X?) = X*P d’inconnue P € K[X].

EXERCICE C16.35 — Donner une CNS sur P € K[X] pour qu'’il existe Q € K[X] tel que Po Q = X.

DEFINITION C16.36 (ENSEMBLE DES COMBINAISONS LINEAIRES D’UNE FAMILLE FINIE DE POLYNOMES)
Soient n € N* et (Py,..., P,;) € K[X]". Lensemble des combinaisons linéaires de (P;,..., P,;) est noté
Vect (Py,...,Py),i.e.

n
VeCt(Pl,...,Pn)Z{ Ak Py (ﬂl,...,ﬂn)EKn}.

k=1

PRrROPOSITION C16.37 (PROPRIETES DE Vect(P;,...,P,;) o0 (Py,...,P;) e K[X]™)
Soient n € N* et (Py,..., P,) € K[X]".

1) OK[X] € Vect (Py,...,Py)

2) Vect(Py,...,P,) est stable par combinaison linéaire.

REMARQUE C16.38 — SineN, alors 'ensemble des polyndmes de K[ X] de degré n n’est pas stable par
combinaison linéaire. En effet X" — X" = Ok(x; et deg(Ok(x]) = —00 # n.
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DEFINITION C16.39 (K, [X])
Pour tout n € N, on note K,,[ X] I'’ensemble des polynomes de K[ X] de degré inférieur ou égal a n, i.e.

K, [X]:={P eK[X] : deg(P) < n}.

REMARQUE C16.40 — Kj[X] est]’ensemble des polynémes constants.

PROPOSITION C16.41 (STRUCTURE DE K;,[X] ET BASE CANONIQUE)

Soit n € N.

1) Kp[X]=Vect(1,X,X?3,...,X")

2) K,[X] contient le polynome nul Ok x] et est stable par combinaison linéaire.
n

3) VPeKuX] 3o A1, ) €K™ P=Y Ay XF
k=0

NotATION C16.42 — U (K[X]) désigne 'ensemble des éléments inversibles de I'anneau (K[X], +, x), i.e.

U(K[X]):={PeK[X]: IQeK[X] PQ=1kx =QP}.

PROPOSITION C16.43 (CARACTERISATION DES INVERSIBLES DE UANNEAU (K[X], +, X))

U (K[X]) = {P €K[X] : deg(P) =0} =K*

§ 5. DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE

DEFINITION C16.44 (DIVISIBILITE, DIVISEUR, MULTIPLE)
Soit (A, B) € K[X]2.
1) Le polynome A est divisible par le polynéme B si

3QeK[X] A=BQ.

Dans ce cas, on note B | A.
2) SiB| A, alors on dit que B est un diviseur de A ou que A est un multiple de B.

EXERCICE C16.45 — Donner une CNS sur A € K pour que X3 —1 divise X% + A.

EXERCICE C16.46 — Soient A, B, C des polynémes de K[X].

1) Justifier que A divise A.

2) Onsuppose que A divise B et que B divise C. Démontrer que A divise C.

3) Onsuppose que A divise B et que B divise A. Les polyndmes A et B sont-ils nécessairement égaux?

EXERCICE C16.47 — Soient A€ K[X] et B € K[X]\ {0g(x}-
1) Démontrer que, si A divise B, alors deg(A) < deg(B).
2) Laréciproque est-elle vraie?
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DEFINITION C16.48 (POLYNOMES ASSOCIES)
Deux polyndmes A et B de K[X] sont dits associés si A| Bet A| B.

PROPOSITION C16.49 (CRITERE POUR QUE DEUX POLYNOMES SOIENT ASSOCIES)
Soit (A, B) € K[X]2. Alors A et B sont associés si et seulement si

I eK* A=A1-B.

REMARQUE C16.50 — Larelation « étre associés » sur K[ X] est une relation d’équivalence.
THEOREME C16.51 (DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[ X])
Soit (A, B) € K[X]2. On suppose B # Ok[x). Alors, existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

A=BQ+R
et
deg(R) < deg(B).

Le polyndéme Q (resp. R) est appelé quotient (resp. reste) de la division euclidienne de A par B.

La division euclidienne de A:= X°—2X*+3X3-4X?+5X +2par B:=3X?-2X+1
est

X3 4_, 16_ 64 229 226
A=—-=-X*+—X-—|B+ |—X+—].
3 9 27 81 81 81
~ — - [ —
quotient reste
EXERCICE C16.53 — Effectuerladivision euclidienne de A := X5+X4+X3+X2+X+aparB:: X2+ X+1,
ouaceK.

ALGORITHME C16.54 (DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[ X])
donnée: (A, B) € K[X]? tel que 0 < deg(B) < deg(A)
résultat: (Q, R) ou Q (resp. R) est le quotient (resp. reste) de la division euclidienne de A par B
A'— A /* copie de la valeur de A */
Q —Okx) /*initialisation du quotient a Okx; */
tant que deg(A’) > deg(B) faire
dom (A")

xdeg(A")—deg(B)
dom (B)

—

/* nouveau monome apparaissant dans le quotient */

Q—Q+ M /*actualisation du quotient */

A'— A'—=MB /*onretranche a A" un multiple de B en diminuant son degré */
fin
renvoie (Q, A')

PROPOSITION C16.55 (CORRECTION TOTALE DE ALGORITHME DE LA DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[X])
1) Ledegré de A’ est un variant de boucle.
2) Larelation A= QB+ A’ est un invariant de boucle.
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PROPOSITION C16.56 (CRITERE DE DIVISIBILITE VIA LA DIVISION EUCLIDIENNE)
Soit (A, B) € K[X]%. On suppose B # Okxj. Alors A est divisible par B si et seulement si le reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration — Considérons la division euclidienne de A par B
(x) A=BQ+R

ot1 (Q, R) € K[X]? et deg (R) < deg (B).
Si R = Ok xj alors (%) se réécrit A= BQ et donc B divise A.
Supposons que A est divisible par B. Alors il existe Q, € K[X] tel que A = BQ,. Nous pouvons donc
écrire

(kxx) A=BQ1+R,
en posant R := Okgx;. Comme deg(R;) = —oco < deg(B), les identités (%) et (xx) sont des divisions eucli-
diennes de A par B. Par unicité d'une telle, il vient R = R} = Okg(x; (et Q = Qy).

EXERCICE C16.57 — Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € K pour que le polynéme
A= X%+ X*+ X3+ X? + X + a soit divisible par B:= X? + X + 1.

EXERCICE C16.58 — Soit (A4, B) € K[X]2. On suppose B # Ok(x]- Ecrire la division euclidienne de A par B,
sideg(A) < deg(B).

EXERCICE C16.59 — Soit P € K[X] et soit a € K. Ecrire le reste de la division euclidienne de P par X — a
en fonction de P(a).

EXERCICE C16.60 — Soit P € K[X] et soit (a, b) € K? tel que a # b. Ecrire le reste de la division euclidienne
de P par (X — a)(X — b) en fonction de P(a) et P(b).

EXERCICE C16.61 — Soit B € K[X] de degré n > 1. Soit
f K X] — K;-1[X]
P — reste deladivision euclidienne de P par B .

Démontrer que f est une application bien définie, qui est linéaire, i.e.
VPQAWeKX] xKX]xKxK fA-P+u-Q=A-f(P)+u-f(Q)

et surjective. Est-elle injective?
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§ 6. FONCTIONS POLYNOMIALES ET RACINES

DEFINITION C16.62 (FONCTION POLYNOMIALE ASSOCIEE A UN POLYNOME)
Soit P € K[X]. La fonction polynomiale associée au polynéme P, notée P, est définie par

K — K
'p’ +00

x — Y [PlpxF.
k=0

REMARQUE C16.63 — Notons Z/2Z le corps a deux éléments {6, T}, o1 0 est le neutre de I’addition et 1
est le neutre de la multiplication. Alors les fonctions

P Z7/27 — Z/2Z ‘ ~ | Z/2Z — Z./27
x — x+1 € Q x — xX+x%+x+1

associée aux polynémes P = X + 1 et Q = X3 + X + X + 1 sont égales, bien que les polyndémes P et Q soient
différents.

PROPOSITION C16.64 (PROPRIETES ALGEBRIQUES DE I’EVALUATION EN UN POINT)
Soit x € K. L'application

KIX] — K
+00

evale | p P(x):= Y [Pl x*
k=0

est un morphisme d’anneaux, qui est de plus linéaire, i.e.

1) pour tout (A, 4, P,Q) e Kx Kx K[X] x K[X], (A- P+ p-Q)(x) = AP(x) + uQ(x);
2) pour tout (B Q) € K[X]?, PQ(x) = P(x) Q(x);

3) Ik () =1k

REMARQUE C16.65 — Comme les opérations +, x et - sur les fonctions de K dans K sont définies point
par point, nous déduisons de C16J64]que I'application

K[ X] — Z (K K)
K — K
(p ~

P — P +00
x — Y [Pl
k=0

est un morphisme d’anneaux, qui est de plus linéaire, i.e.

1) pour tout (A, u, P,Q) € Kx K x K[X] x K[X], (Am()) =A-P+u-Q;
2) pour tout (BQ) eK[X]%, PQ=PQ;

3) Ik = lek-

DEFINITION C16.66 (RACINE D’UN POLYNOME ET SPECTRE D’UN POLYNOME)

Soient P € K[X].

1) Unélément a € K est appelé racine du polynome P si P(a) = 0.

2) Lespectre de P dans K, noté Specg(P), est'ensemble des racines du polynéme P dans K i.e.

Speck(P)={aeK: P(a) =0} .

10
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EXERCICE C16.67 — Soit P:= X° +32. Déterminer Specg(P), puis Specg (P).
EXERCICE C16.68 — ]Justifier qu'un polyndéme a coefficients réels, de degré impair, posséde une racine
réelle.

PROPOSITION C16.69 (CARACTERISATION D’UNE RACINE PAR UNE RELATION DE DIVISIBILITE)
Soient Pe K[ X] et a € K.
a estracinede P <= X -—adivise P

PROPOSITION C16.70 (FACTORISATION D’UN POLYNOME CONNAISSANT DES RACINES DISTINCTES)
Soient P e K[X], reN* et ay,..., a, des racines deux-a-deux distinctes de P. Alors

.
[1(X - ay) divise P.
k=1

EXERCICE C16.71 — Soient des entiers naturels r et ntelsque 1 <r <netay,...,a, des nombres réels
distincts. Déterminer I’ensemble

F={PeR,[X]: aj,...,a, sontracines de P} .

On écrira F comme I'ensemble des combinaisons linéaires d'une famille finie de polynoémes.

PROPOSITION C16.72 (MAJORATION DU NOMBRE DE RACINES D’UN POLYNOME)
Soit P un polyndéme non nul de K[X]. L'ensemble Specg (P) est fini et

card (Specg (P)) < deg(P) .

EXERCICE C16.73 — Soit n € N. Que dire d'un polynome P de K,,[X] qui possede n + 1 racines?

PROPOSITION C16.74 (POLYNOME VERSUS FONCTION POLYNOMIALE ASSOCIE LORSQUE K EST INFINI)
Supposons le corps K infini. Lapplication

K[ X] — Z (K K)
K — K
@ = +00
P — P
x — Y [Pl
k=0

que I'on sait étre un morphisme d’anneaux, qui est de plus linéaire, est en outre injective. La fonction poly-
nomiale associée a un polynéme détermine donc le polynome.

PROPOSITION-DEFINITION C16.75 (MULTIPLICITE D’UNE RACINE)

Soient P € K[ X] un polyndme de degré n > 1 et @« € Kune racine de P.

1) Lensemble {k eN* : (X — a)* divise P} est une partie non vide de N, incluse dans [1, n].
2) On définit la multiplicité de la racine « de P, notée mult (P, a), par

mult (P a) := max{k eN* : (X - a)F divise P} e[1,n]

11
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Démonstration — Posons & := {ke N* : (X — @)F divise P}.
¢ L'ensemble & est par définition une partie de N.
e Comme a est une racine de P, le polyndme X — a divise n, donc 1 € &.
o Si ke & alors il existe Q € K[ X] tel que
P=X-akQ.

En analysant les degrés il vient
k+deg(Q) =deg(P) e N*

Nous en déduisons que deg(Q) € N* puis k < n. Ainsi & c [1, n] et & est finie.

PROPOSITION C16.76 (UNE CARACTERISATION DE LA MULTIPLICITE D’UNE RACINE)
Soient P un polyndme non constant de K[X], a € Kune racine de P et k € N*. Alors

(X — )k divise P
k=mult(Pa) << et
(X — a)**! ne divise pas P

Démonstration — Posons & := {ke N* : (X — @)F divise P}.

Supposons k = mult (P, a).

Comme k € &, (X — a)k divise P.

Puisque k est le plus grand élément de &, k+ 1 n'appartient pas a & et donc (X —«
Supposons que (X — a)* divise P et (X — @)**! ne divise pas P.

Nous en déduisons que k € &. Démontrons que k est le plus grand élément de &, en raisonnant par 'ab-
surde.

Supposons que k n’est pas le plus grand élément de & . Alors il existe un élément ¢ de & tel que ¢ > k. Ainsi
k+1< /et

)k+1 ne divise pas P.

(x) (X -a)f divise P
Comme k+1</, (X -a)/~ %1 eK[X] et, de la factorisation

nous déduisons
(xx) (X —a)** divise (X —a)’

De (%), (*x) et de la transitivité de la relation de divisibilité dans K[ X], nous déduisons que (X — a) k+1 divise
P. Contradiction.

ExempLE C16.77 —  Soitle polynome P := X® — X4 - 2X3 +2X? + X — 1. Nous observons 1 est racine de
P et savons donc que X — 1 divise P. Nous effectuons la division euclidienne de P par X — 1 pour trouver

P=(X-1Q

Q:=X"-2X’+1=(X?-1?=(X-1)*(X+1)%.

Ainsi P = (X — 1)3(X + 1)2. Nous en déduisons que (X — 1) divise P et que (X — 1)* ne divise pas P. Nous
avons établi mult (P, a) = 3.
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DEFINITION C16.78 (POLYNOME SCINDE)
Soit P un polyndme de K[X] de degré n > 1. On dit que P est scindé sur le corps K s’il existe des éléments
ai,...,a, de K, non nécessairement deux-a-deux distincts, tels que

P=dom(P) [ X—ay) .
k=1

Le polyndme X2 — 2 n’est pas scindé sur Q, mais est scindé sur R.

Si n € N> alors le polyndme X" —1 est scindé sur C.

n n-1 ;2kn
x"-1= [ x-0=[] (x-¢")
(eu, k=0

PROPOSITION C16.81 (MULTIPLICITES DES RACINES D’UN POLYNOME SCINDE SUR UN CORPS)
Soit P un polynéme non nul de K[X], scindé sur le corps K. Alors, en regroupant les racines de P égales, on
peut écrire le polyndme P sous la forme

P=dom(P)- [] (X —ap)™
k=1

reN*, ay,...,a, sont des éléments de K deux-a-deux distincts et my,..., m, sont des entiers naturels non
nuls. Alors

1) Speck(P) ={ai,...,a,} estde cardinal r;

2) pourtout k€ [1,r], mult (B, ag) = my.

EXERCICE C16.82 — Soient (A,a1,a2,a3) e K* x KxKx K et

3
P=2[](X-ap.
k=1

Exprimer les coefficients de P en fonction de son coefficient dominant A et de ses racines a;, a2, as.

THEOREME C16.83 (FORMULES DE VIETE OU RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES)
Soit P un polynéme de degré n > 2, scindé sur K. Alors P peut étre écrit sous la forme

n
P=dom(P)- [ X—ay)

k=1
ouai,...,a, sont des éléments de K. Alors
Vkell,nl [Pl,_;= (-1 dom(P) Y Qi @y ...
1<ii<izg<..<ix<n
et
ﬁa _(=D"[Plo ot Xn:“ _ —[Plp—1
A2 7T "dom (P) &7 dom(p)

13
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EXERCICE C16.84 — Déterminer les couples (x, y) de nombres complexes telsque x+y =2ietxy =1+i.
EXERCICE C16.85 — Déterminer les triplets (x, y, z) de nombres complexes non nuls vérifiant les trois
équations suivantes.
x+y+z = 1
1 1 1
{ —+—+- = 1
X y z
| xyz = -4
ExempLe C16.86 —  SineNs, alors duscindage de X" —1 sur C
n-1 -2k
x"-1= [ x-0=[] (x-e"")
(eU, k=0

et des formules de Viete, nous déduisons

n-1 :2km n-l Lok
H(:He’T:(_l)”“ et Z(:Ze’T:o_

(eU, k=0 (eU, k=0

THEOREME C16.87 (DE D’ALEMBERT-GAUSS)
Tout polyndéme P € C[X] tel que deg(P) > 1 possede une racine dans C.

COROLLAIRE C16.88 (SCINDAGE SUR C D’UN POLYNOME DE C[X])
Pour tout P € C[X] tel que n:=deg(P) > 1, il existe (a;,...,a,) € C" tel que

P=dom(P)- [[(X—ay)
k=1

Démonstration — Nous raisonnons par récurrence. Nous notons, pour tout n € N*
Z(n) : «tout polynome de C[X] de degré n est scindé sur C»

e Initialisationa n=1. Soit P un polynéme de degré n. Alors il existe (a;, ap) € C* x C tel que P = a1 X + ay.
Ainsi

P:al-(X—?) —dom(P)- (X — ay)
1

N ao
oua;:=—€C.

a)
o Hérédité. Soit n e N* tel que, tout polynéme de C[X] de degré n est scindé sur C.
Soit P un polynéme de C[X] de degré n + 1. D’apres le théoreme de d’Alembert-GauR, il existe a,+; € C tel
que P(ap,+1) =0. D’apres C16 il existe Q € C[X] tel que

x)  P=QX-an1).

En analysant les degrés et coefficients dominants de chacun des membres de cette identité, nous observons

14
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que deg(Q) = n et dom (Q) = dom (P). D’apres I'hypothese de récurrence il existe (ay,..., @) € C" tel que

(x*x)  Q=dom(Q): [[(X—ar) =dom(P)- [](X - ay)

k=1 k=1

D’apres (%) et (% %), il vient
n+1l
P=dom(P)- [[(X—ay)
k=1

§ 7. POLYNOMES INTERPOLATEURS DE LAGRANGE

PROPOSITION C16.89 (EXISTENCE ET UNICITE DES INTERPOLATEURS ELEMENTAIRES DE LAGRANGE)
Soient un entier naturel n > 2 et xi,..., X, des éléments de K deux-a-deux distincts.
1) Pourtout i € [1, n], il existe un unique polyndéme L; € K[X] tel que

deg(Lj))=n—-1
et
Vjell,nl Li(xj)=0;;.

2) Pourtoutie([l,n], L;= H !
j=1 Xi = Xj
j#i

THEOREME C16.90 (POLYNOME INTERPOLATEUR DE LAGRANGE)

Soient un entier naturel n > 2, x,..., x, des éléments de K deux-a-deux distincts et yy, ..., y, des éléments
de K.

1) Il existe un unique polynoéme L € K;,—1[X] tel que, pour tout i € [1, n], L(x;) = y;.

2) SilL,...,L,sontles polyndmes interpolateurs associés aux points xy, ..., X, introduits en C16 alors

n n n X — x]
L=} yi-Li=) yi-]]
i=1 i=1 =1 Xi = Xj
J#i
EXERCICE C16.91 — Déterminer I'unique polynéme P € K3[X] tel que P(0) =5, P(1) = -2, P(2) =7,
P(3)=-1.
EXERCICE C16.92 — Soientun entier naturel n > 2 et xy,..., x, des éléments de K deux-a-deux distincts.
Démontrer que 'application
Ky,-1[X] — K"

P — (Px),P(x3),...,P(xp))

est bijective et expliciter son application réciproque.

15
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§ 8. DERIVATION

NotATION C16.93 — Dans cette partie, Kn’est pas un corps quelconque, mais désigne R ou C.

DEFINITION C16.94 (POLYNOME DERIVE FORMEL ET POLYNOMES DERIVES ITERES FORMELS)
Soit P € K[ X].
1) Le polynome dérivé formel P’ de P est 'unique élément de K[X] défini par

VkeN [P'],=(k+1) [Pl

de sorte que

+00 k +00 K
P'=) (k+ D[Pl X5 =) k[P X!
k=0 k=1

2) On définit par récurrence les polyndmes dérivés itérés (ou successifs) formels de P en posant

pO=p
et
VkeN pk+D = (p®)

SiP=2X*-7X3+4X%-3X+1 alors

P’ P =8Xx3-21X*+8X-3 P? = 24X%-42X+8
P® = 48X -42 PW = 48

et, pour tout k > 5 =deg(P) +1, Pk =,

REMARQUE C16.96 — Soit P e R[X].

1) Nous pouvons dériver formellement le polynome P pour obtenir P’ € R[X], puis considérer la I’appli-
cation (PA’/) € Z (K,K) canoniquement associée a P’.

2) 1l est également possible de d’abord introduire la fonction Pe ZRR), puis de la dériver au sens du
calcul différentiel pour obtenir la fonction (B)’.

Les deux constructions livrent la méme fonction de R dans R, i.e. (P') = (13)'.

PROPOSITION C16.97 (DEGRE DU POLYNOME DERIVE)
Soit P € K[ X]. Alors

n_ —00 si P € Ky[X]
deg(P)"{ deg(P)—1 sideg(P)>1.

Démonstration — e Supposons que P € Ky[X]. Alors, pour tout k € N*, [P]; = Og. Nous en déduisons
que, pour tout k € N
[P’]k = (k+1)[P]g+1 =0k

Le polynome P’ est donc nul.
e Supposons que n:=deg(P) > 1. Alors

n
P=Y [Pl- X" et [Ply#0k.
k=0
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Nous en déduisons

n n-1
=Y k[Pl X" =Y (k+ 1) [Plgsr - XF e Vect (1, X,..., X"1) = Ky [X]
k=0

d’ou deg(P’) < n—1. Comme de plus
[p/]n—l =n[Pln # Ok

il vient deg(P') = n—1.

PROPOSITION C16.98 (DE UANNULATION DES DERIVEES ITEREES D’UN POLYNOME)
Soit P un polynéme non nul de K[X] dont le degré est noté n.

1) p+D = OKX]

2) Pourtoutk>n+1, P =0gx.

Démonstration — Lassertion 2) est conséquence immédiate de 1). Nous établissons 1) en raisonnant
par récurrence sur le degré n € N du polynéme P. Posons, pour tout n € N

P(n) : « P = 0y »
« Initialisation a n=0. Soit P un polynéme de K[X] de degré 0. Nous avons déja établi en C16[97]qu’alors
PW =P’ = 0gx).

o Hérédité. Soit n e N tel que £ (n) est vrai. Considérons un polynome P de K[X] de degré n + 1. Comme
n+1>1, ClGlivre deg(P’) = n. D’apres I'hypothese de récurrence

(P = 0k -

Nous concluons a P"*? = Ox(y; en remarquant que P**? = (p') "V

PROPOSITION C16.99 (PROPRIETES ALGEBRIQUES DE LA DERIVATION DES POLYNOMES)
1) Dérivée d’'une combinaison linéaire

V(BQA ) eKIX] xK[X]xKxK (/1~P+y~Q)' = A-P’+u~Q’
2) Dérivée d'un produit de deux polynémes

V(BQEeKIX® (PxQ)=P' xQ+PxQ

3) Dérivée de produit d'un nombre fini de polyndmes

n n n
VneNs, Y(P,Ps...,P,) eK[X]" (1‘[ ):Z Pix ] P;
=1 i=1

J#i

Démonstration — 1) Soient (B, Q, A, 1) € K[X] xK[X] xKxKet k € N. Nous calculons les coefficients de
degré k des polynomes (1-P+pu-Q) et A-P'+u- Q.

[(A-P+p Q)] (k+1) [A-P+p-Q|pyy = e+ 1) (A [Plesy + - [Qlxs1)

(AP +p- QT =A [P +p Q=AU+ D [Plisr + p(k+ 1) [Qlks1 = (k+1) (A- [Plisr + 4+ [Qlks1)
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et observons qu'ils sont égaux.
2) Soit (P,Q) € K[X]2. Soit k € N. Nous calculons les coefficients des polynomes (P x Q) et P’ x Q + P x Q'

[(PxQ)]; = (k+1D)[PxQliyy
k+1
= (k+1D ) [P)ilQlk+1-i
i=0
[P’xQ+PxQ], = [P'xQ].+ [PxQ]k
k
= Z [P']; [Qk- ,+Z[P] [Q'-

%
= Z(l+1)[P]z+1[Qk Z+Z(k—z+1) [P); [Qk—i+1

=0 i=0
kel
= Z [P1; [Qlj—is1 + .Z(k_ i+1)[P1; [Qlj—is [changement d’indice|
& B
= Y i[Pli[Qlk—i+1+ Y (k—i+1)[P]; [Qlk—it1 [ajout de deux termes nuls]
i=0 i=0
k+1
= Y (i+k-i+D[P); [Qlk-i+1
i=0

k+1

= (k+1) X [PLi[Qlks1-i

et observons qu'’ils sont égaux.
3) Nous raisonnons par récurrence sur le nombre n > 2 de facteurs. Posons, pour tout n € N>,

!
n

[1P:

i=1

n n
:Z P;XHP]- »
j=1

i=1
J#i

P(n) : «Y (Py,Ps,...,Py) eK[X]"

e Initialisation a n = 2. Soient P; et P, des polyndmes de K[X]. On observe que

2 n

=(P1Py)" et ) |Pix[[Pj|=PP+P,P
i=1 j=1
J#i

2
[P
i=1

Lidentité a établir résulte de 2).
o Hérédité. Soit n > 2 tel que £ (n) est vrai. Considérons des polynémes Py, ..., P,, P,,+1 de K[X]. D’apres 2)

!
Pn+1) =

A N N 2 2z . A ! .
Grace a I’hypothése de récurrence, nous pouvons réécrire le polynéme (l'[;’=1 P;) et obtenir

n

[1P

n !
[]P

n+1

i

n+1+(ﬂp

n+1 ! n , n n n+1 n+1 n+1 n+1

(HPi) =| 2| Pi H Pyy1+ HP]) n =2 | Pix [T P |+Pha | T Pi|= X |Pix [P

i=1 i=1 : ]—1 i=1 ] 1 ]:1 i=1 ]:1
# J#i Jj#En+1 J#L
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ExempLE C16.100 —  Soient a € K et k € N>,. Nous avons
X-a)=1

et nous en déduisons

, k "k
((X—a)k) :(i:]'[l(X—a)) :izzl (X -a) x]l_II(X ) :;(1><(X—a)k_l):k(X—a)k_1
j#i

PROPOSITION C16.101 (FORMULE DE LEIBNIZ)

V(n,PQ) eNxKIX]xKIX] (PQ™ =}

”) ph -k

i=o \k
Démonstration — Soient P et Q des polynomes de K[ X]. Nous démontrons le résultat en raisonnant par
récurrence sur n € N. Posons, pour tout n € N
" [n
@(n) : « (PQ)(U) — Z p(k) Q(n—k) »

k=0 k
e Initialisation a n = 0. Comme

0

(PQ)(O) =PQ et Z . 0) Q(O*k) =PQ
k=0

I'identité a démontrer est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que 22(n) est vrai. D’apres I'hypothese de récurrence

!
n pk) Q(n—k))

PQV = ((PQ™) = (Z .

k=0

D’aprés C16[99

(PQ)™+D = i n ((P(k))’ Q=k 4 pth) (Q(nfk)),) _ Zn: ) ple+) QU= i ptk QUr+1-k)
k=0 k k=0 k k=0 k
Grace a un changement d’'indice
1 S n ) pw g k) ((n+1-k)
(PQ)(n+ ) — Z ] . Q n + Z P Q n 9
k=1 \kF~ k=0

pO QU+

| p+) 5O N ) Ael-k) L
Q +Z L P™Q +)
k=1

pn+D) (0)+ n n

n n
plo on+1-k)
k Q 0

P(k) Q(n+1—k) +

S S S

k—

|

n
pO o+
e
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n n+l\ (n n+l
Comme( ):1:( ),( ):1:( 0 )et,pourtoutke[[l,n]]
n

n+1
n n n+1
= lati P |
(k—l)+(k) ( P ) [relation de Pascal]

il vient
e+ _ [ 1 pn+l) ) o(n+1 gy Amri-b L [P S0 A & n+1 k) ~(n+1-k)
(PQ) Q7+ Z P Q + P™Q = Z P Q
n+1 o\ k 0 i—o \ k

THEOREME C16.102 (FORMULE DE TAYLOR EXACTE DANS K[X] EN UN POINT DE K)
Soit a € K. Alors, pour tout n € N, pour tout P € K, [X]

n p (a)
Z (X -a)F
k=0
Démonstration — Nous raisonnons par récurrence sur n € N. Posons, pour tout n € N
n. P ()
a)k

P (n) : VP eK,[X] P:I;)T(X—

o Initialisation a n = 0. Soit P € Kyo[X]. Alors P est constant et nous pouvons I’écrire sous la forme P = A, ou
A € K. Comme

0, P (a) E_ <°)( )

> X -a)

|
k=0 k!

(X-a)°’=PO®(g)=A  [évaluerle polynome constant A en a donne A]

I'identité est établie pour ce polynome P.
o Hérédité. Soit n € N tel que £2(n) est vrai. Soit P € K,,41[X]. D’apres le résultat sur le degré d'un polynéme
dérivé (C16, deg(P') < n. Lhypothese de récurrence nous livre alors

/ (k) n (k+1)
(*) P/ Z (P) (d) Z (d) _a)k

k=0 k! k=0

Introduisons le polynéme
n P(k+1)(a) )k+1

Q=) —(X-

i—o (k+1)!
Al'aide des propriétés algébriques de la dérivation (C16 et

Y ke [0,n] ((X— a)k”)/ =(k+1) (X -a)f [cf. C16[100Q]

nous calculons
n (k+ 1) ( a)

(*%) Q= Z (X -a)*
Des propriétés algébriques de la dérivation, (*) et (x*), nous déduisons

(P-Q) =P -Q =0k
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D’apres le résultat sur le degré d’'un polynome dérivé (C16[97), le polynome P —Q est constant. Il existe donc
un scalaire A € K tel que

n P(k+1 (a) k+1 n+l p(k)( )

(k% %) P= A+I;W( /1+Z

a) k

En évaluant au point a (eval, est un morphisme de K-algebres, cf. C16[64), il vient

n+l1 (Ic
P(a) = )L+ZP (@

0fF=2
. k!

(0)( )

douA=P(a) =P (a) = (X — a)°. Lidentité (x x %) se réécrit alors

ﬁ(O) n+1 P(k) n+l ZSU‘/) )
p= W x a0y Z ( Jx—af=y W x gk
0! - Kk

ExevpLe C16.103 —  Soit Pe X*+ X3+ X%+ X + 1. Nous calculons
P(O)(l) = 5
P = 4x3+3x2+2X+1 et PPQ) = 10
P@ = 12X2+6X+2 et PO = 20
P® = 24X+6 et PP1) = 30
PW = 24 et PY1) = 24
D’apreés la formule de Taylor exacte dans K[ X] (cf. C16]102)
(X -1)? (X-1)3 (X -1t 2 3 4
P=5+10(X-1)+20 2 +30 5 +24 oy =54+10X-D+10(X-1)"+5(X-1)"’+(X-1)
EXERCICE C16.104 — Soient n € N* et a € K. Démontrer que I'application
Kn[X] _ Kn+l

4

P — ((P9)@,(PD)@, (PP)@,....(PW)@)

est bijective et expliciter son application réciproque.

THEOREME C16.105 (CARACTERISATION DE I’ORDRE DE MULTIPLICITE D’UNE RACINE VIA LES DERIVEES)
Soient P € K[X] tel que deg(P) > 1 et a € Specg(P). Lensemble {k eN* : PK)(q) # OK} possede un mini-
mum et .

mult (a, P) = min{k eN* : PO (@) £ OK}

//////

valeur non nulle en a.

Démonstration — e Laformule de Taylor exacte dans K[X] appliquée a P au point «a livre
PH (q) oo p(k) (¢
(x) P= Z ( a)k: Z ]‘( )(X—a)k [a est racine de P]
k=0 k=1 K&

21



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

De la non-nullité de P et de (x) nous déduisons que la partie
I:={keN" : PO(@) # 0k}
de N* est non vide. D’apres ’axiome du bon ordre, I posséde un minimum. Posons
v:=min(l) e N*

et démontrons que v = mult(a, P), i.e. que (X — a)" divise P et (X — ) v+l ne divise pas P.
e D’apres la définition de v, 'identité (x) se réécrit

+00 ka)(CK)
k=v k!

~ J

—:QeKI[X]

o PO (@)

(X_ a)k—l/
k=v k!

(xx) P= X-a)f=xX-a)?

De la factorisation (x*) nous déduisons que (X — a)” divise P.
« Démontrons que (X — a)*! ne divise pas P, en raisonnant par I'absurde. Supposons donc qu'’il existe un
polynéme R de K[X] tel que

(x*xx) P=(X-a)'"'R

De (% x), (% % %) et de la régularité de K[ X] (conséquence de son intégrité), nous déduisons
(X-a)R=Q

puis, en évaluant en «

+00 ﬁik)(a) . PW ()

- N _ -U _ 0 _
Ok = Qla) = ,C; k! Ok = = v! [0k = 1]
ce qui contredit v € I.
ExemMprLe C16.106 —  Soit P:= X°+7X*+19X3 +26X2% + 20X + 8. Nous calculons
P(O)(_z) = 0
PO = 5x%4+28X3+57X2+52X+20 et PW(-2) = 0
P® = 20X3+84X%2+114X+52 et PP=2) = 0
P® = 60X2+168X+114 et P2 = 18

Ainsi —2 est racine de P et mult (-2, P) = 3.
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