MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

CHAPITRE N°15
LIMITES, CONTINUITE ET DERIVABILITE

§ 1. LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

RarpPeL C15.1 —  Soient (1) ,en une suite de nombre réel et £ € R.
1) On dit que u, tend vers ¢ lorsque n tend vers +oo si u, est arbitrairement proche de ¢ lorsque n est
suffisamment proche de +o0, ce qui s’écrit formellement

Ve>0 INeN VneN n>2N=—=|u,- ¢ <c.

2) On dit que u, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo si u, est arbitrairement proche de +oo lorsque n
est suffisamment proche de +oo, ce qui s’écrit formellement

VAeR dNeN VneN n>2N=u,=A.

3) On dit que u, tend vers —oo lorsque n tend vers +oo si u, est arbitrairement proche de —oo lorsque n
est suffisamment proche de +oo, ce qui s’écrit formellement

VBeR dANeN VneN n>2N=u,<B.

Nous souhaitons définir la notion de limite pour une fonction, en nous inspirant des
trois définitions rappelées ci-dessous. Considérons une fonction f: I —— R définie sur un intervalle I non
vide et non réduit a un point. Nous souhaitons donner un sens précis a ’assertion

f(x) tend vers b lorsque x tend vers a

ol a et b sont deux éléments de R. Pour que « x tende vers a », il apparait pertinent qu'un élément x de I
puisse se rapprocher de a. C’est pourquoi nous imposerons toujours a a d’étre un point de I ou une de ses
extrémités. Neuf définitions sont a préciser, suivant que a (resp. b) égale un réel, +oo ou —oo.

Avec la notion de limite pour une fonction, nous pourrons définir la notion de continuité et de dérivabilité,
puis démontrer de jolis théoremes. Mentionnons en trois.

1) Théoreme des valeurs intermédiaires. Si I est un intervalle et f: | —— R est une fonction continue
sur /, alors f(I) est un intervalle.

2) Théoreme des bornes atteintes. Si a, b sont des réels telsque a< bet f: [a, b] R est une fonction
continue sur [a, b], alors f est bornée et atteint ses bornes, i.e. il existe (x,,, Xp) € [a, b]? tel que

Vxela,bl f(xm) <fx)<flxpm).

R est une fonction continue

3) Théoréeme de Rolle. Si a,b sont des réels tels que a< b et f: [a,b]
sur [a, b], dérivable sur | a, b[, vérifiant f(a) = f(b) alors

dcela,bl f'(c)=0.
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DEFINITION C15.3 (LIMITE FINIE EN +00 POUR UNE FONCTION)

Soient

(@) unintervalle I = (?, +oo[ou12€ RU {—00};

(b) une fonction f: I R;

(c) Z€eR.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers +oo et on note, f(x) = 2, si

Ve>0 JaeR Vxel x>a=|f(x)-¢|<e.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT UNE LIMITE FINIE EN +00

y

Soit la fonction f: ]2, 400l

1
|ﬂm—ﬂ—;j§<a

x—-1 .
R, x— 2 Alors f(x) = 1, i.e. pour tout
€ >0, il existe a € R tel que, pour tout x €]2, +oo[N]a, +oo[

1 1
Soit € > 0. Posons a = 2 + —. Soit x > a. Alors x —2 > —. Comme la fonction inverse est décroissante sur

€ €
10, +o0[, nous en déduisons

<e.
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DEFINITION C15.5 (LIMITE +00 EN +00 POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I = (?, +oo[ou12€ RU {—00};

(b) une fonction f: I R.

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +oco et on note, f(x)

+00, si
X—+00

VAeR FJaeR Vxel x>a=f(x) = A.

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE +00 EN +00

y

2

R, x—x

Soit la fonction f: R — x +sin(x). Alors f(x) —
—+00
tout A € R (ou pour tout réel A suffisamment grand), il existe a € R tel que pour tout x > «

+00, i.e. pour

f(x) =x’—x+sin(x) > A.

5 1 / 5 1 / 5
Soit A > e Posons a = 3 +1/A+ T Soit x > A. Alors x — 3 >1/A+ T Comme la fonction carrée est

croissante sur R,

x? x+1>A+5
4”77 g’

Nous en déduisons x? — x +sin(x) > x> —x—1> A.
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DEFINITION C15.7 (LIMITE —00 EN +00 POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I = (?, +oo[ou12€ RU {—00};

(b) une fonction f: I R.

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers +oco et on note, f(x)

—00, Si
X—+00

VBeR JaeR Vxel x>a= f(x)<B.

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE —00 EN +00

Soit la fonction f: [1, +oo[

R, x— g—\/xz—l.Alorsf(x)

tout B € R (ou pour tout réel B suffisamment petit), il existe a € R tel que pour tout x € [1,+oo[N[A, +o0]

—00, i.e. pour
X—+00

3
x —sz-i'l
f(x):g—vxz—l:x—gB.
—+Vx2-1

2

/1-B
Soit B < 1. Posons a = max{z,z T} Soit x > a. Comme x > 2

X
() §+\/x2—1>1.

1-B

. . . P 35 .
Dex>2 et de la croissance de la fonction carrée sur R, nous déduisons —x“—1 > —B puis

3 2
(%) 1-2x"<B.

D’apres (%) et (x%), f(x) < B.
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DEFINITION C15.9 (LIMITE FINIE EN —0o POUR UNE FONCTION)

Soient

(@) unintervalle I =] —o00,?) ou?2€RU {+00};
(b) unefonction f: I —— R;

(c) Z€eR.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers —oo et on note, f(x) = l, si
——00

Ve>0 IBeR Vxel x<Pf=|f(x)-¢|<e.

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT UNE LIMITE FINIE EN —00

y

> X

cos(x)

Soit la fonction f: ] —0c0,0[—— R, x—

.Alors f(x)

0, i.e. pour tout
X——00

€ >0 il existe 8 € R tel que pour tout x €] —o0,0[N] — o0, f]

|cos(x)|
|f()—0|=———=<e¢
. 1 . 1 . .
Soit € > 0. Posont B = ——. Soit x < B. Alors — < —x. Comme la fonction inverse est décroissante sur ]0, +oo[
€ €
1
-—<e¢

X

Comme |cos(x)| > 0il vient
|cos(x)|
(%) - —— < |cos(x)|-€.
X

En multipliant membre-a-mebre |cos(x)| < 1 par € > 0 nous obtenons
(k%) |cos(x)|-e < €.

D’apres (%) et (x%), | f(x) - 0| <e.
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DEFINITION C15.11 (LIMITE +00 EN —0co POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I =] —o0o,?) ou?€ RU{+o0};
(b) une fonction f: I R.
On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers —oo et on note, f(x)

+00, si
X——00

VAeR 3R Vxel x<f= f(x)>A.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE +00 EN —0c0o

y

Soit la fonction f: R—— R, x— x* + x> + x*> + x + 1. Alors f(x)

X——00

+00



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

DEFINITION C15.13 (LIMITE —00 EN —0o POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I =] —o00,?) ou?2€RU {+00};
(b) une fonction f: I —— R.
On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers —oo et on note, f(x)

—00, Si
X——00

VBeR 3PeR Vxel x<P= f(x)<B.

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE —00 EN —0co

Soit la fonction f: R—— R, x— 2x — [ x]. Alors f(x) o ™
——00
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DEFINITION C15.15 (LIMITE FINIE EN UN POINT REEL POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;
(b) aunréel qui est un point de I ou une de ses extrémités;

(c) une fonction f: I —— R;

(d ¢eR.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a et on note, f(x) — ?, si

Ye>0 36>0 Vxel [x—al<éd=|f(x)-¢|<e.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT UNE LIMITE FINIE EN UN POINT REEL

Soit la fonction f: R—— R, x— x%2—3x+4. Alors fx) p— 2.
x—b
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DEFINITION C15.17 (LIMITE +00 EN UN POINT REEL POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou une de ses extrémités;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a et on note, f(x) — +00, Si

VAeR 36>0 Vxel |[x—al<d=f(x)=A.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE +00 EN UN POINT REEL

X+
R,x|—>

Soit la fonction f: 12, +oo[ 5
x —

1
LAl —— +o00.
1 ors f(x) —, too
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DEFINITION C15.19 (LIMITE —oo EN UN POINT REEL POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou une de ses extrémités;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a et on note, f(x) — % si

VBeR 36>0 Vxel |x—al<d= f(x)<B.

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE —oo EN UN POINT REEL

Soit la fonction f: | — oo, 1{

1
R, x— —— . Alors f(x) — —o0.
xX24+x-2 f) x—1

10
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PROPOSITION C15.21 (UNICITE DE LA LIMITE)
Soient
(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;
(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;
(¢) f:I—— Rune fonction;
—2
(f) (bl, bg) € R.
fx) — by
== b1 = bg .
f&) —— b2

DEFINITION C15.22 (LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT DE ﬁ)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

(o f:1I R une fonction;

(d beR.

Si f(x) — b alors b est appelé limite de f en a et est noté )lcl_r_rbll f(x).

PROPOSITION C15.23 (FONCTION DEFINIE EN UN POINT @ POSSEDANT UNE LIMITE EN a)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) acl;

(¢) f:I——Runefonction.

Si f possede une limite en a alors Jlci_rkr}lf(x) = f(a).

DEFINITION C15.24 (PROPRIETE VRAIE AU VOISINAGE D’UN POINT DE R)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpoint de I ou une de ses extrémités;

(¢) f:I—— Rune fonction

(d) P une assertion portant sur une fonction.

1) Siac€R, ondit que la propriété P est vraie au voisinage du réel a s’il existe 6 > 0 tel que la propriété est
vraie pour la restrictionde faInla—34,a+6].

2) Si a = +oo, on dit que la propriété P est vraie au voisinage de +oo s'il existe A € R tel que la propriété
est vraie pour la restriction de f a INn]A, +ool.

3) Si a= —o0, on dit que la propriété P est vraie au voisinage de —oo s'il existe B € R tel que la propriété
est vraie pour la restriction de f a In]—oo, BI.

La fonction In est strictement positive au voisinage de tout point a €]1, +ool.

La fonction sin ne s’annule pas au voisinage de tout point a € R\ {kx : k € Z}.

EXERCICE C15.27 — Démontrer que la fonction exp est bornée au voisinage de —oo.

11
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PROPOSITION C15.28 (ADMETTRE UNE LIMITE FINIE VS. ETRE LOCALEMENT BORNEE)
Soient

(@) I unintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aun point de I ou une de ses extrémités;

() f:I—— Rune fonction.

Si f possede une limite en a alors f est bornée au voisinage de a.

EXERCICE C15.29 — Soient a, b des réels tels que a < b et f: ]a, bl—— R une fonction. On suppose
que la fonction f admet une limite finie ¢ > 0 en b. Démontrer que la fonction f est strictement positive au
voisinage de b.

THEOREME C15.30 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA LIMITE)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

(¢) f:I——Runefonction;

(d beR.

Alors f(x) — b si et seulement si, pour toute suite (1) ;eN € IN telle que u, — a, f(u,) — b.

EXERCICE C15.31 — Démontrer que la fonction
f 10,+o0[ — R
X — cos(x)
ne posséde aucune limite dans R en +oo.
EXERCICE C15.32 — Démontrer que la fonction
10,400 — R
1
Uy X — sin (—)
X

ne possede aucune limite finie ou infinie en 0.

THEOREME C15.33 (COMPOSITION DE LIMITES)

Soient

(@) I et ] desintervalles non vides et non réduits a un point;
(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

(¢) bunpointde J ou une de ses extrémités;

(d) f:I—— Runefonction;

(d) g:J—— Runefonction telle que f(I) c J;

(e) ceR.
f(JC) E’ b
= g(f(x) — C.
gx) —
x—b

12
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PROPOSITION C15.34 (OPERATIONS SUR LES LIMITES)
Soient un intervalle I non vide et non réduit a un point, deux fonctions f: I —— Ret g: [
qui est un point de I ou une de ses extrémités, (¢,4,) € R* et (¢3,4;) e R* x R*.

R,aeﬁ

1) Addition
(@ Sif(x) - /) et g(x) - ¢, alors f(x) + g(x) — b1+,

(b) Si. 700 =2 retg(0) T +ooalors f(x) + g(x) =5 +oo.
(€ Sif(x) — f1etglx) — —ooalors f(x) +g(x) — —oo.
(d) Si fx) — +ooet g(x) —— +ooalors f(x) +g(x) — +oo.

(&) Sif(xn) > —ooetg(x) s> ~coalors f(x) +g(x) T ~oo.

2) Multiplication par un scalaire A non nul
(@ Sif(x) - ¢ alors A f(x) — Ax£q.

(b) Sif(x) — ot alors A f(x) — sgn(A) x +oo.

(© Sif(x) ™ alors A f(x) 7 sgn(A) x —oo.

3) Multiplication de deux fonctions
(@ Sif(x) — /1 et g(x) — ¢, alors f(x)g(x) — 010,.

(b) Si f(x) — ] et g(x) — +ooalors f(x)g(x) —sgn (¢3) x +oo.
(¢) Sif(x) — ¢} et g(x) — —ooalors f(x)g(x) — sgn(¢}) x 0.
(d Sif(x) —— tooet g(x) — 7t alors f(x)g(x) — 7 +oo.
(e) Sif(x) — > —ooetg(x) — +0o alors f(x)g(x) — oo

(B)  Si flx) — —ooet g(x) — —ooalors f(x)g(x) — +oo.

4) Quotient de deux fonctions

. f(x) 25
(@ Si f(x) — él et g(x) ( alors — ) — é*'
f ()
(b) Si f(x) —_— €1 et g(x) —— +oo alors —— 2 —
(c) Si f(x) o !1 et g(x) —— —oo alors &
—a g(x) x—a
« [
(d) Sif(x) — +ooetg(x) — £; alors P —sgn (¢3) x +oo.
. . [ x
(e) Sif(x) —— > —ooetglx) — ¢; alors P ——>sgn (¢3) x —o0.

13
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1+x)%-1
EXERCICE C15.35 — 1) Soit @ € R*. Démontrer que ( ) . 1 al'aide de la notion de dériva-
ax x—
bilité.
3 V1+sin(x) -1 1
2) Démontrer que —.
In(1+2x) x—0 4
~ X
EXERCICE C15.36 — Etudier la limite éventuelle de (3 X 2% =2 x 3%) lorsque x tend vers oo.

PROPOSITION C15.37 (PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE LARGE)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aun point de I ou une de ses extrémités;

(¢ f:I——R,g:1——Reth: | —— Rdes fonctions;

(d) (¢1,05,¢3)eRxRxR.

Si f < g < hauvoisinage de a, f(x) — l1, g(x) — ?5 et h(x) — l3alors 01 < 0y < V3.

EXERCICE C15.38 — Soient les fonctions
f 13,+o0o[ — R 13,+o00[ — R
X — X2 & X — x*4+x-3

Justifier f < g, étudier les limites éventuelles de f et g en 3, puis commenter.

PROPOSITION C15.39 (EXISTENCE D’UNE LIMITE FINIE PAR ENCADREMENT)
Soient

(@ I unintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

(¢ f:I——R,g:1——Reth: | —— Rdes fonctions;

(d ¢€eR.

Si f < g < hauvoisinage de a, f(x) — ? et h(x) — ¢ alors g(x) — l.

EXERCICE C15.40 — Soitla fonction

10,400 — R

f

(3
X — xsin|—].
X
Etudier les limites éventuelles de f en 0 et en +oo.

PROPOSITION C15.41 (CRITERE POUR AVOIR LA LIMITE +00 PAR MINORATION)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

© f:1 Retg: I R des fonctions.

Si f < g auvoisinage de a, f(x) — +00, alors g(x) — +0o0.

14
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EXERCICE C15.42 — Soitla fonction
R — R
X
Pl — 3x- bJ +cos(x*—1).

Etudier la limite éventuelle de f en +oo.

PROPOSITION C15.43 (CRITERE POUR AVOIR LA LIMITE —oco PAR MAJORATION)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I ou une de ses extrémités;

(¢ f:I——Retg: I —— Rdesfonctions.

Si f < g au voisinage de a, g(x) — % alors f(x) — —0

THEOREME C15.44 (DE LA LIMITE MONOTONE)
Soient (a,b) e RxRtelque a< bet I:=]a,bl.
1) Soit f: I —— Rune fonction croissante sur 1.

irllff eR si f est minorée sur I sup f €R si f est majorée sur [
I

—00 sinon +00 sinon

f(x)ﬁ{ et f(x):;{

2) Soit f: I —— Rune fonction décroissante sur I.

sup f €R si f est majorée sur [ inff€R si f est minorée sur [
flx) — I et f(x)— I .
x—a +00 sinon x—Db —00 smon
EXERCICE C15.45 — Justifier que, pour tout x € R, —1 <th(x) < 1.
EXERCICE C15.46 — Soitlafonction

R — R
X
¢ X — fe_tzdt.
0

1) Etudier la parité de la fonction ¢ puis ses variations sur R, .
2) Justifier que, pour tout t > 1, et < e et en déduire que la fonction ¢ est bornée sur R.
3) Que peut-on dire des limites éventuelles de la fonction ¢ en —oco et en +o0?

EXERCICE C15.47 — Soient deux fonctions f: ]0, +oo[
(a) g estdécroissante sur |0, +oo[;

(b) f<gsur]0,+ool;

(c) f possede une limite finie en 0.

Démontrer que g posséde une limite finie en 0, puis comparer }Cll% f(x) et }Cilr(l) g(x).

Ret g:]0,+o00]

R telles que

1
EXERCICE C15.48 — SoitA:= {f In(t) dt : se]O,l]}.]ustiﬁer que inf(A) et sup(A) existent dans R, puis
ol

déterminer ces deux nombres.

15
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§ 2. QUELQUES OUTILS POUR ETUDIER UNE LIMITE DE FONCTION

Supposons donnée une fonction f définie sur un voisinage d'un point a € R et prenant des valeurs réels. Pour
étudier 'existence de la limite de f en a et la calculer, le cas échéant, on peut appliquer les outils suivants.

(1) La continuité des fonctions usuelles.

(2) Leslimites des fonctions usuelles aux bornes de leurs ensembles de définition.

o e . . 0 co . s .
(3) Les opérations algébriques licites sur les limites, cf. C15/34} 0 x oo, 0= et 17°° sont indéterminées.
o0

(4) Lethéoréme sur les compositions de limites, a appliquer avec soin, cf. C1533]

(5) La dérivabilité d'une fonction en un point : si f est une fonction définie au voisinage d’'un réel x, et
dérivable en x; alors

J(x) = f(x0)

X—Xp xX—Xo

f'(xo) .

Ce résultat livre une information précieuse sur la vitesse a laquelle la quantité f(x) — f(xp) tend vers 0 lorsque

x tend vers xy. Des cas particuliers, fort utiles pour lever des indéterminations du type 0’ sont

e¥ -1 In(1 + x) . sin(x) . Q+x%-1

b x—0 X x—0 X x—0 X x—0

ou a € R*.

(6) Leslimites
1—cos(x) 1 o ch(x)-1 1

—_—

x2 x—0 2 x2 x—0 2

qui ont été établies respectivement dans les exercices TD2.21 et C15J62|sont aussi précieuses pour pour lever

des indéterminations du type o

(7) Lesrésultats sur les croissances comparées, cf. propriété C8.116 : si («, f) € R x R alors

exp(ax In“(x
plax) +00 %1% P —— 0 W ____ 1x1% In (01 0.
xP X—+00 X——00 xB  x—+o0 X—0*
L o ch(x)
EXERCICE C15.49 — Etudier lalimite éventuelle de f: x ho en +oo
sh(x
EXERCICE C15.50 — FEtudier la limite éventuelle de f: x — XTT lorsque x tend vers 1.
’ cos(3x) —1
EXERCICE C15.51 — Etudier la limite éventuelle de f: x — (2—) en0
sin“(2x)
P 2% —
EXERCICE C15.52 — Etudier la limite éventuelle de f: x — Tr en0

16
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EXERCICE C15.53 — Etudier la limite éventuelle de f: x—sh(2x) (th(x) - 1) en —oo.

P 1-cos(x
EXERCICE C15.54 — Etudier lalimite éventuelle de f: x — ™) en 0.

sin(x) (VI+x—1)

EXERCICE C15.55 — FEtudier la limite éventuelle de f: x — In(x) (1 - ei) en +oo.

- . e, 2tan(x) —sin(2x)
EXERCICE C15.56 — Etudier lalimite éventuelle de f: x — en0

sin3(x)

o e Arcsin (In(1 + 3x))
EXERCICE C15.57 — Etudier la limite éventuelle de f: x — en 0.

Arctan( V1+x-1)

EXERCICE C15.58 — FErtudier la limite éventuelle de f: x— (In(x) — 1) In(x — e) lorsque x tend vers e*.
EXERCICE C15.59 — Etudier la limite éventuelle de frx— x%2—x | x| en +oo.
. b4
EXERCICE C15.60 — Etudier la limite éventuelle de f: x — (Arctan(x) - E) e* lorsque x tend vers +oo.
. X
EXERCICE C15.61 — Etudier lalimite éventuelle de f: x — (1 - —) lorsque x tend vers +oo.
X
x2 *sh(r) 9
EXERCICE C15.62 — 1) Démontrer que, pour tout x € R, ch(x) =1+ 5 +f > (x—1)°dt.
0
o ch(x)—-1 1 xsh(x)
2) En déduire que, pour tout x >0, 0 < — = 3 < 5
X
, ch(x)-1 1
3) Démontrer — s
X x—0 2 b
p ch(x)-1
4) Etudier la limite éventuelle de f: x — }(12—)() en 0.
sh”(x

17
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§ 3. LIMITE D’UNE FONCTION A DROITE (RESP. A GAUCHE)

DEFINITION C15.63 (LIMITE FINIE EN UN POINT REEL A DROITE POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité gauche;

(¢) unefonction f: I —— R;

(d ¢€eR.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a par la droite et on note, f(x)

0, si

x—a*

Ve>0 36>0 Vxel a<x<a+d=|f(x)-¢|<e.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT UNE LIMITE FINIE EN UN POINT REEL A DROITE

Soit la fonction f: R

2.

R, x— [x]. Alors f(x)

x—2%

18
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DEFINITION C15.65 (LIMITE +00 EN UN POINT REEL A DROITE POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité gauche;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a par la droite et on note, f(x)

+00, Si
x—a*

VAeR 36>0 Vxel a<x<a+d=f(x)=>A.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT +00 POUR LIMITE EN UN POINT REEL A DROITE

2
Soit la fonction f: |1, +oo[—— R, x— ﬁ.Alors f(x) +00.

x—17

19
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DEFINITION C15.67 (LIMITE —oo EN UN POINT REEL A DROITE POUR UNE FONCTION)

Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité gauche;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a par la droite et on note, f(x) —— —oo, si

x—a*

VBeR 36>0 Vxel a<x<a+d= f(x)<B.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE —oo EN UN POINT REEL A DROITE

1
Soit la fonction f: |3, +oo[—— R, x— F Alors f(x) — T
— x—3+

20
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DEFINITION C15.69 (LIMITE FINIE EN UN POINT REEL A GAUCHE POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité droite;

(¢) une fonction f: I —— R;

(d) ¢€eR.

On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a par la gauche et on note, f(x)

l,si

X—a-

Ve>0 36>0 Vxel a-6<x<a= |f(x)-¢|<e.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT UNE LIMITE FINIE EN UN POINT REEL A GAUCHE

1
Soit la fonction f: | —00,0[—— R, x— xsin (;) Alors f(x) g 0.
o

21
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DEFINITION C15.71 (LIMITE +00 EN UN POINT REEL A GAUCHE POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité droite;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a par la gauche et on note, f(x)

+00, si

X—a

VAeR 36>0 Vxel a-6<x<a=f(x)=>A.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE +00 EN UN POINT REEL A GAUCHE

1
Soit la fonction f: | —00,2[—— R, x— ————. Alors f(x)

+00.
(x— 2)2 x—2-

22
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DEFINITION C15.73 (LIMITE —oo EN UN POINT REEL A GAUCHE POUR UNE FONCTION)
Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité droite;

(¢) une fonction f: I —— R.

On dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a par la gauche et on note, f(x) = %0, si

VBeR 36>0 Vxel a-6<x<a= f(x)<B.

David Blottiere

ILLUSTRATION D’UNE FONCTION AYANT POUR LIMITE —0o EN UN POINT REEL A GAUCHE

Soit la fonction f: |r,2n[—— R, x— .Alors f(x) —— —o0.

sin(x) X—27m~

23
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PROPOSITION-DEFINITION C15.75 (LIMITE A DROITE/GAUCHE)

Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunréel qui est un point de I ou son extrémité gauche;

(¢) bunréel qui est un point de I ou son extrémité droite;

(d) une fonction f: I —— R.

Alors

1) si f possede une limite en a a droite alors celle-ci est unique et on la note xlin} f(x) ou )lcl_I}} f(x);

X>a
2) si f possede une limite en b a gauche alors celle-ci est unique et on la note lirzl f(x) ou linll] f(x).
X—0" X—

x<b

REMARQUE C15.76 — Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point, a€ I et f: I —— Rune
fonction. Alors

fO—f@ = (fO—Ff@etfx)——f@).

§ 4. CONTINUITE EN UN POINT

DEFINITION C15.77 (CONTINUITE EN UN POINT)

Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;
(b) aunpointde [;

(¢) une fonction f: I —— R.

La fonction f est dite continue au point a si f(x) — f(a).

PROPOSITION C15.78 (CONTINUITE DES FONCTIONS USUELLES)

(@) Une fonction polynomiale est continue sur R.

(b) Une fontion rationnelle (quotient de deux fonctions polynomiales) est continue en tout point de son
ensemble de définition.

(c) Lafonction exp, (a > 0) est continue en tout point de R.

(d) Lafonctionlog, (a > 1) est continue en tout point de |0, +oo.

(e) Lafonction x— x% (« € R) est continue en tout point de ]0, +ool.

(f) Les fonctions cos, sin, sh, ch et th sont continues en tout point de R.

(g) Lesfonctions Arccos et Arcsin sont continues en tout point de [—1,1].

/2
(h) Lafonction tan est continue en tout point de R\ {kE t ke Z}.

(i) Lafonction Arctan est continue en tout point de R.

La fonction partie entiere

R — R
x +— l'unique entier relatif ntelquen < x<n+1

L]

est continue en tout point de R\ Z et discontinue en tout point de Z.
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EXERCICE C15.80 — FEtudier la continuité en chaque point de R de la fonction suivante.
R — R
f { 1 sixe[0,1]
X — .
0 sinon
EXERCICE C15.81 — FEtudier la continuité en chaque point de R de la fonction suivante.
R — R
sin(x) .
f six#0
X — X
1 six=0

DEFINITION C15.82 (FONCTION PROLONGEABLE PAR CONTINUITE)

Soient

(@ [Iunintervalle de R non vide et non réduit a un point;

(b) aun pointde I ou une de ses extrémités;

() f:I\{a} —— Rune fonction.

Alors

1) siace€ Ialorsondit que f est prolongeable par continuité en a s’il existe ¢ € R tel que

f(x)

let f(x)

x—a- x—a*

2) siaestlaborne gauche de I alors on dit que f est prolongeable par continuité en a s'il existe ¢ € R tel
que

fx) 4

x—a*
3) si aestlaborne droite de I alors on dit que f est prolongeable par continuité en a s'il existe ¢ € R tel
que

fx) l.

Xx—a-
Dans le cas ol la fonction f est prolongeable par continuité en a, on définit le prolongement par continuité
de f par

_ I — R
f {f(x) six#a
X — .
¢ six=a

ol ¢ est le nombre réel introduit en 1) ou 2) ou 3).

EXERCICE C15.83 — Les fonctions
R* — R R* — R
1 1
! X — cos(—) et f X — xcos(—)
X X

sont-elles prolongeables par continuité?

25
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DEFINITION C15.84 (CONTINUITE EN UN POINT A DROITE/GAUCHE)
Soient
(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;
(b) une fonction f: I —— R.
1) Soit a un point de I qui n’est pas I'extrémité droite de I. La fonction f est dite continue au point a a
droite si f(x) —— f(a);
x—a*

2) Soit a un point de I qui n'est pas I'extrémité gauche de I. La fonction f est dite continue au point a a
gauchesi f(x) —— f(a);
X—a

La fonction partie entiere est continue a droite en tout point de R.

EXERCICE C15.86 — FEtudier la continuité a droite et a gauche en 0 de la fonction suivante.

R — R
VxIn(x) six>0

f x — 4 0 six=0
1—-cos(x) .
—— six<0
X

PROPOSITION C15.87 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA CONTINUITE)

Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde [;

(¢) une fonction f: I —— R.

Alors la fonction f est continue au point a si et seulement si, pour tout (u,) ,en € IN telle que u,, — a,

f(un) f(a).
EXERCICE C15.88 — Démontrer que la fonction suivante n’est continue en aucun point de R.
R — R
f ; 1 sixeQ
0 six¢Q

THEOREME C15.89 (OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES FONCTIONS CONTINUES)

Soient I un intervallede R, ae Iet f: I R, g: I —— R des fonctions continues en a.
1) Si(A,u) € R? alors la fonction A f + ug est continue au point a.

2) Lafonction f x g est continue au point a.

3) Silafonction g ne s’annule pas sur I alors la fonction i est continue au point a.
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THEOREME C15.90 (COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS CONTINUES)

Soient

(@) Iet]desintervalles;

(b) a€l;

(¢) f:I——Runefonction telle que f(I) c J;

(¢) g:J]—— Rune fonction.

Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors la fonction g o f est continue en a.

EXERCICE C15.91 — Justifier la continuité de la fonction
10, +oc0[ — R
Arctan(x
f x — cos(3x+2) —2—()+x21n(x)
x-+1

au point a, pour tout a > 0.

§ 5. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

DEFINITION C15.92 (FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE)
Soient [ un intervalle et f: I R une fonction. On dit que la fonction f est continue sur [ si elle est
continue en tout point de 1.

THEOREME C15.93 (DES VALEURS INTERMEDIAIRES)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

b)) f:1 R une fonction continue sur l'intervalle I;

(c) aetbdespointsde I tel que a< b;

(d) yunpointde R compris entre les valeurs f(a) et f(b) de f.
Alors il existe c € [a, b] tel que f(c) = y.

ILLUSTRATION DU THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

,
fib).

fla)
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COROLLAIRE C15.94 (IMAGE CONTINUE D’UN INTERVALLE)
Si I est un intervalle non vide et f: ] —— R est une fonction continue sur [ alors

fOh={fx) : xel}

est un intervalle.

. et : \ .
EXERCICE C15.95 — Démontrer que I'équation 5 = cos(x) d'inconnue x € R possede une solution.

EXERCICE C15.96 — Soient [ un intervalle et f: I
pas sur I. Démontrer que f garde un signe constant sur /.

R une fonction continue sur I, qui ne s’annule

EXERCICE C15.97 — Soit une fonction f: R —— R une fonction continue sur R telle que, pour tout
x€R, f(x) =-1ou f(x) = 1. Démontrer que la fonction f est constante.

EXERCICE C15.98 — On définit la fonction f par
R* — R
1 1
! X — 1+—sin(—).
4 X
L . 35
Démontrer que f(R*) = Il

COROLLAIRE C15.99 (IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE)
Soit (a, b) € Rtel que a < b.

1) Si f: ]a, bl— R est une fonction continue, strictement croissante alors f(la, b[) =

lim f(x), im f(x)
x—at x—b~

2) Si f: [a, b|— R est une fonction continue, strictement croissante alors f([a, b[) =

fla), xlif?— fx)

3) Si f: ]la, b] — R est une fonction continue, strictement croissante alors f(la, b]) = } lim f(x),f (b)].
x—at

4) Si f: [a,b] — R est une fonction continue, strictement croissante alors f([a, b)) = [ f(a), f(D)].

X—a

5) Si f: ]la, b[— Restune fonction continue, strictement décroissante alors f(la, b[) = ] 111? f(x), lim f(x)].
x—b~ +

6) Si f: [a, b[— R est une fonction continue, strictement décroissante alors f([a, b]) = ] linbl fx), f(a)
Pl

7) Si f: ]a, b] — R est une fonction continue, strictement croissante alors f(a, b]) = [ f(b), lim f(x)
x—a*

8) Si f: [a, b] — R est une fonction continue, strictement croissante alors f([a, b]) = [ f), f (a)].

EXERCICE C15.100 — On définit la fonction f par

]—-1,4+00[ — R
X — xe ¥,

f

Déterminer f(] -1, +oo[).
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THEOREME C15.101 (DES BORNES ATTEINTES)
Soient a et b des réels tels que a < b et f une fonction continue sur le segment [a, b]. Alors la fonction f est

bornée et atteint ses bornes, i.e.

(X, xa) € [a, D> Vxela, bl f(xm) < fx) < fxa).

ILLUSTRATION DU THEOREME DES BORNES ATTEINTES

RN

1y 1y

EXERCICE C15.102 — Soient a et b des réels tels que a < b.
1) Une fonction continue sur l'intervalle [a, b[ est-elle nécessairement bornée?
2) Une fonction définie sur [a, b] est-elle nécessairement bornée?

R une fonction continue sur [0, +oo[ qui possede une limite

EXERCICE C15.103 — Soit f: [0,400[
en +oo.

1) Démontrer que la fonction f est bornée sur [0, +oo].

2) Lafonction f atteint-elle nécessairement ses bornes sur [0, +co[?

THEOREME C15.104 (IMAGE CONTINUE D’UN SEGMENT)
Soient a et b des réels tels que a < b et f une fonction continue sur le segment [a, b]. Alors

min f, max f

,b]) =
f(la, b)) min f, max

29




MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

LEMME C15.105 (CRITERE POUR QU’UNE FONCTION SOIT STRICTEMENT MONOTONE)
Soient I unintervalle et f: ] —— Rune fonction. La fonction f est strictement monotone sur [ si et seule-
ment si, pour tout triplet (x, y, z) de points de I deux-a-deux distincts les trois rapports

f-1fx) f@Q-fx) f@-fW»

) )

y—x z—X z—y

ont le méme signe.

THEOREME C15.106 (FONCTION CONTINUE ET INJECTIVE SUR UN INTERVALLE)
Soient [ unintervalleet f: R une fonction continue sur I et injective. Alors la fonction f est stricte-
ment monotone sur .

THEOREME C15.107 (DE LA BIJECTION ENRICHI)
Soient I un intervalle et f: I R une fonction continue sur [ et strictement monotone. Alors f induit
une bijection

I — f)

f x — fx)

de I sur f(I) et sa bijection réciproque

fin — I

y +—— Tlunique solution de I'’équation y = f(x) d'inconnue x dans I

]:'—1

est bijective, de méme strictement monotonie que f et est continue sur 'intervalle f(I).

Démonstration — ¢ Considérons deux points y1, y» de f(I) tels que y; # y, et posons x; := flonel
et xo:= f1(y») € I. Comme

Floo-foo_ Floa-F'on (f(xz) —f(xn)—l
2= FFro) - (o) X2 — X1

o -F U J/l) f(xz - f(x)
Y2 = y1 X2 — X1

(resp. décroissante) alors f est strictement croissante (resp. décroissante).

« Démontrons que I'application f~! est continue sur f(I) dans le cas particulier o1 I =]a, b[ avec a < b

réelset f: ]a, bl R est strictement croissante. Notons A := lilrpf e Ru{—oo} B:= librpf € RU {+o0}.

Soit yp € f(I) =]A, B[ (cf. C15[99). Démontrons

les deux quotients ont méme signe. Ainsi si [ est strictement croissante

Ve>0 38>0 VYyelABl |y-y|<é=|f'»-f'00|<e.

1 71
—a b-
Soit € > 0 que 'on peut supposer inférieur strictement a min{ I~ o) , S (o) } > 0, de sorte que

2 2
]7710/0) —g€la,blet f’l(yo) + € €]a,bl. Posons

§:=min{yo— f(F o) —€),f(F ') +€) -y} >0  [f eststrictement croissante] .
Siyelyo—08,y+0l<[f(f (o) —€), f(F (o) +€)] <1A Bl= f(I) alors, comme f~! est croissante

o -e<f o <f oo +e.

30



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 6. CONTINUITE DES FONCTIONS COMPLEXES

DEFINITION C15.108 (CONTINUITE D’UNE FONCTION COMPLEXE)
Soient I un intervalleet f: [ C une fonction. La fonction f est continue sur [ si

Vigel Ye>0 36>0 Vreel |t—5l<6 = |f(1)-f(t)]|<e.

PROPOSITION C15.109 (CARACTERISATION DE LA CONTINUITE D’UNE FONCTION COMPLEXE)
Soient I un intervalle et f: [ C une fonction. On lui associe ses parties réelle et imaginaire définies
par

I — R I — R
Re(f) |, Re (f(1) et Im(f) |, Im (£ (1))

La fonction f est continue sur I si et seulement si les fonctions Re () et Im () sont continues sur I.

REMARQUE C15.110 — 1) Lesopérations (combinaison linéaire, produit, quotient, composition) éta-
blies pour les fonctions continues réelles se généralisent sans peine aux fonctions continues complexes.

2) En revanche, on ne peut pas étendre les résultats sur les fonctions continues réelles mettant en jeu
I'ordre < sur R (e.g. tout énoncé évoquant la monotonie) aux fonctions continues complexes.

EXERCICE C15.111 — Soitla fonction

R — C
1) Démontrer que la fonction f est continue sur R.
2) Justifier que la fonction f prend les valeurs —1 et 1, mais qu’elle ne prend pas la valeur 0. Commenter.

§ 7. NOMBRE DERIVE, FONCTION DERIVEE

DEFINITION C15.112 (DERIVABILITE EN UN POINT ET NOMBRE DERIVE)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I;

(o f:1I R une fonction.
On dit que la fonction f est dérivable au point a si la fonction
I\{a} — R
Ta(f) v fx) - fla)
x—a

possede une limite finie lorsque x tend vers a. Si tel est le cas, on appelle nombre dérivé de f en a le réel
noté f'(a) défini par

f'(a) = lim f@-j@
e x-a
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EXERCICE C15.113 — Soient la fonction

R — R
X — 4x3+43x%+2x+1

f

et a € R. Démontrer que la fonction f est dérivable en a et calculer f'(a).

EXERCICE C15.114 — Soit a € R. Etudier la dérivabilité de la fonction
R — R
1
f |x|* sin(—) six#0
X — X
0 six=0
en 0.

DEFINITION C15.115 (DEVELOPPEMENT LIMITE A I’ORDRE 1)
Soient

(@) I unintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I;

(¢) f:I—— Rune fonction.

On dit que f possede un développement limité a I'ordre 1 en a si

Vxelnla-06,a+6] f(xX)=ap+a1(x—a)+(x—a)e(x)

d(ag,a7) € R?2 36>0 JeeRle9atd] et
€(x) ﬁo.

PROPOSITION C15.116 (DERIVABILITE, NOMBRE DERIVE ET DL1)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I;

© f:1 R une fonction.

Alors f est dérivable en a si et seulement si f possede un DL1 en a. Plus précisément
1) si f estdérivable en a, alors

Vxelnla-6,a+d6] f(x)=f(a)+(x—a)f (a)+(x-a)e(x)
35>0 JeeR@ a0 { et
e(x)—0.
X—a
2) si f possédele DL1 en a suivant

fX)=ap+a1(x—a)+(x—a)e(x) ou &(x) 7 Oet(apg,ay) € R?

alors ag = f(a), f estdérivableen a et a; = f'(a).

1
La fonction f: x— /1 + x est dérivable en 0 avec pour nombre dérivé f'(0) = 7

Elle admet donc le DL1 en 0 suivant

X
Vli+x=1+—+xe(x) ou ¢&e(x)——0.
2 0
x—>
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PROPOSITION C15.118 (LA DERIVABILITE IMPLIQUE LA CONTINUITE)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aunpointde I;

(¢) f:I——Runefonction.

Sila fonction f est dérivable au point a, alors elle est continue au point a.

REMARQUE C15.119 — Une fonction continue en un point n’est pas nécessairement dérivable en ce
point. Un contre-exemple est donné par la fonction valeur absolue en 0.

DEFINITION C15.120 (DERIVABILITE EN UN POINT A DROITE/GAUCHE)
Soient
(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;
(b) une fonction f: I —— R.
1) Soit a un point de I qui n’est pas I'extrémité droite de I. La fonction f est dite dérivable au point a a
droite s'il existe 6 € R tel que
f) - fla)

XxX—a x—a'

0.

Si tel est le cas, on appelle nombre dérivé de f en a a droite le nombre noté f L’i(x) défini par

o f)=fla)
x>a

2) Soit a un point de I qui n’est pas I'extrémité gauche de I. La fonction f est dite dérivable au point a a
gauche s'il existe y € R tel que

fx) - f(a)
xX—a  x—a
Si tel est le cas, on appelle nombre dérivé de f en a a gauche le nombre noté fé(x) défini par

x)—fl(a
fé(“) .= lim M .
X—a x-—a
x<a
REMARQUE C15.121 — Soient un intervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point, une fonc-

tion f: | —— Ret a € I. La fonction f est dérivable au point I si et seulement si elle est dérivable a droite
et a gauche en a avec fé(a) = f(;(a).

x%.

EXERCICE C15.122 — Soient a > 0 et la fonction f: x
1) Préciser le domaine de définition de f.

2) Justifier que f est prolongeable par continuité en 0.
3) Ftudier la dérivabilité en 0 a droite du prolongement par continuité de f en 0.

EXERCICE C15.123 — Soit (a, b, ¢,d) € RxRx R xR,. Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction suivante.
R — R
ax’+bx+1 six<0
f X — c six=0

vV1+dx six>0
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DEFINITION C15.124 (DERIVABILITE SUR UN INTERVALLE ET FONCTION DERIVEE)

Soient

(@) unintervalle I un intervalle non vide et non réduit a un point;

(b) une fonction f: I —— R.

1) Lafonction f est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

2) Si f estdérivable sur [ alors la fonction dérivée de f est la fonction notée f’ définie par

I — R
f X — f/(x):: limM.
V=X y—x
yix

David Blottiere

THEOREME C15.125 (OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES FONCTIONS DERIVABLES)
Soient I un intervallede R, ae Iet f: I R g:1
1) Si(A, ) € R? alors la fonction A f + ug est dérivable au point a et

Af+ug) @=Af"(@)+pg'(a.
2) Lafonction f x g est dérivable au point a et

(fx@) (a)=f'(a)x gla)+ f(a) x g'(a).

3) Silafonction g ne s’annule pas sur I alors la fonction i est continue au point a et
g

(i)’ @=L @xg@-f@xg@
g(a)? '

R des fonctions dérivables au point a.

THEOREME C15.126 (COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS DERIVABLES)

Soient

(@) Iet]desintervalles;

(b) acl;

(¢) f:I——Runefonction telle que f(I)c J;

(¢) g:J]—— Rune fonction.

Si f est dérivable en a et g est dérivable en f(a), alors la fonction g o f est dérivable en a et

(goN(a)=fa)x g'(fla).

THEOREME C15.127 (DERIVABILITE ET DERIVEE D’UNE RECIPROQUE)

Soient

1) Iet]deuxintervalles de R;

2) f:I—— June fonction bijective et dérivable sur I;

3) Yo € J.

Alors

1) lafonction f~': ] —— I est dérivable en yj si et seulementsi f' (7' (y0)) #0;
2) si f~! est dérivable en yj alors

Sy 1
YRR o)
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Les résultats sur la dérivabilités et les dérivées usuelles sont énoncés ci-dessous.

Fonction f

Nombre dérivé f'(x) de fen x € @’f @’f
fix—a (@aeR) f'(x)=0 R
fix— x" (neN*) f'(x)=nx"! R
. 1 _ N * l _ _ -n—1 *
f.x»—»F—x (neN™) f(x)——xn+1——nx R
fix— x%:= %™ (@eR\Z) fl(x) = ax®! R
fix— 3 o =—— R
. = Zﬁ >0
1
f:x—In(x) flx) = p R0
fix—e* flx)=e* R
f: x—sin(x) f'(x) = cos(x) R
f: x— cos(x) f'(x) = —sin(x) R

) . sin(x) oy 1 : 2 T T
f:x— tan(x) := powv f'(x)= pvcroe i 1 + tan®(x) kLer] o k, o krm
X —X
f:x—ch(x) = ¢ +26 f'(x) =sh(x) R
X _ ,—X
f:x—sh(x) = ¢ f'(x) =ch(x) R
sh(x) e¥—e™*
: — h = = ! = = 1 - h2 R
Jra—th@ ch(x) e +e™* S ch?(x) e
Arcsin Arcsin’ (x) = 1-1,1]
1—x2
1
Arccos Arccos’(x) = — 1-1,1]
2
Arctan arctan’(x) = R
1+ x2
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RapPEL C15.129 — Nous énoncons des résultats sur la dérivabilité et la dérivée de certaines compo-
sées usuelles. Les lettres I et J désignent des intervalles de R

Nombre dérivé en x € [ Contexte et hypothese
d , ..
a(u(ax+b)):axu(ax+b) ((a,b)eRxR) | xeI—ax+be ], u: ] —— R,q dérivable sur I
d a ! a—1 L .
ix (u*x) =axu (x) x u® - (x) (e €R) u: I R. dérivable sur I
d u'(x)
—(Vux)) = u: I R. g dérivable sur I
dx ( ) 2V u(x) >0
d
d—(sin(u(x))) = u(x) x cos(u(x)) u:l R dérivable sur I
X
d ) .
d—(cos(u(x))) = —u'(x) x sin(u(x)) u:l R dérivable sur
X
d u(x) / u(x) L.
d—(e ):u(x)xe u: I —— R dérivable sur
X
d !
— (In(u(x))) = i) u: I —— Ry dérivable sur I
dx u(x)
d u'(x)
— (Arcsin(u(x))) = ————— u: I ]1—1,1[ dérivable sur I
dx V1-u?(x)
d !
— (Arctan(u(x))) = ﬂ u: I —— R dérivable sur I
dx 1+ u?(x)
EXERCICE C15.130 — Soitla fonction

[0,+oo[ — [1,+o0[
X — ch(x).

f

1) Justifier que la fonction f est définie.

2) Alaide du théoreme de la bijection enrichi, démontrer que la fonction f est bijective et que son appli-
cation réciproque f‘1 1 [1, +ool [0, +o0o[ est continue sur [1, +ool.

3) Démontrer que f ~1 est dérivable sur |1, +oo] puis calculer sa dérivée. On en donnera une expression
simplifiée.

36



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique

§ 8. EXTREMUM LOCAL ET POINT CRITIQUE

DEFINITION C15.131 (POINT CRITIQUE)

Soient
(@) Iunintervalle;
(b) acl;

(¢) f:I—— Runefonction dérivable en a.
On dit que a est un point critique de f si f’(0).

David Blottiere

DEFINITION C15.132 (EXTREMUM LOCAL)

Soient
(@) I unintervalle;
(b) a€l;

(¢) f:I——Rune fonction.
1) Ondit que f atteint un maximum local au point a s'il existe 6 > 0 tel que

Vxelnla-6,a+o6[ f(x)< f(a).
2) Ondit que f atteint un minimum local au point a s'il existe § > 0 tel que

Vxelnla-6,a+6[ f(x)=f(a).

3) On dit que f atteint un extremum local au point a si f atteint un maximum local au point a ou si f

atteint un minimum local au point a.

Considérons la fonction cube

R — R

x — x3.

f

Le point 0 est un point critique de f mais la fonction f n’atteint pas un extremum local en 0.

EXERCICE C15.134 — Soitla fonction f

[0,1] — R
! ‘ x — 3x-7
dérivable sur [0, 1].
1) Déterminer les points ou f atteint un extremum local.
2) Les points déterminés en 1) sont-ils des points critiques de f? Commenter.
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THEOREME C15.135 (CN D’EXTREMUM LOCAL EN UN POINT INTERIEUR)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) aun pointde I qui n’est pas une extrémité de I (point intérieur a I);
(¢) f:I—— Rune fonction dérivable au point a.

Si f admet un extremum local au point a alors f'(a) = 0.

Démonstration — Supposons que f admet un extremum local. Quitte a remplacer f par —f on peut
supposer que f admet un maximum local, i.e. qu'il existe 6; > 0 tel que

Vxelnla-6,,a+61] fx)<f(a).

Comme a est un point intérieur a I'intervalle I, il existe 6, > 0 tel que [a—62,a+ 6] < 1. Ceci exprime de
maniere formelle 'idée intuitive que I’on dispose d’espace autour de a a gauche et a droite dans I.
En posant § := min{6;,2} > 0, nous avons

la—6,a+0]c1 et la—6,a+d0lcInla—061,a+d1]
puis
Vxela-0,a+0] f(x)< f(a).
, L Jf)-fla) .
Pour toutx € [a—6,al, f(x)—f(a) <0etx—a<0,d ou —————— > 0. En faisant tendre x vers a par valeurs
x_
inférieures il vient fé(a) > 0.
fx)-f(a)

Pour tout x €la,a+96,al, f(x) - f(a) <0et x—a>0,dou < 0. En faisant tendre x vers a par

xX—a
valeurs supérieures il vient f (a) < 0.

Nous en déduisons 0 < fg(a) = f'(a) = f;(a) <0.

EXERCICE C15.136 — Soitla fonction f définie par

R — R
X — Xx+sin(x).

f

1) Justifier qu’il existe 6 > 0 tel que, pour tout x € [-6,6], h+ cos(h) > 0.
2) Déterminer les extrema locaux de la fonction f.
3) Lafonction f posséde-t-elle des extrema globaux?
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§ 9. THEOREMES DE ROLLE ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

THEOREME C15.137 (DE ROLLE)

Soient

1) aetbdesréelstels que a< b;

2) f:[a,b] —— Rune fonction continue sur le segment [a, b] et dérivable sur 'intervalle ouvert ] a, b|.
Si f(a) = f(b) alors il existe c €]a, b tel que f'(c) =0.

THEOREME C15.138 (DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soient
1) aetbdesréelstels que a< b;

2) f:la,b] R une fonction continue sur le segment [a, b] et dérivable sur I'intervalle ouvert ] a, b|.
b)-f(a

1l existe ¢ €]a, b tel que w = f'(c).

-a

. . L 1
EXERCICE C15.139 — Majorer I'erreur commise dans I'approximation cos(1) = 7
EXERCICE C15.140 — Soit f: R—— R une fonction bornée et dérivable sur R. On suppose qu’il existe
¢ eRtel que f'(x) — ¢.Démontrer que ¢ = 0.

—+00

EXERCICE C15.141 — Soient I un intervalle de R non vide et non réduit a un point et f: I —— Rune

fonction dérivable sur I. Soit a € I tel que f est continue en a et f'(a) # 0. Démontrer qu'il existe § > 0 tel
que la fonction
Infa-6,a+6] — R

fiinia-6,a+6) X — )

est injective.

EXERCICE C15.142 — Soit f: [0,1] —— R une fonction dérivable sur [0, 1] telle que f(0) =0et f(1) =1.
Démontrer que

n
YrneN" 3(xi,...,xn)€[0,1]" x<..<x, et Y f(xp)=n.
k=1

DEFINITION C15.143 (APPLICATION K-LIPSCHITZIENNE)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) f:I—— Rune fonction;

(c) KieR

On dit que la fonction f est K-lipschitzienne sur I si

Vel |fo-fo|<K|x-yl.
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PROPOSITION C15.144 (UNE APPLICATION LIPSCHIZIENNE EST CONTINUE)
Soient

(@ I unintervalle non vide et non réduit a un point;

b)) f:1 R une fonction;

(c) K,eR.

Sil'application f est K-lipschitzienne sur I alors elle est continue sur 1.

EXERCICE C15.145 — Démontrer que I'application exponentielle, qui est continue sur R, n’est pas lip-
schitzienne.

PROPOSITION C15.146 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soient
(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;
(b) f:I—— Rune fonction une application dérivable sur I.
S’il existe K € K tel que

vxel |f'w|<K

alors la fonction f est K-lipschitzienne sur I.

EXERCICE C15.147 — Soitla fonction

R* — R
1 1
f X — 1+—sin(—).
4 X

1) Déterminer I = f(R*), puis démontrer que I est stable par f.

2) Démontrer que la fonction f est §-lipschitzienne sur I.

3) Soit (u,) la suite définie par la donnée de u € I et la relation de récurrence u,+; = f(u,), valable pour
tout n € N. Démontrer que (u,) converge vers l'unique point fixe a de f sur I et discuter la vitesse de conver-
gence vers 0 de la suite (i, — a).

PROPOSITION C15.148 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES CONSTANTES)
Soient I unintervallede Ret f: I R une fonction dérivable. Alors

festconstantesurI < (VYxel f'(x)=0)

THEOREME C15.149 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES MONOTONES)
Soient I un intervalle de R et f: I —— R une fonction dérivable.

(1) festcroissantesur I <= (Vxel f’(x)>0)

(2) festdécroissantesur] <— (VYxel f'(x)<0)
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THEOREME C15.150 (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES STRICTEMENT MONOTONES)
Soient I un intervallede Ret f: [ R une fonction dérivable.

Vxel f'(x)=0
(1) f eststrictement croissantesur I <= et
Viabel* a<b= f , #05(abR)

vxel f'(x)<0
(2) f eststrictement décroissante sur I <= et
Viab) el a<b= fi, . #0z(abR

EXERCICE C15.151 — Démontrer que I'application

R — R
X — Xx+sin(x)

f

est dérivable et strictement croissante sur R, avec une dérivée qui s’annule une infinité de fois.

THEOREME C15.152 (DE LA LIMITE DE LA DERIVEE)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;
(b) unpointade I;

(¢) f:I——Rune fonction;

d ¢eR
On suppose que la fonction f est continue sur I, dérivable sur I\ {a} et que f'(x) — ¢. Alors
1l fx) - f(a) ‘.

XxX—a X—a
2) sideplus ¢ € Ralors f est dérivable en a, f’'(a) = ¢ et f' est continue en a.

EXERCICE C15.153 — Soit la fonction f définie par
R — R
L
Fl, o ]es? six#0
0 six=0.

Démontrer que la fonction f est dérivable sur R et que sa dérivée est continue sur R.

§ 10. FONCTIONS DE CLASSE €% 00U k € N U {oo}

DEFINITION C15.154 (FONCTION DE CLASSE €% 00 k € NU {co} )

Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point.

1) Une fonction f: I —— Reest dite de classe €° sur I si elle est continue sur 1.

2) SikeN*, alors une fonction f: I R est dite de classe €* sur I si elle est k fois dérivable sur I et si
sa dérivée k-ieme f®) est continue sur 1.

3) Une fonction f: I —— R est dite de classe € sur I si elle est indéfiniment dérivable sur 1.
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NOTATION C15.155 — Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point et k € NU {oo}. On pose

€¢*(I,R) := {feRI : [ estde classe €* sur I} .

REMARQUE C15.156 — Soient I un intervalle non vide et non réduit a un point.
1) Lasuite (¢*(I,R)),.y est une suite décroissante de parties de R i.e.

VkeN €*'(I,R) c€¢*UR).

2) €®(R=()€"UR
keN
3) Pour toute fonction f: I —— R

fe€"™ (IR <= fe€*UR et fPec¥ (IR
— feb (R etf e€*UR).

EXERCICE C15.157 — Démontrer que la fonction

R — R
1
f xzsin(—) six#0
x — x

0 six=0.

est dérivable sur R, mais n’est pas de classe ¢ sur R. En effet, la fonction f’ n’admet aucune limite lorsque
x tend vers 0 par valeurs supérieures.

PROPOSITION C15.158 (REGULARITE DES FONCTIONS USUELLES)

1) Une fonction polynomiale est de classe € sur R et a ses dérivées itérées nulles a partir d'un certain
rang.

2) Une fonction rationnelle est de classe €*° sur son domaine de définition.

3) Lafonction /-: R —— Rest de classe €° sur R, non dérivable en 0 et de classe € sur Rs,.

4) SiaeRalorslafonction p,: Rsg R; x— x% est de classe €° sur Rx.

5) Lafonction tan est de classe € sur |_J ] Iy krm, g +km|.

keZ
6) Lafonction In est de classe €°° sur R..

7) Les fonctions exp, ch, sh, th, cos, sin et Arctan sont de classe € sur R.
8) Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe €° sur [—1, 1], non dérivables en —1 et 1, et sont de classe
E>°sur]-1,1].

PROPOSITION C15.159 (COMBINAISON LINEAIRE DE FONCTIONS DE CLASSE €% 00 k € N* U {o0})
Soient

(@) I unintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) keN*uU/{ool.

Alors, pour tout (A, i) € R?, pour tout (f, g) € €*(I,R)?

Af +uge€cU,R

et
(Af +1g) " =AM +pug®.
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PROPOSITION C15.160 (FORMULE DE LEIBNIZ)

Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) keN*U{oo}.

Si (f, g) € €*(I,R)? alors la fonction

I — R

x — flogx)

/g

est de classe €* sur I et

k K\ . .
(fo)® = ) (i)fmg(k—z) .

i=0

EXERCICE C15.161 — Démontrer que la fonction
R — R
! x — xe*

est de classe €° sur R et calculer ses dérivées itérées.

PROPOSITION C15.162 (COMPOSEE DE FONCTIONS DE CLASSE €% 00 k € N* U {oo})
Soient

(@) Iet]desintervalles non vides et non réduits a un point;

(b) f:I—— Rune fonction telle que f(I) c J;

(¢c) g:J]—— Rune fonction;

(d keN*uUf{oo}.

Si f € €%, R) et g€ €*(J,R) alors go f € €*(I,R).

PROPOSITION C15.163 (QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS DE CLASSE %6¥)
Soient

(@) [Iunintervalle non vide et non réduit a un point;

(b) keN*U{oo}.

Si (f,g) € €*(I,R)? et si g ne s’annule pas sur I alors la fonction

I — R
fx)

gx)

oQ [~

est de classe €* sur I.

PROPOSITION C15.164 (RECIPROQUE D’UNE FONCTION BIJECTIVE CLASSE €¥)

Soient

(@) Iet]deuxintervalles non vides et non réduits a un point;

b)) f:1 R une fonction;

(c) keN*Uf{oo}.

Si f: I —— J estune fonction bijective, de classe € k sur I avec une dérivée qui ne s’annule pas sur I, alors
la fonction

] — I
y —— lunique xeltelque f(x)=y

f—l

est de classe €* sur J.
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