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CHAPITRE N°14
CALCUL MATRICIEL ET SYSTEMES LINEAIRES

§ 1. OPERATIONS SUR LES MATRICES

NoTATION C14.1 — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps et n, p, g, r des entiers naturels non
nuls.

DEFINITION C14.2 (MATRICE)
1) Une matrice A a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est un tableau a n lignes et p colonnes

an di2 aiz ... dip
azy dzp dz ... dzp
A=\|4d3 das1 ds ... dasp
anl dnz dng cee anp

2) Lensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté .4, , (K).
3) SiAey,,(K)et(i,j)ell,n] x[1, pl onnote [A]; ; le coefficient de A d’adresse (i, j), i.e. le coefficient
de Asitué sur la i-eme ligne et la j-iéme colonne.

. 5 =2
La matrice A = (3 0

111) appartienta /> 3(K), [Al12 =-2et[A]ly3 =1.

DEFINITION C14.4 (ADDITION DE DEUX MATRICES)
Soit (A,B) € Jﬂn,p(K)Z. On définit la matrice A+ B € .4y ,(K) par

[A+ Bl; j:=[Al;;j +[Blj,;

pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p.

. 1 0 -3 -3 2 4 -2 2 1
LasommedesmatrlcesA—(_7 _o _S)etB—(11 1 9)estA+B—(4 _1 4).

PROPOSITION C14.6 (STRUCTURE DE (M, ,(K), +))

1) (AMn,p(K),+) estun groupe abélien.

2) Lélément neutre de (./%n p(K), +) est la matrice notée 0_,, (K € Ay, (K) dont tous les coefficients sont
nuls.

3) SiAe .y, ,(K) alors sa matrice opposée, notée — A, vérifie

[—Alij=—[Al;

pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p.
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2 -3
EXERCICE C14.7 — Expliciter la matrice 0_4, ,k) etl'opposée de la matrice A= -1 6 [€.43,(K).
7 =5

DEFINITION C14.8 (MULTIPLICATION D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE)
Soient A€ .y ,(K) et A € K. On définit la matrice A+ A € 4y, ,(K) par

[A'A]iyj =Ax [A]i,]’

pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p.

5 35 -15

-3
1)alorsS-A_(_w _10 5

-3 -2

PROPOSITION C14.10 (STRUCTURE DE (.#y,,(K), +,-))
1) (AMp,p(K),+) estun groupe abélien.
2) Pour tout (A, u, M) e Kx K x Ay, ;,(K)
3) Pour tout (11,42, M) € Kx Kx 4y ,(K)
A1+A) M=A1- M+, M
4) Pour tout (A, My, M) € Kx My, ,(K) x My, ,(K)
A-(M1+Mg) :A-M1+/1-M2

5) Pourtout M € J%n,p(K), 1-M=M.
Ces propriétés étant vérifiées, on dit que (4, p(K), +, ) est un K-espace vectoriel.

DEFINITION C14.11 (COMBINAISON LINEAIRE)
Soient Ay, Az, ..., A, des matrices de .4, (K).
1) On appelle combinaison linéaire des matrices Aj,..., A, toute matrice de la forme

r
ZAk'Ak:)Ll'A1+/1'2’A2+---+Ar'Ar
k=1

ou A1, Ay,..., A sont des éléments de K.
2) Lensemble des combinaisons linéaires des éléments de K est noté Vect(A;, As,..., A;), i.e.

.
Vect(Ay, Aa, ..., Ay) = { N Ak Ap s (A, g, Ap) eKr} .
k=1

31 10 11
EXERCICE C14.12 — 1) Justifier que A:= (1 3)estcombinaisonlinéairedeIz:: (0 l)et]2:= (1 1)-

1 2
2) Justifier que B := (3 4) n’est pas combinaison linéaire de I et J5.



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

PROPOSITION C14.13 (STRUCTURE D’UN ENSEMBLE DE COMBINAISONS LINEAIRES DE MATRICES)
Soient Ay, Az, ..., A; des matrices de .4, (K).

1) Vect(A;, Ay, ..., Ar) est un sous-groupe de (4, ,(K), +).

2) Pour tout (1, A) € K x Vect(Aj, As, ..., Ay)

A.AeVect(Ay, Ay, ..., Ar)

Ces propriétés étant vérifiées, on dit que Vect (A, Ay, ..., A;) est un sous-espace vectoriel de (./%n p(K), +, )

DEFINITION C14.14 (SYMBOLE DE KRONECKER)
Pour couple d’entiers naturels non nuls (i, j) le symbole de Kronecker §; ; est défini par

s |1 sii=]i
I 0 sinon.

DEFINITION C14.15 (MATRICE ELEMENTAIRE)
Soit (i, j) € [1, n] x [1, p]. La matrice E; ; est]’élément de .4}, , dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui
d’adresse (i, j) quivaut 1, i.e.

1 sik=ietl=j;

[Ei,j]k,z =ik x0jr= { 0 sinon.

pour tout (k,4)[1,n] x [1, pl.

000 0 01
Dansﬂz,g(K),Ez,l—(l 0 0) etEL?’_(o 0 0)'

PROPOSITION C14.17 (DECOMPOSITION CANONIQUE D’UNE MATRICE)
Soit A € My, ,(K). Alors
A= ZE: [fﬂi,j'lfhj.

1<ign
I<jsp

5 -2 7
A= (_3 4 8) = 5'E1’1 +(-2) 'E1y2+7'EL3 +(-3) 'Eg’l +4'E2,2 +8'E2,3.

EXERCICE C14.19 — Déterminer la partie Vect({E; ; : (i, j) € [1,n] x [1, pl}) de 4y, ,(K).

DEFINITION C14.20 (PRODUIT MATRICIEL)

1) Le produit A x B d’'une matrice A par une matrice B est défini si le nombre de colonnes de A égale le
nombre de lignes de B.

2) Soit (A, B) € My p(K) x M), 4(K). Le produit A x B est la matrice de .4 4(K) définie par

p
[AxBlij= ) [Aljkx Bl
k=1

pour tout (i, j) € [1,n] x [1, g].
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7 =3

1 -1 -2 2 -1
EXERCICE C14.21 — Soient A = ,B= etC=|-1 2 [.Parmiles produits A x B,
0 3 4 2 0 5 _7

Bx A, AxC,Cx A, BxC, C x B préciser lesquels sont définis et les calculer le cas échéant.

EXERCICE C14.22 — 1) Donner une matrice M € .4, (R) telle que M # 0_y,®) et M> = 0_s,®)-

_ 2
2) Soit (a, b) € R?. Calculer le carré de la matrice (_Zz Zb)'

1 1 1 2
EXERCICE C14.23 — Soient A:= (1 1) et B:= (3 4). Calculer A x B et B x A, puis commenter.

PROPOSITION C14.24 (PROPRIETES DU PRODUIT MATRICIEL)
1) Pourtout (A, B,C) € My, p(K) x Mp,q(K) x Mg, r(K)

(AxB)xC=Ax(BxC(C) [associativité] .
2) Pour tout (A, B,C) € My, p(K) x My, (K) x M), 4(K)
(A+B)xC=AxC+BxC [distributivité a gauche] .
3) Pourtout (A, B,C) € My, p(K) x Mp,4(K) x M), 4(K)
Ax(B+C)=AxB+AxC [distributivité a droite] .
4) Pour tout (A, A, B) e Kx My, ,(K) x My 4(K)

(A-A)xB=A1-(AxB)=Ax(A.B)  [compatibilité de - et x] .

PROPOSITION C14.25 (PRODUIT DE DEUX MATRICES ELEMENTAIRES)
Soient Ei,j € '/%n,p(K) et Ek,[ € '/%p,q ol (i!j! k)g) € [[17”]] X [[Lp]] X [[]-) pﬂ X [[]-! CI]]

EjjxEge=0jk.Eir€ MngK).

EXERCICE C14.26 — Déterminer|’ensemble C(A) des matrices de .#»(K) qui commutent avec la matrice
A:= 11 i.e. écrire
o 1 1 y 1.C.

ClA)={Mer(K) : AxM=Mx A}

sous forme d’'un ensemble de combinaisons linéaires d'un nombre fini de matrices.

n
EXERCICE C14.27 — Soient A4,...,A,, des éléments de K deux-a-deux distincts et D = Z Ai-E;;lama-
i=1
trice diagonale dont les coefficients diagonaux sont A4, ..., 1,, les autres étant nuls. Déterminer I’ensemble
C(D) des matrices de .4, (K) qui commutent avec la matrice D i.e. écrire

CD):={Me M, K) : DxM=M x D}

sous forme d’'un ensemble de combinaisons linéaires d'un nombre fini de matrices.
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PROPOSITION C14.28 (PRODUIT PAR UNE MATRICE ELEMENTAIRE A DROITE)

Soient A € 4y, ,(K) et Ejj€ My q(K)ou (i, j) € [1, p] x

[1,4I. 0..0 [A; O0...0
< [Alz,i
AXEi’j:];ak'i.Ek'jEJ%n’q(K)' AxEij =
La matrice A x E; j est donc la matrice de .4 4(K) Alrs

dont toutes les colonnes sont nulles, a I'exception de
la j-ieme qui est la i-éme colonne de A. 0..0 [Alp; 0...0

T

j-iéme colonne

Calculer les trois produits suivants.

1 2 -4 000 1 2 -4 0.0 10 1 2 -4
2 0 5 x|0 0 O 2 0 5 x|0 0 0 O 2 0 5 X
1 00 0 00O

o O O
o O O
o O O
oS O O
oS = O
oS O O

DEFINITION C14.30 (MATRICE IDENTITE)
On note [, la matrice de .4, (K) dont les coefficients diagonaux valent 1 et les autres 0.

1 0 ... ... ... 0
0
n
In:ZEi,i:
i=1
0 0 1

PRrROPOSITION C14.31 (PRODUIT PAR LA MATRICE IDENTITE)
Pour tout M € 4, p(K)
MxI,=M et I,xM=M.

PROPOSITION C14.32 (PRODUIT D’UNE MATRICE PAR UN VECTEUR COLONNE)
X1 [AlL,j
A

X2 [Al,j
Soient A€ My p(K) et X =| . | € .4p1(K). Pour tout j € [1, p], on note C; = . ! € Mp,1(K) la j-ieme

Xp [A] n,j
colonne de la matrice A.

p
Ax X = ZXj'CjEVeCt(Cl,Cg,...,Cp) .
i=1
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S N ) A S R E R

DEFINITION C14.34 (TRANSPOSEE)
Soit A € 4y p(K). La transposée de la matrice A, notée AT est la matrice de .4 p,n(K) définie par

-
(A ]i,j = [l
pour tout (i, j) € [1, pl x [1, n].
-
T -3 5 2
(_53 _41 g) =14 -1llet|-5| =(2 -5 0)
0 3 0
EXERCICE C14.36 — Soit A € .4y ,(K). Pour tout i € [1, n], formuler une relation entre la ligne i de A et

la colonne i de AT.

PROPOSITION C14.37 (PROPRIETES DE LA TRANSPOSITION)
1) Pour tout A€ .4y, ,(K)

(AT)T =A [caractére involutif]

2) Pour tout (11,42, Ay, A2) € Kx Kx My, (K) x My, ,(K)
A-Ar+A2-A)" =A1-A] +2,-A)  [linéarité]

3) Pour tout (Ay, Az) € My, p(K) x M p,4(K)

(Ag x Az)T = AZT X AlT [caractére contravariant relativement au produit]

EXERCICE C14.38 — Soit A€ ./%p'q(K) etk; ;€ ./%n’p(K) ou (i, j) € [1,n] x[1, p]. Décrire la matrice E;j jxA.

§ 2. OPERATIONS ELEMENTAIRES

DEFINITION C14.39 (MATRICE DE TRANSPOSITION)
Soit (i, j) € [1, nj? tel que i # j. On définit la matrice P; j € .4, (K) par

Pi,jZZEi,j+Ej,i+ Z Ei .

»

kell,n\{i,j}

Elle est obtenue en échangeant les lignes (ou les colonnes) i et j de la matrice I,,.
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Dans #5(K), P2y =Ej 1 +Exs+E33+Ey2+ Es55 =

S O O o
o= O O O
o O = O O
=l el el =
- o O O O

PROPOSITION C14.41 (MULTIPLICATION PAR UNE MATRICE DE TRANSPOSITION)

Soit A€ My, (K).

1) Pour tout (i, j) € [1,n]* tel que i # j, P;, j x A estla matrice obtenue en échangeantles lignes i et j dela
matrice A, i.e.

P; j x Aestle résultat de I'opération élémentaire L; — L; appliquée a A.

2) Pourtout (i, j) € [1, p]? telque i # j, Ax P;, j estla matrice obtenue en échangeant les lignes i et j de la
matrice A, i.e.

A x P; j estle résultat de I'opération élémentaire C; — C; appliquée a A.

1 2 3 7 8 9 21 3
SoitA=|4 5 6 .AlOI‘SPl,ng: 4 5 6|etAxPip=|5 4 6]
7 8 9 1 2 3 8 79

EXERCICE C14.43 — Soit (i, j) € [1, nj?. Expliciter la matrice P; j x P; ;.
DEFINITION C14.44 (MATRICE DE DILATATION)
Soit (i, A) € [1, n] x K*. On définit la matrice D;(A) € .4, (K) par

DiM)=A-Eij+ Y. Egk.
ke[1,n]\{i}

Elle est obtenue en multipliant la ligne (ou la colonne) i de la matrice I,, par A.

Dans ./%5 (I(), D4 (8) = El,l + Egyz + E3,3 +8- E4,4 + E5y5 =

o O O o+~
= el =]
o O = O O
S o O O O
-0 O O O

PROPOSITION C14.46 (MULTIPLICATION PAR UNE MATRICE DE DILATATION)
Soit A€ My, (K).
1) Pour tout (i,A) € [1,n] xK*, D;(1) x A estla matrice obtenue en multipliant la ligne i de A par A, i.e.

D; (1) x A estle résultat de 'opération élémentaire L; — A - L; appliquée a A.

2) Pourtout (j,A) € [1, pl xK*, Ax D;(A) estla matrice obtenue en multipliant la colonne j de A par A, i.e.

Ax Dj(A) estle résultat de I'opération élémentaire C; < A - C; appliquée a A.
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1 2 3 1 2 3 2 10 3
Soit A=[4 5 6. AlorsD3(10)xA=|4 5 6 |etAxD,(10)=(5 40 6]|.
7 89 70 80 90 8 70 9

EXERCICE C14.48 — Soit (i,A) € [1,n] xK*. Calculer D;(A) x D; (A7!) et D; (A71) x D; ().

DEFINITION C14.49 (MATRICE DE TRANSVECTION)
Soit (i, j,A) € [1,n] x [1,n] x Ktel que i # j. On définit la matrice T; ;(A) € .4, (K) par

T;j(A)=I,+A-Ej;.

Elle est obtenue en modifiant le coefficient d’adresse (i, j) de I,, de la valeur 0 a la valeur A.

Dans ./%5 (X, T2,4 N=I3+7- E2y4 =

ool eolBol S
= el el =]
S O = O O
o = O N O
—_ o O O O

PROPOSITION C14.51 (MULTIPLICATION PAR UNE MATRICE DE TRANSVECTION)

Soit A€ Mp,p(K).

1) Pour tout (i, j,A) € [1,n] x [1,n] xK tel que i # j, T; j(1) x A est la matrice obtenue en multipliant la
ligne i de A par A, i.e.

T; j(A) x A estle résultat de 'opération élémentaire L; < L; + A+ L;j appliquée a A.

2) Pour tout (j,A) € [1,p] xK tel que i # j, Ax T; ;(A) est la matrice obtenue en ajoutant la colonne i
multipliée par A ala colonne j de A4, i.e.

A x T; j(A) estlerésultat de I'opération élémentaire C; «— C; + A - C; appliquée a A.

1 2 3 71 82 93 1 12 3
Soit A=|4 5 6|.AlorsT13(10)xA=|4 5 6 |etAxT1»(10)=|4 45 6/|.
7 89 7 8 9 7 78 9

EXERCICE C14.53 — Soit (i,j,A) € [1,n] x [1,n] xKtel que i # j. Déterminer (k, ¢, u) € [1,n] x [1,n] x K
tel que k # ¢ et

T j(A) x Ty o (1) = Iy = T, o () x T 5 (A) .
EXERCICE C14.54 — Dans .#5(K) calculer la matrice

A:=T13(2) x Py5 x D3(=1) x P14 x T2 5(=3) x P12 x D3(5)

puis déterminer une matrice B € .#5(K) telle que A x B =I5 = B x A.
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§ 3. SYSTEMES LINEAIRES

DEFINITION C14.55 (ECRITURE MATRICIELLE D’UN SYSTEME LINEAIRE)

Soient A = (a; ;) € Mp,p(K) et B = (b;) € M1 (K). On considere le systeme différentiel
a,xy + adipxs + ... alypxp = b1
ar1Xy + az2X2 t+ ... AypXp = by

(S) . ) .
an,lxl + dnyzxg + cee an’pxl) = bn

d’inconnue (x;) € 41 (K).

1) Lesysteme (S) est équivalent a I’équation matricielle

AxX=B
d’inconnue X € .4, (K), appelée écriture matricielle.
2) Lamatrice augmentée du systeme linéaire (S) est
ay, dadi2 ... al,p b1
a1 dzp ... a4 bg
(AlB)=]| . ’
an,l an'z cee an'p bn
3) Le systeme linéaire homogeéne associé a (S) est le systéme linéaire
ajnxy + daipxe + ... aQ,pXp = 0
azi1xy + appXp + ... GypXp = 0
(SH) ) . . .
ap1X1 + QAp2X2 + ... Appxp = 0
d’inconnue (x;) € .41 (K). Son écriture matricielle est A x X =0_4, , i et sa matrice augmentée est
ayy a2 ... al,p 0
a1 dzxo ... dg,p 0
(AlOsm0)=] . A
an,]_ anyz cee an,p 0
1 1 -1 -1 1
EXERCICE C14.56 — SoitA=|-1 1 1 1 |etB=|2|Onconsiderele systeme linéaire
2 =2 1 -1 3
(S AxX=B

d’'inconnue X € .43 (K).

1) Résoudre le systeme linéaire (SH) al’aide de sa matrice augmentée. L'ensemble solution Sol(s) de (SH)
sera écrit comme I’ensemble des combinaisons linéaires d'un nombre fini de matrices.

2) Résoudre le systeme linéaire (S) a’aide de sa matrice augmentée. Lier son ensemble solution Sols) de
(S) al’ensemble Sol(sp.
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DEFINITION C14.57 (SYSTEME LINEAIRE COMPATIBLE)
Soient A€ .y, ,(K) et B € ;1 (K). Le systéme linéaire

(S) Ax X =B

d’inconnue X € .4, (K) est dit compatible s’il posséde une solution.

PROPOSITION C14.58 (CRITERE DE COMPATIBILITE POUR UN SYSTEME LINEAIRE)
Soient A€ ./, ,(K) et B € 4y,1(K). Le systéme linéaire

(S) AxX=B

d’inconnue X € .4, (K) est compatible si et seulement si B € Vect (Cl, Co,..., Cp), ou Cy,Cy,...,Cy, sont les
vecteurs colonnes de la matrice A.

0 1 2 3
Comme [3]|=1-[4|+1-|5]—-1-]|6| le systeme linéaire
6 7 8 9
1 2 3 X1 0
4 5 6|x|x2]=1]3
7 8 9) \x3 6
X1
d’inconnue | xz | € /3,1 (K) est compatible.
X3

PROPOSITION C14.60 (STRUCTURE DE ENSEMBLE SOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE)
Soient A€ .y, ,(K) et B € 45,1 (K). On consideére systeme linéaire

(S AxX=B

d’inconnue X € .41 (K).
1) Sile systéme linéaire (S) est incompatible alors Sol(s) = @.
2) Sile systeme lin€aire (S) est compatible et si Xq € .4, (K) est une solution particuliére de (S) alors

Sols) = {Xo+ X : X €Solsm} -

1 2 3 0
EXERCICE C14.61 — Soient A=|4 5 6]|etB=]3|.0nconsidére le systeme linéaire
7 8 9 6
(S) AxX=B
X1
d’inconnue | xz | € 43,1 (K).
X3

1) Résoudre le systeme linéaire (SH). Lensemble solution Solsy) de (SH) sera écrit comme |’ensemble
des combinaisons linéaires d'un nombre fini de matrices.
2) Déduire de 1 et de C14/59]I'ensemble solution de (S).

10



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 4. ANNEAU DES MATRICES CARREES

PROPOSITION C14.62 (STRUCTURE D’ANNEAU SUR ./, (K))

1) L'ensemble .4, (K) muni de son addition + et de sa multiplication x est un anneau.
2) Leneutre de .4, (K) pour laloi + est 0_4, ).

3) Leneutre de .4, (K) pour laloi x est I},.

REMARQUE C14.63 — Sin >2alors'anneau (4, (K), +, x) n'est pas commutatif. En effet

E12xE11=0_4,x et Ej1xEip=FE.

REMARQUE C14.64 — Si n > 2 alors I'anneau (4, (K), +, x) posséde des diviseurs de 0, i.e. il existe
(A, B) € (M) \{0.41,00})° tel que Ax B =04, . En effet

Ei1pxEi1=04,x -

REMARQUE C14.65 — Si n > 2 alors 'anneau (/4 (K), +, x) possede des éléments non nuls et nilpo-
tents, i.e. il existe (A, k) € (4, (K) \ {04, a0}) x N* tel que AF =0_4, 1. En effet

Ef = 0.4, -
EXERCICE C14.66 — Soit A € K. On pose
A 0 ... ... ... 0
0o A
Diag(A,...,A):=A.1, = [matrice scalaire] .
: . .0
0O ... ... ... 0 A

Calculer, pour tout M € .4, (K), M x Diag(A,...,A) et Diag(A,...,A) x M.

DEFINITION C14.67 (MATRICE SYMETRIQUE (RESP. ANTISYMETRIQUE))
Soit A€ 4, (K).

1) Lamatrice A est dite symétriquesi AT = A.

1) Lamatrice A est dite antisymétrique si AT = — A.

1 2 4 0O 1 -8
La matrice [2 -3 0| est symétrique et la matrice [-1 0 5 | est antisymé-
4 0 7 8§ -5 0
trique.
EXERCICE C14.69 — ]Justifier que les coefficients diagonaux d’'une matrice antisymétrique sont nuls.

11
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NoraTiON C14.70 — 1) Lensemble des matrices symétriques de .4, (K) est notée .#;,(K), i.e.
FnK) ={Me M,K) : M" = M} .
2) Lensemble des matrices antisymétriques de .4, (K) est notée ¢, (K), i.e.
An(K) ={Me My K) : M" =-M} .
PROPOSITION C14.71 (STABILITE DE .%,,(K) ET «f,,(K) PAR COMBINAISON LINEAIRE)
1) Pour tout (11,15, 51,S2) € Kx K x #,(K) x %, (K)
A1-S1+12-8 € &, (K) [5”,1 (K) est stable par combinaison linéaire] .
2) Pour tout (11,15, A1, A2) € Kx K x o, (K) x of;,(K)

A A1+ Ay As € o, (K) [dn (K) est stable par combinaison linéaire] .

REMARQUE C14.72 — 1) Lensemble.#,(K) n’est pas stable par produit. En effet Ey » + E> ; € #,(K) et
E1,1 € ¥, (K) mais
(Er2+ Ep1) x E1y = B ¢ Fp(K) .

2) Lensemble «7,(K) n’'est pas stable par produit. En effet E; » — E» 1 € «/,(K) mais

(E12— E21) % (E12—E21) = —E11 —E21 ¢ 4, (K) .

EXERCICE C14.73 — 1) Démontrer que #5,(K) = Veot ((Eii)y<jc, # (Eij+ Eji) 1)
2) Démontrer que <7, (K) :Vect((E,;j _Ejri)1<i<j<n)

EXERCICE C14.74 — Supposons que dans le corps K, 2 # 0. Démontrer que

VMe 4, K) 3F(S,A)eSKxAg,(K) M=S+A.

PROPOSITION C14.75 (FORMULE DU BINOME POUR LES MATRICES)
Soit (A, B, p) € 4, (K) x 4,,(K) xN.Si Ax B=B x Aalors

p
(A+B)P =Y |P| Ak« BP k.

k=0

N DD O
[\ G I\

1 11
EXERCICE C14.76 — Calculer les puissances de J := (1 1 1| puiscellesde A:= (
1 11

[S1EN\CRN S
N~

o o O
S o
SN W
N W W

11
EXERCICE C14.77 — Calculer les puissances de N := ( 0 1) puis celles de A:= (
00

12
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DEFINITION C14.78 (MATRICE DIAGONALE (RESP. TRIANGULAIRE SUPERIEURE/INFERIEURE))
Soit A€ 4, (K).
1) Lamatrice A est dite diagonale si ses coefficients hors de la diagonale sont nuls, i.e.

V(i,j)ell,nl* i#j=>1[Al;;=0.

2) Lamatrice A est dite triangulaire supérieure si ses coefficients en dessous la diagonale sont nuls, i.e.
Vi, j)ell,nl* i>j=>[Al;;=0.

3) Lamatrice A est dite triangulaire inférieure si ses coefficients au dessus la diagonale sont nuls, i.e.

V@, pell,nl* i<j=[Al;;=0.

NOTATION C14.79 — 1) Lensemble des matrices diagonale de .4, (K) est notée &, (K), i.e.
2,K) ={Me MK : V(i j)ell,nl* i#j=[Al;;=0.1}.

2) Lensemble des matrices triangulaires supérieures de .4, (K) est notée 7, (K), i.e.
TR ={Med,(K : V(G jell,nl® i>j=[Al;;=0.}.

3) Lensemble des matrices triangulaires inférieures de .4, (K) est notée J,, (K), i.e.

Ty K ={Me (K : Y jell,nl® i<j=[Al;;=0.}.

1 0 O 1 2 -5 3 0 0

0 -2 0]ez3(K),|0 0 13)€e9,"(K),|[0 2 0 |egy (K

0 0 7 0 0 9 51 -1
EXERCICE C14.81 — Démontrer que

VMe MyK) D, T, T) €D, K)xT, K)xT,, (KN M=D+T1+T».

NortAaTiION C14.82 — Pour tout (14,...,1,) € K”, on note Diag(14,...,1,) la matrice définie par

A0 .. ... ... 0
0 Ay :
Diag(Ay,...,An) =) Ai-Eii=| L e2.K).
i=1 : :
A«n_l 0
0 0 An

PROPOSITION C14.83 (PRODUIT DE DEUX MATRICES DIAGONALES)
Pour tout ((A1,...,An), (U1,-.-, 1n)) € K" x K"

Diag(A1,...,An) x Diag(p1, ..., tn) = Diag (A1 x i1, ..., Ay X ) .

13
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2 0 0 5 0 0 10 0 0
0 3 0|x]|0 11 0]=]0 33 O
0 0 —4 0 0 7 0 0 -28
PROPOSITION C14.85 (STRUCTURE DE ¥, (K))
1) Pour tout (41,42, D1,D,) e KxKx 92, (K) x 2, (K)
A1-D1+Ay-Dy€92,(K) [2,(K) est stable par combinaison linéaire| .
2) Lensemble Z,,(K) est un sous-anneau commutatif de (., (K), +, x).

EXERCICE C14.86 — ]Justifier que, si n > 2 alors 'anneau (2, (K), +, x) n’est pas integre.

PROPOSITION C14.87 (STRUCTURE DE 7, (K))
1) Pourtout (13,42, 71, T») e Kx Kx T,F(K) x T, (K)

M-Ti+ - T €T, (K [7, (K) est stable par combinaison linéaire| .

2) Lensemble J,, (K) est un sous-anneau de (4, (K), +, x).

EXERCICE C14.88 — Justifier que, si n > 2 alors I'anneau (7, (K), +, x) n’est par commutatif.

PROPOSITION C14.89 (STRUCTURE DE J,, (K))
1) Pour tout (11,12, 71, T2) e KxKx T, (K) x F,; (K)

M-Ti+ - Tr €T, (K [, (K) est stable par combinaison linéaire| .

2) Lensemble , (K) est un sous-anneau de (#,(K), +, x).

DEFINITION C14.90 (MATRICE INVERSIBLE)
Une matrice A € ./, (K) est dite inversible si

ABe #,(K)} AxB=I,=BxA.

Dans ce cas, la matrice B est unique. On la nomme inverse de A et on la note Al

1 01 0 -1 1
Soient A=|0 1 O]et]O0 1 0 |.Comme Ax B=Bx A= I3,]lamatrice A est
1 10 1 1 -1
inversible et B= AL

PROPOSITION C14.92 (CRITERE D’INVERSIBILITE D’UNE MATRICE DIAGONALE)
Soit (A4,...,A,) € K".
n
1) Lamatrice Diag(1,,...,1,) estinversible si et seulement si H Ai 0.
i=1
2) Silamatrice Diag(Ay,...,A,) estinversible alors Diag (A4, ..., /1,,)_1 = Diag (/1_1, . .,/1_1).

n

14
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NOTATION C14.93 — Lensemble des matrices inversibles de .4, (K) est noté GL,,(K), i.e.

GL,(K) ={A€ #,(K) :ABe 4,K) AxB=1I,=BxA}.

PROPOSITION C14.94 (STRUCTURE DE GL,(K))
1) Pour tout (A, B) € GL,(K)?, A x B € GL,(K). Ainsi, I'application

GLn(K)2 - GLn(K)
(A,B) — AxB

est bien définie.
2) Lensemble (GL;(K), x) est un groupe d’élément neutre I,,.

EXERCICE C14.95 — Soient (a,b,c,d) e K* A= (ccz Z) € > (K), Tr(A) = a+d e KetDet(A) = ad—bc e K.

1) Démontrer que A2 —Tr (A)-A+Det(A)- I =0_4,x
2) Démontrer que la matrice A est inversible si et seulement si Det (A) # 0.

1 —
3) Démontrer que, si A est inversible, alors A™! = . ( d b).
Det(A) \-¢ a

PROPOSITION C14.96 (INVERSIBILITE ET PRODUIT)

Soient (A, B) € #,(K)?. Si deux des trois matrices A, B et A x B sont inversibles, alors la troisieme est inver-
sible.

PROPOSITION C14.97 (INVERSIBILITE ET TRANSPOSITION)
Si A€ GL,(K) alors AT € GL,(K) et (AT) ' = (4™1)".

PROPOSITION C14.98 (UNE OPERATION ELEMENTAIRE PRESERVE L'INVERSIBILITE)
Soit A€ 4, (K).
1) Soit (i, j) € [1,n]? tel que i # j. La matrice A’ obtenue en appliquant I'opération élémentaire

Li<—>Lj ou Ci<—>Cj

est inversible si et seulement si la matrice A est inversible.
2) Soit (i,A) € [1, n] x K*. La matrice A’ obtenue en appliquant I'opération élémentaire

Li<—>/1'Li ou C,-«—»)L-C,-

est inversible si et seulement si la matrice A est inversible.
1) Soit (i, j,A) € [1,n] x [1,n] x K* tel que i # j. La matrice A’ obtenue en appliquant I’'opération élémen-
taire

Li<—>L,‘+A-Lj ou C,‘<—>Ci+ﬂ-Cj

est inversible si et seulement si la matrice A est inversible.

EXERCICE C14.99 — ]Justifier que la matrice A := est inversible et expliciter son inverse.

S O -
S =N
o 1 W

15
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§ 5. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS ET APPLICATIONS

DEFINITION C14.100 (MATRICE CARREE ECHELONNEE)

Soit E € ./, (K) une matrice non nulle. Notons r le nombre de lignes non nulles de la matrice E. La matrice
E est dite échelonnée si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

1) Les rlignes non nulles de A sont les lignes L;, L,...,L,.

2) Sipour tout i € [1,r] on note ji le numéro de colonne du premier coefficient non nul de la ligne Ly
alors j; < jo <...< jr.

Si tel est le cas, r < min{n, p} et les coefficients [Ely j,, [El2 j,,-.., [Elyj, sont appelés pivots de la matrice
échelonnée E.

David Blottiere

NoTtATION C14.101 — Le symbole B désigne un scalaire non nul et le symbole % un scalaire quelconque.

Les matrices suivantes

H % % % %
0 B % % % B % % %
8 : ‘:’ : : 00 0 M % 0 B * *
00 0 0 0 0O 0 0 0 M 0 0 N %
0O 0 0 0 O 0O 0 0 M

0O 0 0 0 O

sont échelonnées contrairement aux trois matrices ci-dessous.

H % % % %
Bk k) [0 mxowx|  [TEE*
0 0 W % % 0O 0 0 W % 0 0 0 0
0 M % % % 0O 0 0 W % 0o 0 0 m

0O 0 0 0 O

ALGORITHME C14.103 (PIVOT DE GAUSS)
Lalgorithme du pivot de Gaull permet de transformer une matrice non nulle A € .4}, ,(K) en une matrice
échelonnée a I'aide d’'une succession de transformations élémentaires sur les lignes.
donnée: A€ .4y, ,(K)
résultat: A' € 4, p(K) échelonnée fruit d’opérations élémentaires sur les lignes de A
¢ — 0 /*indice de ligne du dernier pivot, aucun n’a encore été trouvé */
¢ <— 0 /*indice de colonne du dernier pivot, aucun n’a encore été trouvé */
j+<—1 /*indice de parcours des colonnes */
tantque (j < p et (¢ < n )faire
si un des coefficients d’adresse (¢ +1, j), (¢ +2,}),...,(n—1, j),(n, j) est non nul alors
choisir i dans [¢ + 1, nn] tel que le coefficient d’adresse (i, j) est non nul
échanger les lignes ¢ + 1 et i
/*1e coefficient d’adresse (¢ + 1, j) est non nul (pivot) */
utiliser le coefficient d’adresse (¢ + 1, j) pour annuler ceux situés au-dessous
/* actualisation des indices de ligne et de colonne du dernier pivot trouvé */
{—10+1
c—]

fin
j<—Jj+1 [*lacolonne j esttraitée on passe a la suivante */

fin

16
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L'algorithme du pivot de Gaull permet de transformer une matrice non nulle A € .4}, ,(K) en une matrice
échelonnée a I'aide d’'une succession de transformations élémentaires sur les lignes.

ATissue du premier tour de boucle, il existe une matrice P; égale a I, ou a un produit de matrices de per-
mutation/transvection telle que la matrice P; A soit I'une des matrices

* ... X
0 % ... % 0 :

0 % ... % P :
0 % ... %

A l'issue du deuxieme tour de boucle, il existe une matrice P» égale a I, ou a un produit de matrices de
permutation/transvection telle que la matrice P, P, A soit 'une des matrices

B % % ... %
0 B % ... ... % B % % ... % ) )
0 0 % ... % . : : ) : o W :
L. . 0 : o o0 : .
oL i | ou ou oul|: o
0 0 * . * . . . . . . . . . . . .
0 0 % ... ... % 0 0 % ... % o :
0 0 % ... %

THEOREME C14.104 (CORRECTION DE ’ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS)
L'algorithme du pivot de GaulS appliqué a une matrice non nulle A de .4, , (K) transforme A en une matrice
échelonnée.

COROLLAIRE C14.105 (TRADUCTION MATRICIELLE DU THEOREME PRECEDENT)
Si A€ My,,(K), il existe une matrice P € GL,(K) égale a I, ou a un produit de matrices de transposi-
tion/transvection telle que la matrice PA € .4, ,(K) est échelonnée.

DEFINITION C14.106 (MATRICE DE JORDAN)
Pour tout entier naturel non nul r tel que r < n et r < p, on note J, ,(r) la matrice de .4}, , (K) définie par

Jnp(r) =) Ei;.
i=1
1 00 0 0O
1 0 0 O 01 00 0O
J342)={0 1 0 OJet/56(3)=]0 0 1 0 O O
0 0 0 O 00 00 0O
0 0 00 0O

PROPOSITION C14.108 (D’UNE MATRICE ECHELONNEE A UNE MATRICE DE JORDAN)

Soit A € .y, ,(K) une matrice échelonnée non nulle dont le nombre de pivots est noté r. Il existe
a) une matrice D égale a I, ou a un produit de matrices de dilatation;

b) une matrice Q égale a I;, ou a un produit de matrices de transposition/transvection;

telle que DAQ = Jy, ().

17
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51 1 11
EXERCICE C14.109 — Soit A=|0 0 -2 1 1|.Déterminer une matrice D produit de matrices de
00 0 0 3

dilatation et une matrice Q produit de matrices de transposition/transvection telle que DAQ = J3 5(3)

THEOREME C14.110 (D’UNE MATRICE NON NULLE A UNE MATRICE DE JORDAN)

Soit A € .y, ,(K) une matrice non nulle. Il existe

1) rel,min{n,p}l;

2) unematrice P de GL,(K) égale a I,, ou a un produit de matrices de transposition/dilatation/transvection;
3) une matrice Q € GL,(K) égale a I, ou a un produit de matrices de transposition/transvection;

telle que PAQ = Jp (7).

REMARQUE C14.111 — Soit A € .#;,,(K) une matrice non nulle. Considérons

1) (r,r2) € 1,min{n, p}1?;

2) P;,P; e GL,(K) égales a I, ou a un produit de matrices de transposition/dilatation/transvection;

3) Q1,Q2€GL,(K) égales a I, ou a un produit de matrices de transposition/transvection;

telle que P1 AQ = Jp,p(r1) et P2AQz = Jp p(r2). Alors ry = rp (admis pour le moment), mais les matrices P et
P, (resp. Q; et Q2) ne sont pas nécessairement égales.

DEFINITION C14.112 (NOYAU D’UNE MATRICE)
Soit A€ .y ,(K). Le noyau de A, noté Ker (A), est donc I'ensemble solution du systeme linéaire homogene

AX = Odﬂn,l X

d’inconnue X € .4, (K), i.e.
Ker (A) := {XE ./%p,l(l()  AX = O./ﬂn,l(K)} .

PROPOSITION C14.113 (STRUCTURE DU NOYAU D’UNE MATRICE)
Soit A€ My p(K).

1) O.ﬂp,l(K) € Ker (A)

1) Ker(A) est stable par combinaison linéaire.

PROPOSITION C14.114 (PROPRIETE FONDAMENTALE DU NOYAU)
Soit A € 4y, (K) une matrice non nulle et (r, Q) € [1, min{n, p}]] x GL, (K) x GL,, (K) tels que PAQ = Jy, ,(1).

1) Sir=p alors Ker(A) est le singleton {0 Mp,l(K)}-

2) Sir < palorsKer(A) # {O Mp,l(K)} et Ker (A) est un ensemble infini si le corps K est infini.

PROPOSITION C14.115 (INVERSIBILITE, INVERSE EVENTUELLE ET MATRICE AUGMENTEE)

Soit A€ 4, (K).

1) La matrice A est inversible si et seulement si on obtient n pivots en appliquant I’algorithme du pivot
de Gaull a A.

2) Supposons la matrice A inversible. Apres une suite d’opérations élémentaires sur les lignes, la matrice
augmentée ( A ‘ I, ) peut étre transformée en une matrice augmentée de la forme ( I, ‘ B )etBe . #K
est la matrice inverse de A.

18
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1 1 0
EXERCICE C14.116 — Démontrer que lamatrice A:=|2 0 1 |estinversible et expliciter son inverse,
1 -1 2
en utilisant des matrices augmentées.
REMARQUE C14.117 — On pose
o :={P;;: (i,j)€ll,n]?tel que i # j} [ensemble des matrices de transposition]

PB:={D;(A) : (i,A) €[1,n] xK*} [ensemble des matrices de dilatation]
€ :={T;;A) : (i,j,A) €[1,n] x [1,n] xK* tel que i # j} [ensemble des matrices de transvection] .

Pour toute matrice A € GL,(K), il existe s € N* et (P}, Py, ..., Ps) € («f UB U E)° tels que

A=PyxPyx...xPs.

PROPOSITION C14.118 (CRITERE D’INVERSIBILITE VIA LE NOYAU)
Une matrice A € .4, (K) est inversible si et seulement si Ker (4) = {0.,,®}-

PROPOSITION C14.119 (INVERSIBILITE A GAUCHE, INVERSIBILITE A DROITE ET INVERSIBILITE)
Soit A€ 4, (K).

1) Silexiste B € .4, (K) tel que BA = I,, alors la matrice A est inversible et A™! = B.

2) S'ilexiste B € .#,(K) tel que AB = I,, alors la matrice A est inversible et A~ = B.

PROPOSITION C14.120 (INVERSIBILITE, INVERSE EVENTUELLE ET SYSTEME LINEAIRE)
Soit A€ 4, (K).
1) Lamatrice A estinversible si et seulement si pour tout Y € .4, (K) le systeme linéaire

(Sy) AxX=Y

d’inconnue X € ./, 1 (K) possede une unique solution.
2) Supposons la matrice A inversible. Si, pour tout i € [1, n], nous notons X; I'unique solution du systeme
linéaire

Ax X = Ei,l € -/%n,l(K)

d’inconnue X € .4, (K), alors A~1 est la matrice dont les colonnes sont X;, Xs, ..., Xj,.

PROPOSITION C14.121 (INVERSIBILITE ET INVERSE EVENTUELLE D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE)
n

1) Une matrice triangulaire T de format (n, n) est inversible si et seulement si [ [ [T];,; # 0.
i=1

2) Siune matrice T € 7 (K) est inversible alors T~! € 7} (K).

3) Siune matrice T € J,; (K) est inversible alors T~! € 7, (K).
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