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CHAPITRE N°13
STRUCTURES ALGEBRIQUES USUELLES

Nous introduisons des notions élémentaires relatives aux groupes, anneaux et corps afin de traiter de ma-
niere unifiée un certain nombre de situations.

§ 1. LOIDE COMPOSITION INTERNE

DEFINITION C13.1 (LOI DE COMPOSITION INTERNE)
Soit E un ensemble. Toute application * de E x E dans E

, | ExE — E
(x,y) — x=*y

est appelée loi de composition interne sur E.

Laddition et la multiplication sur Z

Zx7 — Z | zxz — z
(x,y) — x+y (x,y) — xxy

sont deux lois de composition internes sur Z.

Lexponentiation sur N*

N*xN* — N~

est une loi de composition interne sur N*.

Si E est un ensemble alors les applications

P(E) x P(E) — P(E) P(E) x P(E) — DP(E)
(A, B) —~ AUB n (A, B) —~ ANB

sont des lois de composition internes sur 22 (E) et I'application

F(E,E)x F(E,E) — Z(E,E)
f, 8 —  fog

est une loi de composition interne sur & (E, E).

DEFINITION C13.5 (ASSOCIATIVITE)
Soit E un ensemble muni d’'une loi de composition interne *. La loi de composition * est dite associative si

x#(yxz)=(xxy)*z

pour tout triplet (x, y, z) € E3.
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REMARQUE C13.6 — Si x, y, z sont trois éléments d'un ensemble E muni d'une loi de composition in-
terne = associative on note simplement x * y * z I'élément x * (y * z) de E qui égale 'élément (x * y) * z de
E. Oter les parenthéses n'induit aucune ambiguité.

Laddition et la multiplication sur Z sont associatives.

Lexponentiation sur N* n'est pas associative. En effet 23 =512 et (23)2 = 64.

Si E est un ensemble alors les lois de compositions U et N sur & (E) et la loi de
composition o sur & (E, E) sont associatives.

DEFINITION C13.10 (COMMUTATIVITE)
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne *. La loi de composition * est dite commutative
si

X*y=y*Xx

pour tout couple (x,y) € E?.

L'addition et la multiplication sur Z sont commutatives.

Lexponentiation sur N* n’est pas commutative. En effet 23 = 8 et 32 = 9.

Si E est un ensemble alors les lois de compositions U et N sur £2(E) sont commu-
tatives.

EXERCICE C13.14 — Soient E un ensemble possédant au moins trois éléments a, b, c deux-a-deux dis-
tincts. Démontrer que la loi de composition o sur & (E, E) n’est pas commutative.

DEFINITION C13.15 (EXISTENCE D’UN ELEMENT NEUTRE)
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne *. La loi de composition * posseéde un élément
neutre s'il existe un élément e € E tel que

Xxe=x=exXx

pour tout x € E.

PROPOSITION C13.16 (UNICITE DE UELEMENT NEUTRE)
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne *. Sila loi de composition * posséde un élément
neutre alors celui-ci est unique.

Démonstration — Soient e; et e, deux éléments neutres pour la loi de composition *. Comme e; est
neutre pour la loi de composition *
€1 * 62 =€

et comme e est neutre pour la loi de composition

€1 *xex=¢ey.
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Ainsi e =en.

L'élément 0 est I’élément neutre de I'addition sur Z et I’élément 1 est I’élément
neutre de la multiplication sur Z.

L'exponentiation sur N* ne possede pas d’élément neutre. En effet, si cette loi
possédait un élément neutre e € N* alors on aurait

Or 2 n’est le carré d’aucun élément de N* (cf. théoreme fondamental de I'arithmétique).

Si E est un ensemble alors @ est I’élément neutre de la loi de composition U sur
P(E), E est I'élément neutre de la loi de composition N sur Z(E) et idg est I'élément neutre de la loi de
composition o sur & (E, E).

EXERCICE C13.20 — Démontrer que la division sur C*

C*xC* — (C*
21
(z21,22) — —
Z2

n’est pas associative et qu’elle ne possede pas d’élément neutre.
DEFINITION C13.21 (INVERSIBILITE)

Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne % possédant un élément neutre noté e. Un
élément x € E est dit inversible s’il existe un élément y € E tel que

X*ky=e=y*xXx.

EXERCICE C13.22 — On considere la loi de composition * définie sur R par

R — R
(x,y) — x-y+(x*=1)-(y*-1)
ol - désigne la multiplication usuelle sur R.

1) Démontrer que la loi * est commutative, non associative et qu’elle possede un élément neutre.
2) Démontrer que 2 est inversible pour la loi * et déterminer tous les éléments ye Rtels2* y =2 =y x 2.

PROPOSITION-DEFINITION C13.23 (INVERSE D’UN ELEMENT INVERSIBLE)
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne * associative et possédant un élément neutre
noté e. Si un élément x € E est inversible alors il existe un unique élément y € E tel que

Xxy=e=y*Xx.

Cet élément y est appelé inverse de E et est noté x 1.

Démonstration — Lexistence de I’élément y de E tel que x * y = e = y * x est assurée par 'inversibilité
de x. Soient y; et y» deux élémentsde x telsque x * y; =e=y; * x et x * yop = e =y, * x. Alors :

(n*x)*xya=exya=y2 et yrix(xxy2)=pxe=y.
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Comme la loi de composition * est associative, nous en déduisons y; = y».

REMARQUE C13.24 — Lorsque laloi de composition est notée additivement (+) :
1) on ne parle pas de l'inverse d'un élément mais de son opposé;

2) I'opposé d’'un élément x est noté —x et non pas x .

Si Z est muni de la loi de composition interne donnée par ’addition, d’élément
neutre 0, alors tout élément de Z possede un opposé.

Si Z est muni de la loi de composition interne donnée par la multiplication, d’élé-
ment neutre 1, alors seul 1 est inversible et 171 = 1.

Si C est muni de la loi de composition interne donnée par la multiplication, d’élé-
ment neutre 1, alors un nombre complexe est inversible si et seulement s’il est non nul. De plus, si a+ib
(a, b réels) est non nul alors :

(a+iby'=—24 ;"2
S at+b:  at+ b2

Si E est un ensemble non vide et & (E, E) est muni de la loi de composition o,
d’élément neutre idg, alors une application de E dans E est inversible si et seulement si elle est bijective. De
plus, si f € #(E, E) est bijective alors f~! est son application réciproque définie par

f_l E - E
y +~— l'unique élément x € E tel que f(x) = y.
EXERCICE C13.29 — Soit E un ensemble.

1) On munit 2?(E) de la loi de composition U. Déterminer les éléments A € Z2(E) inversibles.
2) Méme question si 22 (E) de la loi de composition N.

EXERCICE C13.30 — Soit E un ensemble muni d’'une loi de composition interne * associative, commu-
tative et possédant un élément neutre noté e. A tout élément x € E, on associe 'application « translation par
x» définie par

E — E

y — XxY.

Démontrer que, pour tout x € E, x est inversible si et seulement si 'application 7, est bijective.

Tx

EXERCICE C13.31 — On considerel’ensemble & (N, N) muni de laloi de composition o, d’élément neutre
idn. Soit 'application f définie par:

N — N

n — n+1l.

f

1) Construire une application g: N—— N tel que go f =idn.
2) Lapplication f est-elle inversible?
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PROPOSITION C13.32 (PROPRIETES DES ELEMENTS INVERSIBLES)

Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne * associative et possédant un élément neutre
noté e.

1) Lélément e est inversible et e™! = e.

2) Pour tout élément x € E inversible, x~! est inversible et [x_l)_1 = X.

3) Pour tout couple (x,y) € E? d’éléments inversibles, x y estinversible et (x * y)‘l = y‘1 x x L,

Démonstration — 1) L'assertion résulte de e« e = e.

2) Soit x € E inversible. Comme

xxx t=e=x'xx

I'élément x~! de E est inversible et son inverse est x.
3) Soient x et y des éléments inversibles de E. Comme

-1 1 1 1

xxy) s (ylax ) =xx(ysxy )sx=xxexx =xxx"=e

et
-1 1*)6)*}/:}/71*8*)/:}/71*)/:6

-1

(T ex ) s xp =y e (a7

I'élément x * y de E est inversible et son inverse est y ™! * x

EXERCICE C13.33 — Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne * associative, commu-
tative et possédant un élément neutre noté e. Soit (x, y) un couple d’éléments de E tels que x et z:= x * y
sont inversibles. Démontrer que y est inversible et exprimer y~! al'aide de x ™! et z71.

EXERCICE C13.34 — Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne * associative et possé-
dant un élément neutre e. Soit x un élément inversible de E. Démontrer que I'application

E — E
y — x*y*x_

f

1

est bijective et expliciter son application réciproque.

DEFINITION C13.35 (PARTIE STABLE)
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne *. Une partie A de E est dite stable pour la loi *
si, pour tout couple (a;, az) € A2

arxar€eA.

Si Z est muni de la loi de composition + et si a € Z, alors la partie
al:={na: neZ}

formée des multiples de a est stable pour la loi +. En effet, soient x; et x, deux éléments de aZ. Alors il existe
des entiers n; et ny tels que x; = an; et x, = any. Ainsi

X1+ X2 = a(n + ny)

etcomme ny +ny €7, x1 + X2 € aZ.
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Si C est muni de la loi de composition interne x, alors
U:={zeC:|z|=1}
est stable pour la loi x. En effet, si z; et z, sont deux éléments de U alors, comme le module est multiplicatif
|z1 x 22| = |z1| x |22| =1x1=1

et donc z; x zp € U.

On considere % (R,R) muni de la loi de composition o et les parties
A={feZRR : festcroissante} et B:={feFRR): festdécroissante} .
Comme une composée d’applications croissantes est croissante, A est stable pour la loi o. L'application

R — R
X — —X

f

est décroissante mais f o f =idg n’est pas décroissante. Ainsi B n’est pas stable pour la loi o.

Soient E un ensemble et A une partie de E. La partie {QS, A A E } de 2 (E) est
stable pour les lois de composition U et N.

EXERCICE C13.40 — On munit % (R,R) de la loi de composition o. Démontrer que I’ensemble des fonc-

tions affines
R — R

X — ax+b

A:{ﬁb wameﬁ}

est stable pour la loi o.

PROPOSITION C13.41 (INTERSECTION DE PARTIES STABLES)
Soient E un ensemble muni d'une loi de composition interne * et (A;) ;c; une famille de parties stables pour
laloi *. Alors

ﬂAiZ{XEE :Viel xeA;}

iel

est stable pour la loi de composition.

Démonstration — Considérons deux éléments x; et x, de ﬂ A;.Soiti e I. Comme X7 € Aj, Xxo € A; et A;
i€l

est stable pour la loi *, x; * xp € A;. Cette appartenance valant pour un élément i de I quelconque, il vient

x1 % x2 €[ ) A

iel

REMARQUE C13.42 — Une réunion de parties stables n’est pas nécessairement stable. En effet, consi-
dérons Z muni de 'addition +. Les parties 2Z := {2n : n€Z} et 3Z := {3n : n€Z} sont stables pour la loi +
mais la partie A :=2Z U 3Z formée des entiers multiples de 2 ou 3 n’est pas stable pour la loi +. En effet, 2 et
3 appartiennent a A, mais pas2+3 =5.
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EXERCICE C13.43 — On munit C de la loi de composition interne x.
1) Démontrer que pour tout n € N*,'ensemble U, des racines n-iémes de 'unité complexes est stable pour
laloi x.

2) Démontrer que Uy, := | U, est également stable pour la loi x.
neN*

§ 2. GROUPES

DEFINITION C13.44 (GROUPE)

Un groupe est un couple (G, *) ou G est un ensemble et * est une loi de composition sur G telle que
1) laloi * est associative;

2) laloi * possede un élément neutre (noté eg);

3) tout élément de G est inversible.

Si en outre la loi * est commutative, on dit que le groupe (G, *) est commutatif ou abélien.

Sont des groupes abéliens (Z, +), (Q, +), R, +), (C,+), (Q*, ), (Q%, x), (R*, x), (R, x),
(C*) X), (U) X), (Un, X), Otl n E N*~

On munit N de laloi de composition +. La loi + est associative, possede un élément
neutre (0) mais (N, +) n’est pas un groupe. En effet, 1 ne posséde pas d’opposé dans N.

On munit Z \ {0} de la loi de composition x. La loi x est associative, possede un
élément neutre (1) mais (Z\ {0}, x) n'est pas un groupe. En effet, 2 ne posseéde pas d’inverse dans Z\ {0}.

EXERCICE C13.48 — Nous définissons deux lois de compositions internes + et x sur RN par

RN x RN — RN RN x RN — RN

* (@) nens (bn)nen) =—  (a@n+ by)nen et (@) nen> (bp)nen) =—  (a@n % by)pen -

1) Démontrer que (RN, +) est un groupe abélien.
2) Démontrer que la loi x est associative, qu’elle possede un élément neutre, puis que (RN, x ) n'est pas un
groupe.

EXERCICE C13.49 — Soit (G, *) un groupe a trois éléments eg, x, y. Compléter la table suivante.
* eG X y
eG eg *xeg = eg*x X = eg*xy=
X X*eg= X*xX= X*y=
y y*eg= yrx= yxy=
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EXERCICE C13.50 — Démontrer qu'il n’existe que deux tables possibles pour un groupe a quatre élé-
ments.
NortAaTioN C13.51 — Soit (G, *) un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Pour tout x € G et

pour tout n € Z, on définit I’élément x”* par

n termes
X*kX*... %X sin>1;
x" = eG sin=0;
gc_l*x_l*...*x_i sin<-1.

~
—n termes

NoTATION C13.52 — Soit (G, +) un groupe dont la loi est notée additivement. Pour tout x € G et pour tout
n € Z, on définit I'élément nx par

n termes
f_/% .
X+Xx+...+Xx sin>1,;
nx:= eG sin=0;
=)+ (=x)+...+(—x) sin<-1.
—n t:;rrnes
PROPOSITION C13.53 (PROPRIETES DE LA NOTATION PUISSANCE)
Soit (G, x) un groupe dont la loi est notée multiplicativement.
1) Pour tout triplet (x,n,m) e GxZ x Z
xn * xm — xn+m et (xn)m — xnm.

2) Silaloi * est de plus commutative alors pour tout triplet (x,y,n) e Gx GxZ

PROPOSITION-DEFINITION C13.54 (GROUPE DES PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE)
Soit E un ensemble.
1) Lensemble

Sg:={f e F(E,E) : f estbijective }

est appelé ensemble des permutations de E.
2) Lapplication

‘ SgxSg — SE

(f,8) — feog

est bien définie.
3) Laloi o sur Sg est associative.
4) Laloi o possede un élément neutre, idg.
5) Tout élément f € Sg est inversible pour la loi o et son inverse est son application réciproque

f_l E — E
y +—— l'unique élément x € E tel que f(x) = y.
NotaTION C13.55 — Si n € N¥, on note simplement S, 'ensemble Sy;,,,) des bijections de ’ensemble

[1, n] dans lui-méme.
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REMARQUE C13.56 — SineN~, alors S, posséde n! éléments. En effet pour construire une bijection f
de [1, n] dans lui-méme

— limage f(1) de 1 par f doit étre choisie dans [1, n], d'ou n choix;

— T’image f(2) de 2 par f doit étre choisie dans [1, n] \ {f (1)} pour que f pour que f soit injective, d’ol
n —1 choix;

— l'image f(n) de n par f doit étre choisie dans [1, ] \{f(l),f(Z), v f(n— 1)} pour que f soit injective
(elle sera alors également surjective), d’ot1 1 choix.

Au final, on dispose de n x (n—1) x ... x 1 = n! choix pour construire une bijection de [1, n] dans lui-méme.

Lensemble S, := {f € [1,2]11?] : f est bijective} posséde 2! = 2 éléments

. 1 2 1 2
ld[[l,g]] = 1 2 T1,2:= 2 1

et la table du groupe (S», o) est la suivante.

o idp,2g T1.2
idpzy | idpgeidpg =idpey | idpepotiz =71,
T1,2 T120idp2 =712 T120T1,2 =id1,2]
EXERCICE C13.58 — Lensemble S5 :={f € [1,3]!!3! : f estbijective} posséde 3! = 6 éléments listés ci-
dessous.
) 1 2 3 1 2 3 1 2 3
dpgii={y 5 3] T2i=(y 1 3] T3 T3 5 g
(123 123 L[l 23
23711 3 2 1712 3 1 27131 2

Construire la table du groupe (Ss, o).

REMARQUE C13.59 — Si E est un ensemble possédant au moins trois éléments a, b, ¢ distincts alors le
groupe (Sg,o) n'est pas abélien. En effet, les deux bijections dans E dans E suivantes

E — E E — E
a [ b b [ — C
Tﬂ,b b — a Tb,C c +— b
X — xsix¢{a,b} X — xsix¢{bc}

ne commutent pas puisque T, ,°0Tp(b) =cetTy.0T,p(b) =a.
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PROPOSITION-DEFINITION C13.60 (PRODUIT DE DEUX GROUPES)
Soient (Gy, *1) et (Go, *2) deux groupes.
1) Lapplication
(G1xGo) x (G xGz) — (G1 % Go)
((x1,%2), (¥1,¥2))  — (X1 %1 Y1, X2 %2 )2)

définit une loi de composition interne sur G; x Go.

2) (Gy x Gg, *) est un groupe, appelé produit des groupes (Gy, *1) et (Ga, *2).

3) L'élément neutre du groupe (G; x Gy, *) est (eg,, €gG,).

4) Si (x1,x2) € Gy x G alors 'inverse de (x1, x2) pourlaloi  est (x; !, x; ') ottx; ! (resp. x; ') désigne I'inverse
de x; (resp. x2) pour laloi *; (resp. *»).

REMARQUE C13.61 — La notion de produit de groupes, présentée ci-dessus pour deux groupes, se
généralise a une famille quelconque ((G;, *;)) ;s de groupes (I # @). L'application

l_[Gi)X [1G:| — [lG

iel iel iel
((Dier, Wdier) —  (Xi*iViier

définit une loi de composition interne sur H G; et (H Gi, *) est un groupe, appelé groupe produit de la

iel iel

famille de groupes ((G;, *;));c;. Lélément neutre du groupe (H Gi, *) est (eg,);c; et 'inverse d’'un élément
iel

(Xi)ier € (H Gi, *) est (xi_l)iel'

iel

EXERCICE C13.62 — Soit (p,q) € N* x N*. On considere les deux groupes (U, x), (Ug, x) et leur groupe
produit (U, x Ug, x).

1) Préciser le neutre e du groupe (U, x Uy, x).

2) Donner un entier naturel non nul 7 tel que, pour tout (z;, 22) € U, x Uy, (21, z)" =e.

3) Soit n € N* tel que, pour tout (z;, 2) € U, x Uy, (21, z2)"" = e. Démontrer que p V q divise n.

§ 3. SOUS-GROUPES

DEFINITION C13.63 (SOUS-GROUPE)

Soit (G, *) un groupe. Une partie H de G est appelée sous-groupe de (G, *) si
1) ec € H (H contient I'’élément neutre de G);

2) pour tout couple (h1, hy) € H?, hy * hy € H (H est stable pour la loi *);

3) pourtout he€ H, h™' € H (H est stable par passage a l'inverse).

Si (G, *) est un groupe, alors {eg} et G sont des sous-groupes de G.

(Z, +) est un sous-groupe de (R, +).

10
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(U, x) est un sous-groupe de (C*, x).
Pour tout n € N*, (U, x) est un sous-groupe de (U, x).

REMARQUE C13.68 — Soit (G, *) est un groupe et H un sous-groupe de (G, *). Comme H est stable par
laloi *, I'application
. HxH — H
(hi,hy) — hi*hy

est bien définie et (H, * ;) est un groupe.

PROPOSITION C13.69 (CARACTERISATION DES SOUS-GROUPES)

Soit (G, *) un groupe. Une partie H de G est un sous-groupe si et seulement si
a) H+# ¢ (H estnon vide);

b) pour tout couple (hy, hp) € H?, hy = h;' € H (H est stable par produit tordu).

Démonstration — Supposons que les propriétés 1,2,3 soient vérifiés.

a) D’apres 1, eg € H donc H # @.

b) Soit un couple (hy, hy) € H*. D’apres 3, h,* € H. Alors 2 livre hy = h; ' € H.

Supposons que les propriétés a,b soient vérifiés.

1) D’apreés a, H contient un élément h. La propriété b livre alors eg = h* h™! € H.

3) Soithe H.D’aprésletb, h ™! =eg*h™' € H.

2) Soit un couple (hy, hy) € H*. D’apreés 3, h;'. La propriété b livre alors hy * hy = hy * (112_1)71 € H.

REMARQUE C13.70 —  Lorsque la loi du groupe G est notée additivement (+), alors la Proposition
C13J69se reformule comme suit. Une partie H de G est un sous-groupe de (G, +) si

a) H+# ¢ (H estnon vide);

b) pour tout couple (h1, hy) € H?, hy — hy € H (H est stable par somme tordue).

Soit a € Z. Alors ’ensemble
al:={an : neZ}

des multiples de a est un sous-groupe de (Z, +). En effet, 0 € aZ et si (hy, hy) € aZ x aZ alors il existe (ny, ny) €
72 tel que hy = an; et hy = an,, d’our:

hi—hy=an,—any=a(n —ny).

Comme ny—ns€Z, hy — hy € aZ.

EXERCICE C13.72 — Soit H un sous-groupe de (Z, +) distinct du sous-groupe trivial {0}.
1) Justifier que HNN* est non vide.
2) D’apres la propriété de bon ordre, I'élément a := min (H NN*) est bien défini. Démontrer H = aZ.

11
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EXERCICE C13.73 — Soient (G, *) un groupe et g un élément de G. On définit la partie < g > de G par
<g>={g" :neZ}.

1) Démontrer que < g > est un sous-groupe de (G, *).
2) Démontrer que < g > est le plus petit sous-groupe de (G, *) qui contient g (au sens de I'inclusion).

EXERCICE C13.74 On considere le plan euclidien 22 usuel et un triangle équilatéral ABC (non réduit
a un point). On considere I’ensemble des isométries du triangle ABC défini par

Isom(ABC) ={f €Sp : V(M;,M,) € P> f(M) f(My) =M M, et f(ABC)= ABC} .
Démontrer que Isom(ABC) est un sous-groupe de (Sg, o) possédant 6 éléments, dresser sa table et la com-

parer a celle de (S3,0).

ProproOSITION C13.75 (INTERSECTION DE SOUS-GROUPES)
Soient (G, *) un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes de (G, *). Alors

(1Hi={geG:Viel geH;}

iel

est un sous-groupe de (G, *).

EXERCICE C13.76 — Soient (G, *) un groupe et H;, H» deux sous-groupes de (G, *). Démontrer que
H; U H, est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si H; ¢ H, ou H, c H;.

§ 4. MORPHISMES DE GROUPES

DEFINITION C13.77 (MORPHISME DE GROUPES)
Soient (G, *1) et (G, *2) deux groupes. Un morphisme de groupes de (Gy, ;) dans (G, *2) est une appli-
cation f: Gy —— G telle que

f(x1#131) = F(x1) *2 (1)

pour tout couple (x1, y1) € G%.

Si (G, *) est un groupe alors idg est un morphisme de groupes.

L'application

R,+) — (U, x)
f 0 ei@

—

est un morphisme de groupes. En effet, pour tout (61,6,) € R?

f(61+6) = " O402 = %1 x ¢1% = f(6)) x £(62).

12



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

Soit a € Z. L'application

Z+) — Z+)
n +— an

f

est un morphisme de groupes. En effet, pour tout (1, np) € Z?

f(mi+n2)=a(n +ny)=an +any = f(nm)+ f(ny).
L'application

2

—_— [0}

(SSyO) - (83)0)
|

n’est pas un morphisme de groupes. En effet

1 2 3 2 1 2 3
T1,2°T2,3=(2 3 1) et  f(r120723) =(T120723) 2(3 1 2)

alors que f(‘L'Lg) o f(T2y3) = Tiz o T%y?) = idﬂl,g]] Oid|[1y3]] = id[[l,g]l.

PROPOSITION C13.82 (COMPOSEE DE DEUX MORPHISMES DE GROUPES)
Si f: (Gy, *1) (Ga, *2) et f: (G, *2) (Gs, *3) sont des morphismes de groupes alors

(G1,*1) — (G3,*3)

gof | kT g

est un morphisme de groupes.

PROPOSITION C13.83 (PROPRIETES D’UN MORPHISME DE GROUPES)
Soit f: (Gy, *1) — (Gg, *2) un morphisme de groupes.

1) fleg,) =ec,

2) Pourtout x€ Gy, f(x71) = f(0)~L.

3) Pour tout couple (x,n) € Gy xZ, f(x") = f(x)".

Sif:(Z,+) (G, *) est un morphisme de groupes alors, pour tout n€ Z, f(n) =

fan.

EXERCICE C13.85 — Soit f: (Q,+)
que, pour tout r €Q, f(r)=f(1)".

(R*, x) un morphisme de groupes. Démontrer que f(1) > 0 puis

EXERCICE C13.86 — SoientneNet f: (Uz;41, x) —— (R*, x) un morphisme de groupes. Démontrer
que, pour tout { € Usy1, f(Q) =1.

EXERCICE C13.87 — Soient a, b des entiers naturels premiers entre eux et f: (U,, x) —— (Up, x) un
morphisme de groupes. Démontrer que, pour tout{ € Uy, f({) =1.

13
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PROPOSITION C13.88 (IMAGE ET IMAGE RECIPROQUE D’UN SOUS-GROUPE PAR UN MORPHISME)

Soit f: (Gy, *1) —— (Gg, *2) un morphisme de groupes.

1) Si H; estun sous-groupe de (G, *1) alors f(H;) := {f(hl) th € Hl} est un sous-groupe de (Gg, *2).

2) Si H, estun sous-groupe de (Go, *») alors f_l(Hg) = {h1 €H : f(h)e Hz} estun sous-groupe de (G, *1).

DEFINITION C13.89 (NOYAU ET IMAGE D’UN MORPHISME DE GROUPES)
Soit f: (Gy, *1) —— (Gg, *2) un morphisme de groupes.
1) Le noyau de f, noté Ker(f), est le sous-groupe de (Gy, *1) défini par

Ker(f):={xeGi: f) =ec}=f"({ec}).

2) Limage de f, noté Im(f), est le sous-groupe de (G, *,) défini par

Im(f):={fx0) : xe G} = f(Gy).

Le noyau du morphisme de groupes

R,+) — (U,x)
f‘ 0 ei@

—

est2nZ:={2kn : k € Z} et son image est U (f est donc surjective).

EXERCICE C13.91 — Soient a, b des entiers naturels premiers entre eux et ’application

72 — Z
(v, v) — au+bv.

f

1) Démontrer que f est un morphisme du groupe (Z, +) x (Z, +) dans (Z, +).
2) Déterminer le noyau et 'image de f.

ProOPOSITION C13.92 (CRITERE D’INJECTIVITE POUR UN MORPHISME DE GROUPES)
Un morphisme de groupes f: (Gy, x1) —— (Gy, *») est injective si et seulement si Ker (f) = {eg, }.

DEFINITION C13.93 (ISOMORPHISME DE GROUPES)
Un morphisme de groupes f: (G, *1) —— (G2, *2) bijectif est appelé isomorphisme de groupes.

Démontrer que

f Z+) — Z+) et [ Z+) — Z+)

n —_ n n [ —n
sont les seuls isomorphismes de groupes de (Z,+) dans lui-méme. Tout d’abord, fi et f_; sont des mor-
phismes de groupes bijectifs (f; =idz et f_10f_, =idz). Ensuite, si f: (Z, +) (Z,+) estunisomorphisme
de groupes et a:= f(1) alors f coincide avec I'application

Z,+) — (Z,+)
fa n — an

et, puisque 1 € f,(Z), a divise 1 etdonc a € {-1,1}.

14
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EXERCICE C13.95 — Les groupes (Uz, x) x (U>, x) et (Uy, x) sont deux groupes a 4 éléments. Démontrer
qu’il n’existe aucun isomorphisme de groupes de (U, x) x (U, x) dans (Uy, x).

EXERCICE C13.96 — Les groupes (S3,0) et (Ug, x) sont deux groupes a 6 éléments. Démontrer qu’il
n’existe aucun isomorphisme de groupes de (S3,0) dans (Ug, x).

EXERCICE C13.97 — Démontrer qu’il n’existe aucun isomorphisme de groupes de (Q, +) dans (Q*, x).
PROPOSITION C13.98 (APPLICATION RECIPROQUE D’UN ISOMORPHISME DE GROUPES)

Considérons un isomorphisme de groupes f: (Gy, *1) —— (Go, *2). Alors

1 | (Go, %) — (G1,*1)

f g — l'unique g € G; tel que f(g1) =g

est un isomorphisme de groupes.

§ 5. ANNEAUXET CORPS

DEFINITION C13.99 (DISTRIBUTIVITE)
Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes notées + et x. Si

(xX+y)xz=xxz2+yxz et XX (y+2)=xxy+xx2z

pour tout triplet (x, , z) € E® alors on dit que la loi x est distributive par rapport alaloi +.

DEFINITION C13.100 (ANNEAU)

Un anneau A est un ensemble muni de deux lois de compositions internes + et x telles que
1) (A, +) estun groupe abélien (dont I'élément neutre est noté 04);

2) Laloi x est associative et posséde un élément neutre (noté 1,4);

3) Laloi x est distributive par rapport alaloi +.

Lanneau est dit commutatif si la loi x est commutative.

Z,Q,R,C munis de leurs additions et multiplications usuelles sont des anneaux.

PROPOSITION C13.102 (MULTIPLICATION PAR 04 ET PAR —1 4 DANS UN ANNEAU)
Soient (A, +, x) un anneau et a un élément de A. Alors

Oaxa=04=ax0y et (lp)xa=—a=ax(—1y,).

Démonstration — De (04+04) x a=04 x a et de la distributivité de x par rapport a +, nous déduisons
Opaxa+0pxa=0sxa.
En ajoutant 'opposé de 04 x a a chacun des membres a gauche, nous obtenons finalement 04 x @ = 04.

Lidentité a x 04 = 04 peut étre obtenue de maniere analogue.

15
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De (-14+14) x a=04 x a et de la distributivité de x par rapport a +, nous déduisons
(—la)xa+1lyxa=0s4xa

puis (—14) x a+ a = 04. En ajoutant 'opposé de a a chacun des membres a gauche, nous obtenons finale-
ment (—14) x a = —a. Lidentité a x (—1 4) = —a peut étre obtenue de maniére analogue.

NoTATION C13.103 — Soit (A, +, x) est un anneau. Si n est un entier naturel non nul, I'’élément de A

1a+14+...+14s

J

~
n termes

que nous devrions noter n1 4 est plus simplement noté n.

ProproOSITION C13.104 (UNE FORMULE DE FACTORISATION DANS UN ANNEAU)
Soit (A, +, x) un anneau. Si a et b sont deux éléments de A tels que a x b = b x a alors, pour tout n € N*

n-1
a"-b"=(a-b) ) akp"1k,
k=0

ProprOSITION C13.105 (FORMULE DU BINOME DE NEWTON DANS UN ANNEAU)
Soit (A, +, x) un anneau. Si a et b sont deux éléments de A tels que a x b = b x a alors, pour tout n € N

a*p" k.

(a+h)"=Y (Z

k=0

DEFINITION C13.106 (ELEMENTS INVERSIBLE DANS UN ANNEAU)
Soit (A4, +, x) un anneau.
1) Unélément a € A est dit inversible s’il existe un élément b € A tel que

axb=1a4=bxa.

2) Siunélément a € A est inversible alors, comme laloi x est associative, il existe un unique élément b € A

axb=1,=Dbx a.Cet élément b est appelé inverse de a et est noté a™!.

NOTATION C13.107 — Lensemble des unités d'un anneau (A, +, x) est noté U(A)
UA):={aeA:3Abe A axb=14=bxa}.

PROPOSITION C13.108 (GROUPE DES UNITES D’UN ANNEAU)

Soit (4, +, x) un anneau. Alors I'application

UAxUA) — UA
(a1, az) — a1 Xa

définit une loi de composition interne sur U(A), qui confére a U(A) une structure canonique de groupes.

Lensemble des unités de (Z, +, x) est U(Z) = {—1, 1}.

16
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DEFINITION C13.110 (ANNEAU INTEGRE)
Un anneau (A, +, x) est dit integre s'il est commutatif et si

alva:OA — (aI:OAouaZ:OA)

pour tout couple (a,, ay) € A2,

Les anneaux (Z, +, x), (Q,+, x), (R, +, x) et (C, +, x) sont integres.

PROPOSITION C13.112 (SIMPLIFICATION DANS UN ANNEAU INTEGRE)
Soit (A, +, x) un anneau. Pour tout couple (a;, ay) € A%, pour tout élément b € A\ {04}

(@ xb=axboubxa =bxa) — a=a.

DEFINITION C13.113 (CORPS)
Un anneau (A, +, x) commutatif est un corps si 14 # 04 et tout élément de A\ {04} est inversible.

DEFINITION C13.114 (SOUS-ANNEAU)

Soit (A, +, x) un anneau. Une partie B de A est un sous-anneau de A si

1) 04etlyappartiennenta B;

2) pour tout (by, by) € B?, b, + b, € Bet by x by € B (B est stable pour les lois + et x);
3) pourtout be B, —b e B (B est stable par passage a I'opposé).

REMARQUE C13.115 — Soient (A, +, x) un anneau et B un sous-anneau de A. Alors les applications
N BxB — B ot y BxB — B
Bl (by,b) — bi+by Bl (b, b)) — by xby
sont bien définies et (B, +g, x g) est un anneau.
EXERCICE C13.116 — Démontrer que Z[i]:={a+ib : (a,b) € Z*} est un sous-anneau de (C, +, x).

Qli] := {a +ib: (a,b)e Qz} est un sous-anneau de (C, +, x) qui est un corps.
1) Clairement 0 et 1 appartiennent a Q[i].
2) Considérons deux éléments x; et x de Q[i] que nous écrivons x; = a;+ib; et x, = ax+ib, ou (ay, by, az, by) €
Q*. Comme
X1+ X2 = (a1+a2)+i(b1+b2)

et a) + ap, by + b, sont rationnels, le nombre complexe x; + x, appartient a Q[i]. Comme
X1 X Xp = (ar1az — b1by) + i (a1 bz + ax by)

et aya; — by by, a; by + a; by sont rationnels, le nombre complexe x; x x, appartient a Q[i].
3) Soit x € Q[i] que nous écrivons x =a+ibou (a,b) € QZ. Comme

—x=(a)+i(-b)

et —a, —b sont rationnels, le nombre complexe —x appartient a Q[i].

17
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D’apres 1,2,3, Q[i] est un sous-anneau de (C, +, x). Donc I’addition et la multiplication sur C induisent des
lois de composition internes sur Q[i], toujours notées (abusivement) + et x. On observe qu’alors (Q[i], +, x)
est un anneau commutatif (la multiplication sur C est commutative) dans lequel 1 # 0 (puisque cette pro-
priété vaut dans C).

4) Soit x un élément non nul de Q[i], que nous écrivons x = a+ ib o1 (a, b) € Q*. Le nombre complexe

a e -b
= i
a’+b*  a’?+b?

y:

a -b

et
_ . a’+b>  a®+Db?
x est inversible pour x dans Q[i].

est bien défini et, comme sont rationnels, y € Q[i]. Nous vérifions x x y =1 = y x x et donc

DEFINITION C13.118 (MORPHISME D’ANNEAUX)

Soient (Ap, +1, x1) et (Az, +2, x2) deux anneaux. Une application f: A] —— A, est un morphisme d’an-
neaux si

1) pourtout (a1, b)) € A%, f(ay +1 b1) = f(ay) +2 f(b1);

2) pour tout (a1, b)) € A%, f(ar x1 b1) = f(a) x2 f(b1);

3) f(la) =14,

PROPOSITION C13.119 (INTEGRITE D’UN CORPS)
Un corps est integre.

EXERCICE C13.120 — Démontrer que Z|[ V2] := {a+ bv2 : (a,b) € Z*} est un sous-anneau de (R, +, x)
et déterminer tous les morphismes d’anneaux de Z | V2 | dans lui-méme.

EXERCICE C13.121 — Soit (K, +, x) un corps. Démontrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
f:(Q,+,x) — (K,+, x) et que, pour tout (p,q) € Zx N*

£2)= 1< (a1

EXERCICE C13.122 — Soient (K, +g, xg) un corps, (A,+4, X 4) unanneauet f: K
d’anneaux. Démontrer que f est injective.

Aun morphisme

PROPOSITION C13.123 (COMPOSEE DE DEUX MORPHISMES D’ANNEAUX)
Soient (Aj,+1, x1), (A2, +2, x2) et (A3, +3,x3) des anneaux. Si f: A;
anneaux alors

Ay et g1 Ap —— Az sont des

A — Az

g/ | v — g

est un morphisme d’anneaux.

DEFINITION C13.124 (ISOMORPHISME D’ANNEAUX)
Soient (A;,+1, x1) et (Az, +2, x2) deux anneaux. Si une application f: A} —— A, est un morphisme d’an-
neaux bijectif alors on dit que f est un isomorphisme d’anneaux.
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L'application

est un morphisme d’anneaux.

PROPOSITION C13.126 (APPLICATION RECIPROQUE D’UN ISOMORPHISME D’ANNEAUX)
Soient (Aj, +1, x1), (A2, +2, x2) deux anneaux et f: Ay —— A, un isomorphisme d’anneaux. Alors I'appli-

cation
(Ag,+2,%2) — (A1, +1,x1)
a — l'unique a; € A; tel que f(a;) = a,

f—l

est un isomorphisme d’anneaux.

EXERCICE C13.127 — Démontrer qu'il existe une bijection de Z [ v2 ] dans Z[i] mais qu’il n’existe aucun
isomorphisme d’anneaux de Z [ v2 | dans Z[i].
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