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CHAPITRE N°12
ARITHMETIQUE DANS Z

§ 1 RELATION BINAIRE SUR UN ENSEMBLE

C12.1. DEFINITION (RELATION BINAIRE SUR UN ENSEMBLE)  Soit E un ensemble.
1. Une relation binaire sur E est une partie % de E x E.

2. Soient Z une relation binaire sur E et (x, y) € E2. On dit que x est en relation avec y et on écrit x % y
si(x,y)e%.

C12.2. EXEMPLE DE RELATION BINAIRE SUR E = [1,4]

L'ensemble % défini par: Y
4+ ° °
% =1{(1,3),3,1),(2,3),(2,4),3,3),(3,2),(4,2), (4,4)} 3l o o e
est une relation binaire sur I’ensemble E = [1,4]. 21 e o
1+ °
f f f f X

( D
C12.3. DEFINITION (TERMINOLOGIE ASSOCIEE A UNE RELATION BINAIRE) Soit E un ensemble muni
d’une relation binaire % .

1. Larelation £ est dite réflexive si V(x,y) € B> xZRx.

2. Larelation % est dite symétrique si V(x,y)€E> xRy=— yRx.

3. Larelation Z est dite antisymétrique si V(x,y)eE* (xRyetyRx)=>x=}y.

4. Larelation Z est dite transitive si V(x,y,2) €E® (xRyetyRz) = xRz.

C12.4. DEFINITION (RELATION D’ORDRE) Soit E un ensemble.

1. Une relation d’ordre sur E est une relation binaire £ telle que :

Z est réflexive, antisymétrique, et transitive.

2. Une relation d’ordre £ sur E est dite totale si V(x,y)€E? xZyouyZx. |Elle est dite

partielle dans le cas contraire.
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C12.5. EXEMPLE (RELATION D’ORDRE C SUR Z?(E)) Soit E un ensemble. La relation d’inclusion c sur 2 (E)
est une relation d’ordre sur 22(E). Elle est partielle des que E posséde deux éléments distincts et totale lorsque
E estl’ensemble vide ou un singleton.

( R
C12.6. DEFINITION (RELATION D’EQUIVALENCE)  Soit E un ensemble. Une relation d’équivalence sur E
est une relation binaire Z telle que :

Z est réflexive, symétrique, et transitive.

C12.7. EXEMPLE (RELATION D’EQUIVALENCE SUR C))  Larelation £ définie sur C par:

V(Zl,Zz)€C2 2Rz — zf:zg

est une relation d’équivalence sur C.

C12.8. DEFINITION (CLASSED’EQUIVALENCE)  Soient E un ensemble muni d'une relation d’équivalence
Z et x € E. La classe d’équivalence de x notée x est la partie de E définie par :

x={yeE: xRy} .

C12.9. EXERCICE  Soient E un ensemble muni d'une relation d’équivalence Z et (x, y) € E*. Démontrer
que xZ y si et seulement si x =y.

C12.10. EXERCICE (RELATION D’EQUIVALENCE SUR C™)

1. Démontrer que la relation £ définie sur C* par :

z
VY (z1,220) €EC* xC* 21 R 2y 1= e Rso
<2
est une relation d’équivalence sur C*.
2. Déterminer la classe d’équivalence d'un élément z € C* et la représenter graphiquement.
3. Quelle propriété remarquable possedent I'ensemble des classes d’équivalences ici?

( R
C12.11. PROPRIETE (LES CLASSES D’EQUIVALENCE FORMENT UNE PARTITION) Soit E un ensemble muni
d’une relation d’équivalence Z. Soit & I'ensemble des classes d’équivalence de 2.

Lensemble & des classes d’équivalence de % forme une partition de E

ie.:
1. V(C,C)e&® C#C, = CiNCy=9;
2. JUC=E
Ceé&

C12.12. EXERCICE Démontrer que la relation % définie sur C par:
V(z1,22) eCxC 21 Rz <= |z1| =2|
est une relation d’équivalence sur C et décrire ses classes d’équivalence.

C12.13. EXERCICE Soit (C;j)jes une partition d'un ensemble E. Construire une relation £ sur E dont les
classes d’équivalences sont les C; (i € I).
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§ 2 DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE

C12.14. DEFINITION (DIVISIBILITE DANS Z)  Soit (@, b) € Z2. On dit que :

adivise b ou bestdivisiblepara ou b estun multiple de a

etonnote a| b si dgeZ b=qa.

\ J

C12.15. REMARQUE
1. Larelation de divisibilité sur Z est réflexive, transitive, mais n’est ni symétrique, ni antisymétrique.

2. Larelation de divisibilité sur N est une relation d’ordre.

C12.16. DEFINITION (COUPLE D’ENTIERS ASSOCIES)  Soit (a, b) € Z2. On dit que les entiers a et b sont
associéssia|betb]|a.

C12.17. REMARQUE Larelation £ sur Z définie par, pour tout (a, b) € 7%, aR b si et seulement si a et b
sont associés est une relation d’équivalence sur Z.

.
C12.18. PROPOSITION (CARACTERISATION DES ENTIERS ASSOCIES) Soit (a, b) € Z2. Les entiers a et b
ksont associés si et seulement si a = bou a = —b.

rC12.19. THEOREME (DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z)  Soit (a, b) € Z x N*.

3(q,r)eZx[0,b—1] a=bg+r.

Le nombre g (resp. r) est appelé quotient (resp. reste) de la division euclidienne de a par b.

C12.20. EXERCICE @  Construire une fonction Python division d’arguments :
¢ aun entier relatif;
e b un entier naturel non nul;

qui renvoie le couple (q,r) formé par la quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

C12.21. EXERCICE Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de 12 345 par 29.

C12.22. PROPOSITION (CRITERE DE DIVISIBILITE)  Soit (a,b) € Z x N*. Alors a | b si et seulement si le
reste de la division euclidienne de b par a est nul.
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§ 3 PGCD ET ALGORITHME D’EUCLIDE

C12.23. DEFINITION (ENSEMBLE DES DIVISEURS POSITIFS D’UN ENTIER)
Soit a € Z. On note Div (a) I'ensemble des diviseurs positifs de a.

p
C12.24. LEMME (CARDINAL DE ENSEMBLE DES DIVISEURS POSITIFS D’UN ENTIER NATUREL)
1. Div(0) =N

2. SiaeN* alors {1, a} c Div(a) c [1, a] et donc Div(a) est une partie finie non vide de N.

rC12.25. DEFINITION (PGCD DE DEUX ENTIERS NATURELS NON TOUS LES DEUX NULS)
Soient a et b deux entiers naturels non tous les deux nuls. Le Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) de

a et b, noté a A b, est défini par aAb=max(Div(a) n Div(b)) ol le max est relatif a la relation

d’ordre < usuelle sur N.

\ J

C12.26. EXERCICE Soit a e N*. Déterminer an0, anletaAn a.

C12.27. PROPOSITION SibeN* est un diviseur de a € N alors :

Div (b) c Div(a) ; Div (a) nDiv (b) = Div (b) ; anb=b.

e SoitdeDiv(b). Commed | betb]|ailvientd | a (transitivité de la relation d’ordre |
sur N). Ainsi d € Div(a).
e De Div(b) c Div(a) on déduit :

piv (b) N Div (b)J c Div(a) nDiv(b) .

Div(b)

Démonstration 1 yoo biv(a) N Div(b) < Div(b), il vient Div(a)  Div (b) = Div (b).

e En prenant le maximum (pour la relation d’ordre < sur N), nous déduisons de
Div(a) nDiv(b) = Div (b) :

a A b=max(Div(a) nDiv (b)) = max (Div (b)) .

Comme b est le plus grand diviseur de b, a A b = max (Div (b)) = b.

C12.28. EXERCICE Deéterminer 770 A 1050.

C12.29. LEMME (CLE POUR UALGORITHME D’EUCLIDE)  Soit (a, b) € N? tel quel<b<a.
Soit g € N (resp. r € [0, b — 1]) le quotient (rep. reste) de la division euclidienne de a par b, de sorte que
a=bqg+r.

Div(a) nDiv(b) = Div(b) n Div (r) et anb=bAr.
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Soit d € Div(a)nDiv (b). Alors il existe (a, f) € N2 tel quea=daethb=df. Comme:

r=a-bg=d-(a-pq)
——

(V4

il vient d € Div (r). Ainsi d € Div(b) n Div(r). Donc Div (a) n Div(b) < Div(b) nDiv (r).

Soit d € Div(b)nDiv(r). Alors il existe (8, p) € N2 tel queb=dpfetr =dp.Comme:

Démonstration

a=bg+r=d-(Bg+p)
ez

il vient d € Div(a). Ainsi d € Div (a) n Div (b). Donc Div (b) nDiv(r) < Div(a) n Div (b).
e De Div(a) nDiv(b) = Div (b) n Div(r) nous déduisons :

a A b=max(Div(a) nDiv (b)) = max(Div(b) nDiv(r)) =bAr.

~

p
C12.30. ALGORITHME D’EUCLIDE  Soit (a,b) € N? tel que 1 < b < a. On définit des entiers naturels
ay, aj, ... et by, by,... comme suit.

e Onpose ay=aetby=hb.

» pour tout k € N, si by = 0 alors la construction s’arréte, sinon elle se poursuit et on pose :

ais1 = by , bi+1 = reste de la division euclidienne de ay par by [donc br,1 < by] .

Alors on a les propriétés suivantes.
1. La construction des entiers ag, ay, ... et by, by, ... s’arréte au bout d'un nombre fini d’étapes.
2. Si n estle rang des derniers entiers ay et by construits, alorsn > 1etb=by> by >...> b, =0.
3. Div(a) nDiv(b) = Div(b,—1) etan b= b,

1. Raisonnons par I’absurde, et supposons que la construction ne s’arréte pas. Dans
ce cas, pour tout k € N, I'entier naturel by est construit. Nous disposons donc d'une
suite (by) ey d’entiers naturels strictement décroissante. Contradiction.

2. Comme I'entier by = b est non nul, les entiers a; et b; sont construits. donc n > 1.
Par définition méme des entiers b = by, by,...,by,ona b= by > b; >...> b,. Comme les
entiers a, ) et b, ne sont pas construits, b, = 0.

3. Pourtout k € [0,n—1], ais1 = by et by estle reste de la division euclidienne de a;.
par by. Grace a C12.29:

Div (ax) N Div (by) = Div(by) N Div (bg+1) = Div (@gs+1) N Div (br1)

Démonstration et donc:

(%) piv(ao) N Div(boz =Div(a;) nDiv(b;) =... =Div(a,-1) NDiv(b,-1) .

Div(a);Div(b)

Comme b,, = 0 est le reste de la division euclidienne de a; -, par b,,—1, b, divise a,,—;.
D’apres C12.27:
(% %) Div(a,-1)n DiV(bn_l) = DiV(bn_l) o

De (%) et (x %) on déduit Div (a) N Div(b) = Div(b,-1) puis :

a A b=max (Div(a) nDiv (b)) = max (Div(b,_1)) = b,,_1 .
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C12.31. EXEMPLE

Mathématique

Nous calculons 255 A 141 au moyen de I'algorithme d’Euclide.

Etape | Division euclidienne de ay par by | Valeur de ay Valeur de by
0 ag = 255 bo =141
1 255 =1-141+ 114 ap=by=141 | by =resten°l =114
—— — =~
agp bo reste n°1
2 141 =1-114+ 27 a=b; =114 | by, =resten®2 =27
—~ — =~
a) b reste n°2
3 114 =4- 27 + 6 as =by =27 bz =reste n°3 =6
—— —~—
a by reste n°3
4 27 =4- 6 + 3 a,=b3=6 by =resten°4 =3
—— —~~ N -— _
as bs reste n°4 dernier reste non nul
5 6 =2-3 + 0 as=by=3 bs =reste n°5=0
—~— —~—
ay by reste n°5

Nous en déduisons 255 A 141 = 3.

David Blottiere

C12.32. COROLLAIRE

(a,b) € N? tels quel<b<a.

Div(a) n Div(b) =Div(a A b)

Démonstration I Il s’agit simplement d’assembler les deux résultats du 3 de C12.30.

C12.33. EXEMPLE

C12.34. EXERCICE

L'ensemble des entiers naturels » divisant 1 234 et 5678 est {1, 2}.
En effet, 'algorithme d’Euclide permet de calculer 1 234 A 5678 = 2. D’apres C12.32 un entier naturel n divise
1234 et 5678 si et seulement s’il divise 2.

@  Construire une fonction Python pged d’arguments :

e aun entier naturel non nul;

¢ b un entier naturel non nul;

qui renvoie le PGCD de a et b en implémentant I'algorithme d’Euclide.
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rC12.35. PROPOSITION (PGCD DE DEUX ENTIERS NATURELS MULTIPLES D’UN MEME NOMBRE)
Soient (a,b) e N? tels que 1 < b < a et k € N*.

(ka) A (kb) =k-(anb)

Notons :

» n le nombre de divisions euclidiennes effectués pour calculer a A b avec I'algo-
rithme d’Euclide;

e dagy,...,anpetby>...>b,_1 =anb> b, =0les entiers construits lors de I'’exécution
de I'algorithme d’Euclide pour calculer a A b;

* agy,ay,...etby, bl,...les entiers construits lors de I'exécution de I'algorithme d’Eu-
clide pour calculer (ka) A (kb).

Nous démontrons que pour tout ¢ € [0, n], a’[ =k-ayet b’[ =k-by.
— Initialisation Par définition a;=k-a=k-aget b, =k-b= k- bo.
— Hérédité Soit ¢ € [0,n—1] tel que a, = k- a et b, = k- by.

. Comme by #0, ag.1 = by et by, estle reste de la division euclidienne de a,
par by, i.e.:

boi1€10,b,—1] etil existe gy € Z tel que ap = gy - by + byy
Démonstration
etdonc:

k-bpi1€[0,k-by—kl<[0,k-by—1letk-as=qr-k-be+k-bpsq .
identité qui s’écrit encore, grace a '’hypothése de récurrence :
(%) k-b[+1€ﬂO,blg—l]]eta;:qg-b,[+k-bg+1.

. Comme b, = k-b; #0, a,, , = b, =k-by=k-ag et b, , estlereste de la

division euclidienne de a;, par b,. D’apres (%), b, ; = k- bgy1.

Avec la récurrence finie précédente, il vient :
b;_lzk-bnq}l et b'n:k-bn:O.

D’apres C12.30:

(k-a)A(k-b)=b, | =k-bp_1=k-(anb).

C12.35.01. EXEMPLE 48A80=(16-3)A(16-5)=16-(3A5)=16

p
C12.36. COROLLAIRE Soient a et b deux entiers naturels non tous les deux nuls. Alors :

a A b est le plus grand élément de Div (a) N Div(b) pour la relation d’ordre | sur N.

ie.:
e aANb|laetanb|b;
e VdeN (d|aetd|b) = d|anb;
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e Par définition du PGCD de a et b, a A b divise a et b.
e Soit d un entier naturel divisant a et b. D’apres C12.32 :

Dé i
émonstration d € Div(a) nDiv(b) = Div(a A b)

et donc d divise a A b.

rC12.37. DEFINITION (PGCD DE DEUX ENTIERS RELATIFS)
Soient (a, b) € Z2. Le Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) de a et b, noté a A b, est défini par:

a A b est le plus grand entier naturel, pour la relation d’ordre | sur N, qui divise a et b.

C12.38. REMARQUES
» La définition C12.37 étend la définition C12.25, cf. C12.36.
e Avec la définition C12.37,0A0=0.
o Pourtout (a,b) € Z2, anb=|al A|D|.

C12.39. PROPOSITION (RELATION DE BEZOUT) Soient a et b deux entiers relatifs.

A(u,v)e??® au+bv=anb [relation de Bézout] .

Nous supposons 1 < b < a et nous notons :

» n le nombre de divisions euclidiennes effectués pour calculer a A b avec I'algo-
rithme d’Euclide;

e dag,...,anpetby>...>b,_1 =anb> b, =0lesentiers construits lors de I'’exécution
de I'algorithme d’Euclide pour calculer a A b.

Nous supposons n > 2 (le cas ou n = 1 est facile car alors b divise a) et nous démontrons
que, pour tout k€ [0,n—2] :

(ug, vg) € 72 apur+brvr=anb

par récurrence descendante finie.

Démonstration — Initialisation aurangn—2 b,_1 = aA b estle reste de la division euclidienne de
an-» par b,_». Donc il existe q,,—2 € Z tel que a,, = by—2qn-2 + aA b etdonc:

ap-2- \1,; +by—2-(=qn-2)=anb.

Up—2€”Z Vp—2€Z
— Hérédité Soit k € [1,n— 2] tel qu'il existe (ug, Vi) € 72 vérifiant :
(%) aiuip+brvr=anb

Par définition de I'algorithme d’Euclide C12.30 :

(k%)  arp=br_;
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et by estle reste de la division euclidienne de aj_; par by_;. Ainsi il existe gy_; € Z
tel que:
(xx %) ak-1=Dbr-1qk-1+ b .

De (%), (x%) et (% x %), nous déduisons :

anb=br_yug+(ar-1-bk-1qk-1) Vk = -1+ vk +br_1-(Uk—gr-1v) .
N~ ————
Up-1€Z Vg-1€Z

Avec la récurrence finie descendante précédente, il vient :

I (up, vo) €Z> anb=agug+ byvy = aug+ buyg .

Soit (a, b) € N? tel que 1 < b < a. Unerelation de Bézout liant a, b et aA b peut étre effectivement
obtenue, en exploitant les divisions euclidiennes calculées lors de I'’exécution de I'algorithme
Méthode [ d’Euclide C12.30. Pour cela, il suffit d’effectuer des substitutions successives dans les identités
livrées par les divisions euclidiennes, en commencant par I’avant derniere pour remontrer a la
premiere. Cf. Démonstration précédente et exemple suivant.

C12.40. EXEMPLE Nous calculons une relation de Bézout pour 255 et 141, en exploitant I'algorithme d’Eu-
clide exécuté en C12.31, grace auquel nous avons calculé 245 A 141 = 3.

Etape | Division euclidienne de ay par by | Valeur de a; Valeur de by
0 ao = 255 by = 141
1 255 =1-141+ 114 ar=byg=141 | by =resten°l =114
—— — =~
agp bo reste n°1
2 141 =1-114+ 27 a=b; =114 | by, =resten°2 =27
—— — =~
a) by reste n°2
3 114 =4- 27 + 6 as=by =27 bz =reste n°3 =6
—~— —~ =~
a by reste n°3
4 27 =4- 6 + 3 a,=b3=6 by =resten°4 =3
—~— —~ =~ -— _
as by  resten®4 dernier reste non nul
5 6 =2-3 + 0 as=by=3 bs =reste n°5=0
—~— —~ =~
as by reste n°5
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(4) D’apres I'étape 4 :

(3) D’apres I'étape 3 :

as =b, =27 et 6 =114-4. 27
~— =~ S~~~
b3 az b

Avec 'identité 4, il vient :

3=27 —4-1114-4- 27 |=—-4-114 +17- 27 [identité 3] .
~—~—~ ~——~ ~—~—~ —~— ~——
bz az bz az bz

(2) D’apres I'étape 2 :

a=b =114 et 27 =141 -114.
—_— —~— =~

Avec 'identité 3, il vient :

3=—4-114+17-1141-114 | =17-141-21-114 [identité 2] .
~—~— ~—~ = ~~ ~—~
bl ay bl ax b1
(1) D’apres I'étape 1:

aj=by=141 et 114 =255 141.
o =
by ao by

Avec 'identité 2, il vient :

3=17-141-21-|255—-141|=-21-255+38-141.
—~ —— =~ -~ —~

bo ao bo ap=a bo=b

C12.41. EXERCICE @  Construire une fonction Python Bezout d’arguments :
e aun entier naturel non nul;
e b un entier naturel non nul;

qui renvoie un couple (u,v) d’entiers relatifstelqueau+bv=aAb.

rC12.42. DEFINITION (PPCM DE DEUX ENTIERS NATURELS NON TOUS LES DEUX NULS)
e Soit (a, b) € Z2. Le Plus Petit Commum Multiple (PPCM) de a et b, noté a Vv b, est défini par :

avb=min({k-lal : keN*} 0 {¢-]b| : £eN*})

ol le min est relatif a la relation d’ordre < usuelle sur N.

 En particulier, si (a, b) € N* x N*, a v b est le plus petit multiple strictement positif de a et b pour la
relation d’ordre < usuelle sur N.

10
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C12.43. THEOREME (LIEN FONDAMENTAL ENTRE PGCD ET PPCM)  Soit (a, b) € Z2.

lal-1bl=(anb)-(aVb)

e Sia=0o0ub=0alors'assertion est claire.
e Supposons désormais a #0 et b # 0. Puisque aA b =|a|lA|bletaVv b=|alV |b|, nous
renforcons I’hypothése et supposons que a € N* et b € N*.
o Comme aAbdivise a et b, il existe (a, f) e N* xN* telquea=a-anbetb=-anb.
Nous observons que :

a-f-anb=p-a=a-b

est un multiple commun a a et b.

e Soit m un multiple commun a a et b. Alors il existe (k,¢) e N* xN* telque m=k-a
et m=/¢-b.Nous allons établir que a-f-aA b| m, ce qui impliqueraque a-f-aAb < m.
» Considérons une relation de Bézout pour (a, b) :

au+bv=aAnb
ot (i, v) € Z%. En multipliant chaque membre de cette égalité par k- ¢, il vient :
Démonstration k-l-anb=k-¢-a-u+k-¢-b-v=m-(¢-u+k-v)
puis,comme m=k-a=k-a-anb:
k-¢-anb=k-a-anb-(¢-u+k-v).
Comme k-aA b #0 et Z estintegre :
l=a-(C-u+k-v).
Finalement :

m=¢-b=a-({-u+k-v)-p-anb=C-u+k-v)-a-f-anb.
Z
€

o D’apresl’étude précédente, avb=a-f-aAb.Ainsi:

avb-anb=a-anb-f-anb=a-Db.

(C12.44. REMARQUE  Au cours de la précédente démonstration, nous avons établi que, pour tout (a, b) €
N* x N* :

avb=min({ka: keN*} n{¢b: ¢eN*})

ot le min est relatif a la relation d’ordre | sur N.

C12.45. EXEMPLE D’apres C12.31,255A 141 = 3. D’apres C12.43, 255 v 141 est le quotient de 245 - 141 par
3,s0it 255V 141 =85 x 141 = 11 985.

11
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S 4 ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

C12.46. DEFINITION (ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX)
Deux entiers relatifs a et b sont dits premiers entre euxsi aA b =1.

C12.47. EXERCICE Soit n € N. Démontrer que 7 et n + 1 sont premiers entre eux.

o D’une part 1 divise n et n+ 1. Ainsi {1} c Div(n) nDiv(n + 1).
« D’autre part, si d € N* divise n et n+ 1 alors il existe (g1, g2) € N? tel que n = gidetn+1=qpd. Ainsi :

l=n+l-n=(q—q1)-d.
——

ez

Le nombre d est un diviseur positif de 1 donc d = 1. Ainsi Div(n) nDiv(n+ 1) < {1}.
« D’apres les deux points précédents, Div(n) nDiv(n+ 1) = {1} et donc:

nAn+1)=max@Div(n)nDiv(n+1)) =max({1})) =1.

C12.48. THEOREME (DE BEZouT) Soit (a, b) € Z2.

anb=1 < (Iwv)eZ® au+bv=1)

Nous ne considérons que le cas ou a et b sont des entiers naturels non tous les deux
nuls.
Il s’agit d’'une conséquence de I'existence d'une relation de Bézout (C12.39).
Supposons qu’il existe (u, v) € Z? tel que au+ bv = 1.

e D’une part 1 divise a et b. Ainsi {1} c Div(a) n Div (b).

« D’autre part, si d € N* divise a et b alors il existe (g1, g2) € N? tel que a = ¢, d et
Démonstration b= qg.d. Ainsi :

l=au+bv=(uq,+vqg:)-d.
| —
VA

Le nombre d est un diviseur positif de 1 donc d = 1. Ainsi Div (a) N Div(b) c {1}.

o D’apres les deux points précédents, Div(a) N Div(b) = {1} et donc:

aAb=max(Div(a) nDiv(h)) = max({1}) =1.

C12.49. FORME IRREDUCTIBLE D’UN NOMBRE RATIONNEL

a
VreQ* 3J(a,p)eZxN* r:B etanf=1

12



Démonstration
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a
Soit r € Q*. Alors il existe (a,b) € Z x N* tel que r = 5 Considérons une relation de

Bézout (C12.39) pour (a, b) :
anb=au+bv

ol (u,v) € Z?. Comme a A b # 0 divise a et b, il existe (a, 8) € ZxN* telque a=a-aAb
etb=p-anb,ilvient:
anb=anb-(au+pv) et r—ﬁ—&/\b—ﬁ
b pB-anb P
Comme Z est integre et aA b # 0, il vient 1 = au + fv. D’apres le théoreme de Bézout
(C12.48), a A =1.

C12.50. EXERCICE Soit (a, b) € Z? tel que a A b= 1. Alors, pour tout (m,n) e N* xN*, a” Ab" =1.

Soit (m, n) e N* x N*. Considérons une relation de Bézout (C12.39) pour (a, b) :
au+bv=1.

ol (4, v) € Z?. D’apreés la formule du bindme de Newton :

m—1 m+n
1t — (au+ bv)m+n — Z (M+ n) -ak- uk-bm+n_k' vm+n—k 4 Z (m+ n) . ak . uk-bm+n_k' Um+n—k
k=0 k k=m k
Comme :
m—1 m—
m+n m+n _
Z ( ) u bm+n k Um+n k Z ( ) u .pm k Um+n k
k=0 =0
=:w'eZcarm— k>0sik€|[0,m—1]l
et
m+n m+n
m+n _ _ m+n _ _
Z ( ).ak.uk.bm+n k'vm+n k _ am. Z ( ) m.uk.bm+n k.vm+n k
k=m k k=
=.u€anrk—m;Osik€|[m,m+n]]
il vient :

1=b"v+a™ u'.

D’apres le théoreme de Bézout (C12.48), a™ Ab" =1.

Soit (a, b) € 72. S'il existe (u, v,d) € Z x Z x N tel que au+ bv = d, alors d n’est pas nécessairement le
PGCD de a et b. En effet :

@ 3.2+ 2 -(-2)= 2
M~ M N
a u b v d

mais3A2=1.

13
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C12.51. LEMME (DE GAuUss) Soit (a, b, c) € N3,

(albcetanb=1) = alc

Supposons que a | bc et que aA b =1. Alors il existe (g, u,v) eNx Z x Z tel que :
bc=qa et l=au+bv.

. . En multipliant chaque membre de cette derniere identité par c, il vient :
Démonstration

c=acu+bcv=acu+qav=a-(cu+qv)
~———

eZ

et donc a divise c.

C12.52. COROLLAIRE Soit (a, b, n) € N3.

(ann=1letbAn=1) = (ab)an=1

Supposons aA n =1 et bAn = 1. Considérons des relations de Bézout (C12.39) pour
(a,n) et (b,n):
auj+nvy =1 et bu, +nvy, =1

ol (u1, v1, Up, v2) € Z*. En multipliant membre-a-membre ces deux identités, nous ob-
Démonstration tenons :

1=(au; +nvy)(bus +nvy) =ab-ujuy +n-(auyvs+ v1bus + v1nvy) .
N " (- >

eZ eZ

D’apres le théoreme de Bézout (C12.48), (ab) An=1.

' Le théoreme de Bézout est un outil puissant pour démontrer des primalités relatives. Il est
d’une grande utilité, tout comme le lemme de Gaul3.

§ 5 NOMBRES PREMIERS

C12.53. DEFINITION (NOMBRE PREMIER)  Un nombre premier est un entier naturel p tel que::
°* p=2;

« les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p.

C12.54. EXEMPLE Lesnombres:
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

sont les nombres premiers appartenant a [2,100].

14
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C12.55. REMARQUE Sin >4 estun nombre entier non premier, alors :

d(a,b)e[2,n—1]°> n=ab.

En effet, comme n > 2 et n n’est pas premier, n posséde un diviseur positif a distinct de 1 et n. Ainsi a €
[2,n—1]. Notons b le quotient de la division de n par a, de sorte que n = ab. Comme a > 1, b < n et comme
a<n, b>1.Ainsibe[2,n—-1].

[C12.56. LEMME  Tout entier n > 2 possede un diviseur premier. ]

« Nous raisonnons par I’absurde et supposons qu'’il existe n > 2 sans diviseur premier.
e Alors:

A:={keN : k>2 et k ne possede aucun diviseur premier}

Démonstration est une partie non vide de N. Comme N vérifie la propriété de bon ordre, A posséde un
plus petit élément que nous notons m.

« Lentier m n’est pas premier (sinon il n’appartiendrait pas a A puisque m | m). Donc
m >4 et d’apres C12.55 il existe (a, b) € [2, m — 1]? tel que m = ab.

e Puisque 2 < a<m, a¢ Aetdonclentier a posséde un diviseur premier p. Comme
plaeta|m, p| m (transitivité de la relation d’ordre | sur N) d’ot1 une contradiction.

C12.57. PROPOSITION (CRIBLE D’ERATOSTHENE) Soit un nombre entier 7z > 2.

Si aucun nombre premier p € [[2, |vn] ﬂ ne divise 7 alors n est premier.

« Nous raisonnons par contraposition. Supposons donc que n n’est pas premier et
démontrons qu’alors n possede un diviseur premier p tel que 2 < p < |/n].

« Comme n n'est pas premier, n > 4 et d’apres C12.55 il existe (a, b) € [2,n — 1] tel
que n = ab.

e Sia>|y/n]etb>|yn| alors, comme a et b sont entiers :

Démonstration az|vn|+1>vn et bx=|Vn|+1>vn

d’ou n = ab > n, ce qui n'est pas. Ainsi a < | /1] ou b < |/n]. Quitte a échanger les
roles joués par a et b, nous pouvons supposer a < [\/ﬁj .

» D’apres C12.56, il existe un nombre premier p divisant a donc inférieur ou égal a a.
Ainsi p < a < [\/ﬁj et p divise n (p | a, a | n et transitivité de la relation d’ordre | sur
N).

(C12.58. ExXEMPLE Lentier 151 est premier.
En effet, les nombres premiers plus petits que |v/151] = 12 sont 2,3,5,7,11. Or ces cinq nombres premiers ne
divisent pas 151 puisque :

151=2-75+1 151=3-50+1 151=5-30+1 151=7-21+4 151=11-13+8.

D’apres le crible d’Eratosthene (C12.57), 151 est premier.

C12.59. REMARQUE Deux nombres premiers distincts p; et p, sont premiers entre eux.
En effet Div(p;) nDiv(p2) = {1, p1} n {1, p2} = {1} et donc p; A p» = max (Div(p;) N Div(p2)) = max({1}) = 1.

15
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C12.60. EXERCICE @  Construire une fonction Python estPremier d’argument un entier n qui renvoie
True si n est premier et False sinon, en s’appuyant sur le crible d’Eratosthene.

g
C12.61. PROPOSITION (I’ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS EST INFINI) Lensemble

2 :={neN: nest premier}

des nombres premiers est infini.
- J

» Raisonnons par 'absurde et supposons &2 fini. Nous pouvons alors considérer une
liste finie, exhaustive et sans répétition des nombres premiers : py, po,..., pr.
r

) . « Lentier n:=1+ [ [ p; est supérieur ou égal a 2. Il posséde donc un diviseur premier
Démonstration i1

(C12.56) qui est nécessairement l'un des premiers p1, p2,..., pr-
» Nous obtenons une contradiction, puisqu’aucun des entiers py, p2,..., p; ne divise
n. En effet le reste de la division euclidienne de n par p; (i € [1,r]) est 1.

C12.62. REMARQUE (REPARTITION DES NOMBRES PREMIERS)  La répartition des nombres premiers parmi
les entiers est a prioriirréguliere. Citons toutefois deux résultats, dont les démonstrations connues dépassent
le cadre du programme de MP2I, qui nous apportent quelques informations sur celle-ci.

1. Postulat de Bertrand.

Pour tout entier n > 2, il existe un nombre premier appartenanta [n+1,2n—1].

Il fut énoncé par Joseph Bertrand en 1845 et démontré par Pafnouti Tchebychev en 1850.

2. Théoreme des nombres premiers. Si, pour tout entier n > 2, on note 7(n) le nombre de premiers appar-
tenant a [2, n], alors :

n(n) n
In(n)

Il fut démontré indépendamment par Jacques Hadamard et Charles de la Vallée Poussin en 1896. On
pourra lire avec intérét I'article de Micheéle Audin a ce sujet [Lien].

-
C12.63. LEMME (PIERRE ANGULAIRE) Soient :

e pun nombre premier et a € N*;

e seN*, qi,...,qs des premiers deux-a-deux distincts et f1, ..., Bs des entiers naturels non nuls.

N
On suppose que p“ divise [ | qf £
=1

Alie[l,s] p=qgieta<p;.
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(1) Démontrons que p € {q1,...,qs} enraisonnant par I'absurde. Supposons donc que

pei{qr,....qs}
D’aprés cette hypothese, p est premier avec qi,...,qs (C12.59) donc premier avec

S
qfl, oo qfs (C12.50). D’apres C12.52, p est premier avec H qfl, ce qui n’est pas puisque
0=1

S
p divise [] 47 (@ >1).
/=1
(2) Comme pe{q,...,qs} et qi,...,qs sont deux-a-deux distincts, il existe un unique
Démonstration i€[1,s] tel que p = g;.
(3) Démontrons que a < f; en raisonnant par I'absurde. Supposons donc a > f;.
S

S
Puisque p“ divise [ qf * il existe un entier a tel que [ | qf ‘=a-p%

o=1 =1
& &
- Be _ af; i s Be
Nous en déduisons [qu[ = a-p® P et donc p*Pi divise [qu[ avec a — f8; € N*,
0#i 0#i

D’apres (1), p = g; appartient a {gy : ¢ € [1,s]\ {i}}, ce qui contredit le caractere deux-
a-deux distinct de ¢y, ..., gs.

g
C12.64. THEOREME (FONDAMENTAL DE I’ARITHMETIQUE)  Soit un nombre entier n > 2.

(1) Existence Il existe:
e reN*;
e un r-uplet de nombres premiers (py, ..., pr) deux-a-deux distincts;

e un r-uplet d’entiers naturels non nuls (a;,...,a,)

r
tels que n= [ pi*.
k=1

(2) Unicité a 'ordre des facteurs pres Soient :
e reN*etseN*;

e un r-uplet de nombres premiers (p;,..., p;) deux-a-deux distincts et un s-uplet de nombres premiers
(q1,--.,qs) deux-a-deux distincts;

« un r-uplet d’entiers naturels nonnuls (ay,..., a;) etun s-uplet d’entiers naturels non nuls (1, ..., Bs);

Ok _

r S
telsque [[ pif=n=] qf”.Alors:
k=1 =1

(@ r=s;

(b) il existe une bijection ¢: [1,r] —— [1, s] tel que, pour tout k€ [1,7] :

Pk=Adpk) €t k= Py -

C12.65. REMARQUE La bijection ¢ dans I'énoncé du théoreme fondamental de I'arithmétique (C12.64)
permet de formaliser I'unicité de la décomposition a I'ordre des facteurs pres. Précisément, elle encode la
permutation des facteurs.
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Démonstration

(1) Nous démontrons I'existence d'une décomposition d’'un entier naturel n > 2 en
produit de nombres premiers, en raisonnant par récurrence forte.

.
Initialisationan=2 Sinousposonsr=1,p;=2€Peta;=1,alors2=[] pZ".
k=1

Hérédité Soit un entier n > 2 tel que tous les entiers k € [2, n] possedent une décom-
position en produit de nombres premiers. Démontrons que n + 1 possede lui aussi une
décomposition en produit de nombres premiers.

(i) Casoun+1 est premier Sinousposonsr =1, py=n+leZeta; =1, alors
r
n+l=[]p*
k=1

(ii) Casoun+1 n'est pas premier D’apres C12.56, il existe un nombre premier p qui
divise n+ 1. Comme n + 1 n’est pas premier, p # n+1 et donc 2 < p < n. Notons
geN*telque n+1=pqg. Comme 2 < p<n,2< g< n Dapres ’hypothese de
récurrence, il existe r € N*, un r-uplet de nombres premiers (py, ..., p;) deux-a-
deux distincts, un r-uplet d’entiers naturels non nuls (a;,...,a;) tels que :

)
a=[1pr*
k=1

.
et donc n+1:pq:p-(H pZ").
k=1

() Sip estl'un des premiers py,..., pr alors il existe un unique i € [1, 7] tel que
p = pi. Sion pose, pour tout k € [1,r] :

o = a;+1eN* sik=1i;
k= ar€N*  sinon;
r a/
ilvientn+1=[]p " qui est une décomposition de la forme voulue.
k=1
() Sipn'estpaslundes py,..., pr alors on pose:

Pre1=p et ara=1

r+1

de sorteque n+1 = H p,‘:’“ qui est une décomposition de la forme voulue,
k=1

en particulier les premiers py, ..., pr, pr+1 sont deux-a-deux distincts.

(2) Passons aladémonstration de 'unicité. Soient un entier n > 2, deux entiers (r, s) €
N* x N*, un r-uplet de nombres premiers (py, ..., p;) deux-a-deux distincts, un s-uplet
de nombres premiers (qi,...,qs) deux-a-deux distincts, un r-uplet d’entiers naturels
non nuls (ay,...,a;) un s-uplet d’entiers naturels non nuls (f,..., Bs) tels que :

r S
®) [Ip*=n=]]4q".
k=1 /=1
D’apres le lemme C12.63 :

Vkell,r]l lek) €ll, sl pr=dqpr et @k < By -

et
Vle[lsl 3y ell,r]l qe=pyw etBe <y -

18



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

Ainsi les applications :

[1,r] — [1,s] [1,s1 — I[1,r]
ko — k) Vil ¢ — wo

sont bien définies. Comme les premiers p;,..., p, sont deux-a-deux distincts et les pre-
miers ¢, ..., s sont deux-a-deux distincts, nous obtenons :
poy=idpg et yop=idpy

Nous en déduisons que :
e @: [1,7r] —— [1, s] est bijective (d’application réciproque v);
e | = S;

* pour tout k € [1,r], pr = gy €t puisque :

Ak < Poiy et Pow) S Ayipk) = Ak

ak = Pok)-

C12.66. ExXEMPLE Ladécomposition de 12 345 678 en produit de nombres premiers est

12345678 =2-3%-47-14593 .

C12.67. EXERCICE @  Construire une fonction Python tfa d’argument n un entier supérieur ou égal a 2
qui renvoie la liste des diviseurs premiers de n avec leurs exposants dans la décomposition de n en produit de
facteurs premiers. Par exemple tfa(123456) renvoie [(2,6),(3,1),(643,1)] car 123 456 = 26.31.6431,

~

g
C12.68. DEFINITION (VALUATION p-ADIQUE D’UN ENTIER)  Soient 7 € N* et p un nombre premier. La
valuation p-adique de n est1’entier naturel v, (n) défini par :

vp(n):=max({keN : p*|n}).

C12.69. ExeMPLE Comme 2|80 et 2° {80, v,(80) = 4.

C12.70. EXERCICE @  Construire une fonction Python valuation d’arguments :
e p un nombre premier;
e n un entier naturel non nul;

qui renvoie la valuation p-adique de n.

C12.71. CARACTERISATION DE LA VALUATION p-ADIQUE D’UN ENTIER  Soient n € N*, p un nombre premier
et k € N. D’apres la définition de la valuation p-adique de n :

vp(n) = k si et seulement s'il existe a € N* tel que n = pFaetpfa.
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p
C12.72. PROPOSITION (VALUATION p-ADIQUE ET DECOMPOSITION EN PRODUIT DE PREMIERS)

r
Soit un entier n > 2. Considérons sa décomposition en produit de facteurs premiers n = H pZ" ou:
k=1

e reN*;
e (p1,...,pr) estun r-uplet de premiers deux-a-deux distincts;
e (ay,...,a,) estun r-uplet d’ entiers naturels non nuls.

Pour tout premier p :

v () = a; silexistei€ [1,r] (nécessairement unique) tel que p = p;
PY¥7 1 0 sinon.

o Soit p un premier distinct de py, ..., p,. Alors 1 = p® divise n et, d’aprés le lemme
C12.63, p = pl ne divise pas n. Ainsi vp(n) =0.

e Soitie€[1,r]. Alors p?" divise n. Nous démontrons que p?" ! ne divise pas n, afin
de conclure a vy, (n) = a;. Raisonnons par 'absurde et supposons que p;.x" 1 divise n.
Alors il existe a € N* tel que :

+

Démonstration I
a;+1 _ _ (293
p;"a=n= I P
k=1

r

.
Nous en déduisons que p;-a = [] pzk et donc p; divise [] pzk . D’aprés le lemme
k= k=
i K
C12.63, p; € {pk : ke [1,r]1\{i}}, ce qui n’est pas.

C12.73. REMARQUE  Soit un entier n > 2. D’apres C12.72, la décomposition de n en produit de facteurs
premiers s’écrit :

n= ] p»".
peZnDiv(n)

Soit A une partie finie de N contenant Div(n). Comme pour tout p € 2 n (A\ Div(n)), vp(n) =0 (pne divise
pas n) :

H pvp(n) = ( H pvl’(n)) ( H pvl’(n) = H pvl’(n) =n.
(n)

peEPNA peZPnDiv peZ n (A\Div(n)) peZPnDiv(n)
=1

C12.74. PROPOSITION (VALUATIONS p-ADIQUES D’UN PRODUIT)  Soient (a,b) e N* xN* et p € 22.

vp(ab) = vy(a) + v,(b)
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Démonstration

e Sia=1oub=1alors'assertion est triviale puisque v,(1) =0
e Supposons désormais que a > 2 et b > 2. Comme Div(a) U Div(b) est une partie
finie de N contenant Div (a) et Div (b), nous savons (C12.73) :

a= H qvq(“) et b= H qu(b)
g€ 2 n (Div(a) uDiv(b)) qge 2 n(Div(a) uDiv(b))
d’ou
(x) ab= I1 g1 @+va®

g€ 2 n(Div(a) uDiv(b))

Comme, pour tout g € & n (Div(a) U Div (b)), q divise a ou b, vg4(a)+v4(b) > 1. Liden-
tité (*) est donc la décomposition de ab en produit de facteurs premiers (cf. C12.73).
De (%) et C12.73, nous déduisons :

vp(a)+ vy (b) si p € Div(a) U Div(b)

vpab) =4 o_ vp(@)+ vp(b) sip¢Div(a) uDiv(b).
0 =0

C12.75. PROPOSITION (DIVISIBILITE VIA LES VALUATIONS p-ADIQUES)  Soit (a, b) € N* x N*,

alb < (YpeP2 v,(a)<vyb)

Démonstration

Supposons que a divise b. Alors il existe ¢ € N* tel que b = ac. D’apres C12.74,
pourtoutpe & :
vp(b) = vp(a) + vy(c) = vp(a) .
>0

Supposons que, pour tout p € 2, v,,(a) < vp(b). D’aprés C12.73

b Up (b)

p
pen (Div(a) UDiv(h))

Up (b)— Up(a)

vp(a)) ( p
p e n (Div(a) U Dlv(b)) peELN (Dlv(a) uDiv(b))

~~

=:C

\

Comme, pour tout p € &2 n (Div(a) U Div (b)), v,(b) —vy(a) > 0, c € N* et donc a divise
b.

(C12.76. ProPOSITION (PGCD ET PPCM VIA LES VALUATIONS p-ADIQUES)  Soit (a, b) € N* x N*.

anb=

peZn (Div(a) uDiv(b)) pe2n (Div(a) uDiv(b))

pmin{vp(a),vp(b)} et avb= H pmax{vp(a),vp(b)}
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Démonstration

Nous démontrons uniquement le résultat pour le PGCD, le résultat pour le PPCM pou-
vant étre établi de maniére analogue. Précisément, nous établissons que :

min{vy(a),v,(b)}

= I p
peZn (Div(a) uDiv(h))

est le plus grand commun diviseur de a et b pour la relation d’ordre | sur N.
e Commencons par établir que :

Vpe? v,(d) =min{v,(a),v,b)} .

Soit p e .

— Si p € Div(a) U Div(b), alors v,(d) = min{v,(a), v,(b)} découle de la définition
de d et de C12.73.

— Si p ¢ Div(a) U Div(b), alors d’apres C12.73 :
vp(d) =0=vp(a) = vy(b)

etdonc v, (d) =min{vy,(a), v,(b)}.

« Démontrons ensuite que d divise a et b. Comme, pour tout p € 22 :
vp(d) =min{v,(a), v,(b)} < vp(a) et vp(d) =min{v,(a), vp(b)} < v, (D)

nous déduisons de C12.75 que d divise a et b.
o Soit d’ € N* un diviseur commun a a et b. D’aprés C12.75, pour tout p € & :

vpd)<vp@ et vp(d)<vpb)
donc, pour tout pe & :
vp(d) <min{v,(a), v,(b)} = v,(d).

D’apres C12.75, d’ divise d.

C12.77. REMARQUE La proposition C12.76 permet de fournir une nouvelle démonstration de la relation
fondamentale liant le PGCD et le PPCM C12.43. En effet, si (a, b) e N* x N* :

anb-avb

pmin{vp(a),vp(b)}) . ( H pmax{l/p(a),v,,(b)})

peZn (Div(a) uDiv(b)) peZn (Div(a) uDiv(b))

min{vp(a),vp (D)} +max{v,(a),vy(b)}

p
pe2n(Div(a) uDiv(b))

vp(a)+vy(b)

p
pe2?n (Div(a) uDiv(b))

( pvp(a))_( pvp(b))
peZn (Div(a) uDiv(b)) peZn (Div(a) uDiv(b))

a-b [C12.73] .
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§ 6 CONGRUENCES

C12.78. NOTATION Dans toute cette partie, n désigne un nombre entier naturel non nul.

C12.79. DEFRINITION  Soit (a, b) € Z2. On dit que a et b sont congrus modulo 7 et on note a = b [n] si

nla-bnb.

C12.80. EXEMPLE 123 =200 [7] car 7 divise 200 — 123 = 77.

C12.81. PROPOSITION (CARACTERISATION DE LA CONGRUENCE PAR LES RESTES)  Soit (a, b) € 72,

a=b[n] <= aetbontméme reste dans la division euclidienne par n

Supposons que a = b [n] alors il existe g € Z tel que :
(x) a-b=qgn.
Considérons la division euclidienne de a par n :
(k%) a=ggn+r,y
ouqggz€eZetrge[0,n—1]. De () et (x*) on déduit :

b=(qgs—q) -n+r,
———
Démonstration €z

et donc r, est le reste de la division euclidienne de b par n.
Considérons les divisions euclidiennes de a par netde b par n:

a=(an+r, et b=qpn+ry
ol (qa, qp) € Z? et (rq4,1p) € [0, n— 1]%. Supposons que 7, = 7. Alors :

a-b=(qa—qp)-n
ez

etdonc a=b[n].

~

(C12.82. ProPosiTION Larelation de congruence modulo 7 est une relation d’équivalence sur Z, i.e. :
e YaeZ a=aln] [réflexivité]
e V(a,b)eZ? a=bin = b=aln] [symétrie]
. Y(a,bc)eZ® (a=binletb=c[n]) = a=cln] [transitivité] )

Les trois propriétés (réflexivité, symétrie et transitivité) s’établissent aisément en utili-

Démonstration sant la caractérisation de la relation de congruence par les restes (C12.81).
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~N

-
C12.83. PROPOSITION (CLASSES D’EQUIVALENCE MODULO n)  La relation de congruence possede n
classes d’équivalence, données par les :

r={r+kn:keZz

ourel0,n—1].

- J

e Soit a€ Z. Sil'on note r le reste de la division euclidienne de a par n, alors d’apres
la caractérisation de la relation de congruence par les restes (C12.81), a = r [n] et donc
a=T.Ainsila liste :

{r:refo,n-11}

est une liste exhaustive des classes d’équivalence modulo 7.

o D’apres la caractérisation de la relation de congruence par les restes (C12.81), si
(r1,72) € [0, n—1]? alors r; Z 1, [n] et donc 7] # 7». Ainsi la liste :

Démonstration {r:relo,n-11}

est une liste exhaustive et sans répétition des classes d’équivalence modulo 7.
e Soitre[0,n—1].

— SiaeTalors a=r [n] etdonc a— r est divisible par n. Ainsi il existe g € Z tel que
a—-r=gqnetparsuite ae{r+kn: keZ.

— Siae{r+kn: keZ} alorsil existe k € Z tel que a =r + kn et donc n divise a—r.
Nous en déduisons a=r [n] etdonc aeT.

D’apreés les deux inclusions précédentes, 7 = {r + kn : k€ Z}.

p
C12.84. PROPOSITION (COMPATIBILITE DE LA RELATION DE CONGRUENCE AVEC LES OPERATIONS)

1. Larelation de congruence modulo 7 est compatible avec I'addition :

Y(a,bc,d) e€Z?> (a=b[nletc=d[n]) = a+c=b+d[n]

2. Larelation de congruence modulo 7 est compatible avec la multiplication :

Y(a b,c,deZ?* (a=b[nletc=d[n]) = ac=bd[n]

3. Larelation de congruence modulo 7 est compatible avec les puissances :

Y(a,bk)eZxZxN a=b[n] = a*=b*[n]

(1),(2) Soient (a,b,c,d) € Z*>telque a= b [n] et c = d [n]. Alorsil existe g, € Zet go € Z
telsquea=b+qginetc=d+ gyn. Comme:

at+c=b+d+(q1+q2)-n et ac=bd+ (bgs+qd+qiq2n)-n
— ~ ~ ~

Démonstration
ez ez

onaa+c=b+d[n] etac=bd [n].
(3) se déduit de (2) a I'aide d’'un raisonnement par récurrence sur k € N laissé en
exercice.

24




MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

p
C12.85. EXERCICE Soit N € N* d’écriture en base 10 notée N = Z aklok, ou p eNet (ay,...,ap) € [0,9]P*!
k=0

4
avec ap # 0. Démontrer que 9 divise N si et seulement si 9 divise Z ak.
k=0

p
Il suffit de démontrer que N = Z ay [9] pour établir I'assertion. De 10 = 1 [9] et de la compabilité de la
k=0
relation de congruence avec les opérations (C12.84), nous déduisons :

p
N = Y a10F [9]
k=0
p
= Y a-1° (9]
k=0
p
= Ya 19
k=0

C12.86. PROPOSITION (INVERSIBILITE ET INVERSE MODULO n) Soitac€ Z.

(IbeZ ab=1[n]) < ann=1

Supposons qu'il existe b € Z tel que ab = 1 [n]. Nous savons qu’alors il existe
geZtelqueab—1=qgn,dou:

a-b+n-(-q)=1.

Démonstration D’apres le théoreme de Bézout (C12.48), ann=1.

Supposons que a A n = 1 et considérons une relation de Bézout pour (a,n)
(C12.39) :
au+nv=1

ot (i, v) € Z2. Nous en déduisons que au =1 [n] et donc b = u convient.

D’apres la démonstration précédente, si a € Z est premier avec n alors on peut déterminer un
Méthode | entierrelatif b tel que ab = 1 [n] en calculant une relation de Bézout pour (a, n). Nous rappelons
qu’'une telle peut s’obtenir en « remontant » I’algorithme d’Euclide.

C12.87. EXERCICE Résoudrel’équation :
(E) 124-x+5=16 [453]

d’inconnue x€ Z.

25



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

» Calculons le PGCD de 453 et 124 avec 'algorithme d’Euclide.

453 = 3-124+81
124 = 1-81+43
81 = 1-43+38
43 = 1-38+5
38 = 7-5+3

5 = 1-3+2

3 = 1-2+1

2 = 2-1+0

Donc 124 A453 = 1.
« Déterminons alors une relation de Bézout pour (124,453) en «remontant » I’algorithme d’Euclide.

1 = 3-2
= 3-(5-3)=2-3-5
= 2-38-7-5)-5=2-38-15-5
= 2-38-15-(43-38)=-15-43+17-38
= —15-43+17-(81—-43)=-32-43+17-81
= —-32-(124-81)+17-81=-32-124+49-81
= —-32-124+49-(453-3-124) =-179-124+49-453

Ainsi —179-124 =1 [453].
o SoitxeZ.

124-x+5=16 [453] —179-124-x—-179-5=-179-16 [453] [x(—179) pour = et x124 pour <]
X —895=—2864 [453]
X =-1969 [453]

X =296 [453]

1000

Dans ce qui précede, la premiere équivalence (le sens réciproque notamment) doit étre analysée avec
soin. L'ensemble solution de (E) est donc {296 +453 -k : k€ Z}.

C12.88. LEMME Soit p un nombre premier. Pour tout k € [1, p — 1], p divise (’Z)

()= (:2)

) e N, p divise le produit k- (Z) Comme p est premier, p A k =1 etle lemme de

Soit k€ [1, p—1]. Comme :

Démonstration " ( p—1
e
k-1

Gaul3(C12.51) livre finalement p divise ’IZ .
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C12.89. THEOREME (PETIT THEOREME DE FERMAT)  Soit p un nombre premier.

YaeZ pta= a’'=1][pl.

« Comme un entier est congru modulo 7 au reste de sa division euclidienne par n,
il suffit de démontrer que, pour tout r € [1,p — 1], rP-1=1 [p]l. Nous procédons par
récurrence finie.
o Initialisation Sir =1alors r’~! =171 =1 etdonc, a fortiori, rP~! = 1 [p]. Lassertion
est donc établie pour r = 1.
e Hérédité Soit r € [1,p —2] tel que rPl=1 [pl. D’'apres la formule du binéme de
Newton :
Zo(p
r+1)P=) rk.

=0\ k

Démonstration D’apres le lemme C12.88 :
(%) r+1)P=rP+11[p].

Comme r”~! =1 [p],onarP =r [p] et donc (%) s'écrit encore :

(5 %) r+1)’=r+1[p].

Comme 1< r+1< p-1,r+1estpremier avec p. D’apres C12.86, il existe b € Z tel que
b-(r+1) =1 [p]. En multipliant chaque membre de (x*) par b, il vient :

r+1)Pl=1[pl].

C12.90. EXERCICE Quel estle reste de la division euclidienne de 5223 par 72

+ Lenombre 7 est premier et 5 est premier avec 7. D’apres le petit théoréme de Fermat (C12.89) :
50=117]

et donc pour tout k€ N, (56)* =17, i.e.

» Nous calculons la division euclidienne de 2 023 par 6: 2023 =337-6+ 1.

e Ainsi:
52023

5337-6+1 [7]
= 5337~6 . 51 (7]
= 1-5'[7]

= 5][7].

« Nous en déduisons que le reste de la division euclidienne de 52°%3 par 7 est 5.
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