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CHAPITRE N°11
NOMBRES REELS ET SUITES NUMERIQUES

§ 1 ENSEMBLES DE NOMBRES USUELS

Cl11.1. RAPPELS

¢ 'ensemble des nombres entiers naturels est noté N. N:=1{0,1,2,3,...}

o L'ensemble des nombres entiers relatifs est noté Z. Z:=1...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
n

» L'ensemble des nombres rationnels est noté Q, Q= {E i(n,d)eZxZ* }

e L'ensemble des nombres réels est noté R.

C11.2. PROPOSITION (DIVISION PAR UN REEL STRICTEMENT POSITIF) Soit a > 0.

VxeR 3l(g,r)eZx[0,al x=qa+r.

C11.3. PROPOSITION-DEFINITION (ECRITURE EN BASE b D’UN ENTIER NATUREL NON NUL, b > 2) Soit
(b,n) € N>p x N*.

.
AreN 3Ilag,...,a) €[0,b-11"""  a,#0etn=)Y ar b*.
k=0

Lécriturede nenbase best| a,...,ap

Cl11.4. EXERCICE Donner les écritures de 14 en base 2, de 123 en base 7 et de 175 en base 13.

C11.5. EXERCICE Soit (b, n) e N>» x N*. Calculer le nombre de chiffres de I'écriture de n en base b.

C11.6. DEFINITION (NOMBRES DECIMAUX ET ENSEMBLE D’ICEUX) Un nombre rationnel r est dit déci-

mal si:
n

ImpeZxN  r=—.
(mpyeExN =15

n
Lensemble des nombres décimaux est noté D, i.e.| D:= {I()_P :(n,p)eZx I\I}.
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C11.7. EXERCICE

1. Vérifier les propriétés de D suivantes.

@ V(x;,x)eD?®  x+xeD [D est stable par addition]

(b) VxeD —-xeD [D est stable par passage a I'opposé]

(©) VY (x1,x) € D? X1 xx€D [D est stable par multiplication]
1

2. Si x est un nombre décimal non nul, son inverse — appartient-il nécessairement a D?
X
C11.8. EXERCICE Soit x € Q*. Démontrer que x € D si et seulement si :

ap 1057,
0

A(r,p) eN* 3F(ag,...,a)) [0,p-11"""  x=

r

k=

)
C11.9. DEFINITION (NOMBRE IRRATIONNEL)  Un nombre irrationnel est un nombre réel qui n’est pas
un nombre rationnel, i.e. un élément de R\ Q.

\ J

( 3

C11.10. PROPRIETE (IRRATIONNALITE DE RACINE DE 2) Le nombre v/2 est irrationnel.

\ J

C11.11. EXERCICE Démontrer que les nombres 5v/2 et 7 — v/2 sont irrationnels.

In(2
C11.12. EXERCICE Démontrer que % est irrationnel.
n

C11.13. REMARQUE Nous démontrerons que e et 7 sont irrationnels, cf. feuille d’exercices n°11.

(C11.14. DERINITION (DROITE NUMERIQUE ACHEVEE)  On complete R par deux objets non réels —oo et ]
+00, pour obtenir I'ensemble :
R:={-o0o} UR U {+o0} .

On prolonge I'ordre usuel sur R 4 R en posant :

VxeR —00< X< +00.

o s — . —2
Lordre ainsi obtenu sur R est total, i.e. pour tout (x,y) eR , x < you y < x.

\ J
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S 2 DENSITE DE Q ET R\ Q) DANS R

( -
C11.15. DEFINITION (APPROXIMATIONS DECIMALES PAR DEFAUT ET PAR EXCES D’UN REEL)
Soient (x,n) € R x N.

10"x - .
1. Le nombre x;, := L T . est appelé valeur décimale approchée de x a la précision 10™" par défaut.
L 110"x]+1 . - . R s - N
2. Lenombre x}; := — est appelé valeur décimale approchée de x ala précision 10™" par exces.
Les nombres x, x;, € D et x;; € D vérifient les deux propriétés suivantes.
“<x<xt s L
X, KX X, et X, — X, Ton
- J

C11.16. EXERCICE Onrappelle que & =3,141592653589793238462643383279502....
1. Donner la valeur décimale approchée de 7 4 la précision 10~3 par défaut.
2. Donner la valeur décimale approchée de 7 ala précision 107° par exces.

( )

. —2
C11.17. THEOREME (Q EST DENSE DANSR)  Si(a,b) e R sonttels que a < b alors:

la,blnQ#d.

( )

C11.18. COROLLAIRE (R\Q EST DENSE DANSR)  Si(a,b) € R’ sont tels que a < b alors :

la,bln R\Q)#&.

& J

C11.19. EXERCICE Soient A:= {ZEP :(n,p)eZx I\I} I’ensemble des nombres dyadiques et(a, b) € R tels
que a < b. Démontrer que |a,b[N A # @.

§ 3 PROPRIETE DE LA BORNE SUPERIEURE

C11.20. RAPPEL  Soit A une partie de R.

1. La partie A est majorée s'il existe M € R tel que, pour tout a € A, a < M. Le nombre M est appelé

majorant de A.
2. Un nombre réel § est appelé maximum de A si § est un majorant de A qui appartient a A. Si A possede
un maximum, alors il est unique et est noté max(A).

3. La partie A est minorée s’il existe m € R tel que, pour tout a € A, m < a. Le nombre m est appelé
minorant de A.

4. Un nombre réel a est appelé minimum de A si a est un minorant de A qui appartient a A. Si A possede
un minimum, alors il est unique et est noté min(A).

5. Lapartie A est bornée s'il existe (m, M) € R? tel que, pour tout a€ A, m < a < M.

6. Nous avons établi que A est bornée si et seulement s’il existe K € R, tel que, pour touta€ A, |al < K.
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)
C11.21. PROPOSITION-DEFINITION (BORNE SUPERIEURE ET BORNE INFERIEURE)
Soit A une partie de R.
1. Ondit que A possede une borne supérieure sil’ensemble des majorants de A possede un minimum.
Dans ce cas, on appelle borne supérieure de A et on note sup(A) le nombre défini par :

sup(A) est le plus petit majorant de A.

2. On dit que A possede une borne inférieure sil’ensemble des minorants de A possede un maximum.
Dans ce cas, on appelle borne inférieure de A et on note inf(A) le nombre défini par :

inf(A) est le plus grand minorant de A.

C11.22. EXERCICE Démontrer que :
0,1[:= {xeR:0<x<1}
possede une borne supérieure et une borne inférieure.

C11.23. EXERCICE Soient Aune partiedeRet—-A:={—a : ac A}.
1. Démontrer que A admet une borne inférieure si et seulement si — A admet une borne supérieure.

2. Si A admet une borne inférieure, démontrer que inf(A) = —sup(—A).

( A
C11.24. AXIOME (PROPRIETE DE LA BORNE SUPERIEURE)  Toute partie non vide et majorée de R pos-
sede une borne supérieure.

\

( A
C11.25. COROLLAIRE (PROPRIETE DE LA BORNE INFERIEURE)  Toute partie non vide et minorée de R
possede une borne inférieure.

\

C11.26. REMARQUES
1. La propriété de la borne inférieure est ce qui distingue fondamentalement Q et R.

2. Lapropriété de la borne supérieure et la propriété de la borne inférieure constituent de puissants outils
pour définir de nouveaux nombres réels.

( A
C11.27. CARACTERISATION DE LA BORNE SUPERIEURE  Soient A une partie non vide et majorée de R et
MeR.

() YaeA a<M [M majorantde A]

M =sup(A) = { (2) Ve>0 dJa,eA M-e<ag [un réel plus petit que M ne majore pas A]
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C11.28. CARACTERISATION DE LA BORNE INFERIEURE

N
Soient A une partie non vide et minorée de R et

m =inf(A) < {

1) YVaeA m<a [M minorant de A]

(2) Ve>0 Ja.€eA a.<m+e [un réel plus grand que m ne minore pas A]

C11.29.

C11.30.

C11.31.

C11.32.

EXERCICE

EXERCICE

EXERCICE

EXERCICE

Etudier les bornes inférieure et supérieure éventuelles de N.

Etudier les bornes inférieure et supérieure éventuelles de Q..

Etudier les bornes inférieure et supérieure éventuelles de A :=

Etudier les bornes inférieure et supérieure éventuelles de A := {

{

1
— 4 —

n

1
n+1

1
m

:neN}

: (n,m)el\l*xl\l*},

C11.33. PROPRIETE (RAISONNEMENT DE PASSAGE A LA BORNE SUPERIEURE)

de R. Supposons que :

dMeR VacA as< M.

Alors A admet une borne supérieure et sup(A) < M.

Soit A une partie non vide

C11.34.

EXERCICE

Soient A et B deux parties non vides de R telles que pour tout (a,b) € Ax B, a < b.

1. Démontrer que A admet une borne supérieure et que B admet une borne inférieure.
2. Démontrer sup(A) < inf(B).

C11.35.

EXERCICE

Soient A, B deux parties majorées et non vides de R. Notons :

A+B={a+b: (a,b)e AxB}cR.

Montrer que A+ B admet une borne supérieure et que sup(A + B) = sup(A) +sup(B).

C11.36.

EXERCICE

Soit A une partie non vide de R.

1. Soit x € R. Justifier que d(x, A) := in£ |x — al est bien défini.
ae

2. Démontrer que, pour tout (x, y) € R?, |d(x, 4) —d(y, A)| < |x - y|.

C11.37.

C11.38.

C11.39.

EXERCICE

EXERCICE

RAPPEL

Soit E un ensemble non vide, soient f: E—— Ret g: E—— R deux fonctions majo-
rées. Démontrer que sup f(x), sup g(x) et sup(f + g)(x) existent, puis que :

x€E x€E xeE

sup(f + g)(x) <sup f(x)+sup g(x).

x€eE x€E x€E

Soit f: R? —— R une application bornée. Démontrer que :

sup inf f(x,y) < inf sup f(x,y).
xeR YVER YER yeRr

Une partie I de R est un intervalle si :

V(x,y,2) €I xRx I xL<y<z= yel.
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£ e N @ > 8N

1. Si I n’est ni minoré, ni majoré, alors I =R.

p
C11.40. THEOREME (DESCRIPTION DES INTERVALLES DE R

Si I est non minoré, majoré et sup([) € I alors I =] —oo,sup(/)].
Si I est non minoré, majoré et sup([) ¢ I alors I =] —oo,sup(l)[.
Si I est minoré, non majoré et inf(I) € I alors I = [inf(I), +ool.
Si I est minoré, non majoré et inf(I) ¢ I alors I =]inf([), +ool.
Si I est borné, inf(I) € I et sup(I) € I alors I = [inf([),sup(])].

Si I est borné, inf(I) ¢ I et sup(I) € I alors I =]inf(l),sup(I)].

Si I est borné, inf(I) € I et sup([) ¢ I alors I = [inf(I),sup(])][.

Si I est borné, inf([/) ¢ I et sup(I) ¢ I alors I =]inf(I),sup(I)I.

Soit I un intervalle non vide de R.

§ 4 GENERALITES SUR LES SUITES REELLES

C11.41. REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE SUITE REELLE
suite (#5,) nen € RN est 'ensemble des points du plan de coordonnées (7, u;) ou n € N.

Le plan est muni d'un repere. Le graphe d'une

AN
[ ]
[ J
[ ]
[ ]
® [ ]
[ ] [ ]
[ ]
14
‘ ‘ ® \
! ! ! ! ! ! ! ! LY 4
0 1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 13 14 15 16
[ ] ¢ [ ]
[ ]
[ ]
Cl11.42. DEFINITION (SUITE MAJOREE, MINOREE, BORNEE)  Soit (#y) nen € RN.
(1) Lasuite (#,),en €St minorée si : A .
¢ [ J
dmeR VneN m<u,. ® o
® )
14
[ ]
\
[ 4
0 1 o ° ®
m
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(2) Lasuite (1) en €st majorée si: A
M
® [ ]
IMeR VneN u,<M. ® o
[ ] o =
14
[ ]
>
0 1 o ° ®
(3) Lasuite (u#,),en €St bornée si: A
M
® [ ]
Jm,M)eR? VneN m<u,<M.  JS o
L] )
1 1
[ ]
?
0 1 o ° e
m
C11.43. PROPOSITION (CRITERE POUR QU’UNE SUITE SOIT BORNEE)  Soit (¢4,,) nen € RV.
La suite (1) nen €St bornée si et seulement si la suite (|u,])) ,en €St majorée.
Cl11.44. DEFINITION (MONOTONIE ET STRICTE MONOTONIE D’UNE SUITE)  Soit (#y) nen € RN.
(1) La suite (u;),en €St croissante si: A
Y ([
VneN u,<up- « °
[ ] [ ]
1+ °
: >
0 1 °
T [ ] [ ]
(2) Lasuite (u#,),en €st décroissante si : T
® o
VneN upy1 <Uy. e o o
14 [ ]
[ ]
‘ >
0 1 o o
[ J
(3) Lasuite (1) en €St strictement croissante si : A
[ J
VneN u,<ups. o ° b
14 e °
. »
0 1 o
t
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(4) Lasuite (u;),en est strictement décroissante si :

VneN up<uy.

T

David Blottiere

~

C11.45. EXERCICE (ETUDE D’UNE SUITE DEFINIE DE MANIERE EXPLICITE)

Soit (¢4,,) pen € RN la suite définie

3—-n .
par, pour tout n € N, u, = —t Etudier la monotonie et le caractére minoré (resp. majoré) de la suite (¢,,) sen-
n

C11.46. EXERCICE (ETUDE D’UNE SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE)

Soit () nen € RN la suite définie par

up € R et la relation de récurrence u,,, = sin(u,), valable pour tout 7 € N. Etudier la monotonie et le caractére

minoré (resp. majoré) de la suite (1) nen-

C11.47. EXERCICE (ETUDE D’UNE SUITE DEFINIE DE MANIERE IMPLICITE)

1. Soit n € N*. démontrer que I’équation :

n n-1

X" +X

d’inconnue x € R; possede une unique solution, que nous noterons u,;, dans la suite.

Fo.+x2+x=1

2. Démontrer que la suite (u,) ,en+ €St strictement décroissante.

3. Ftudier le caractére minoré (resp. majoré) de la suite (1) e+

C11.48. REMARQUE  Soit (i) ey € RY.

1. Si (1) 5en est croissante alors :

Y (n, m) € N2

2. Si (uy) nen est décroissante alors :

Y (n, m) € N2

3. Si (uy)nen €st strictement croissante alors :

Y (n, m) € N2

n<m=— u,<Uu,,.

4. Si (u) nen est strictement décroissante alors :

Y (n, m) € N2

n<m = u,>uy,.
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C11.49. DEFINITION (SUITE STATIONNAIRE) () nen € RY.
La suite (u;),en €st stationnaire si elle est constante
. y . . . A
a partir d'un certain rang, i.e. si:
dngeN VneN nZ=ny = Up= Uy, . L] ° ¢ ? ¢ 0
14 ¢ :
. \
! [ 4
0 1 o [ ] Tlo
. . 2023 . .
C11.50. EXERCICE Démontrer que la suite | | —— est stationnaire.
n neN*

§ 5 LIMITE D’UNE SUITE REELLE

~

C11.51. DEFINITION (LIMITE FINIE D’UNE SUITE REELLE)  Soit (i) nen € RVN. Soit £ € R. On dit que la
suite (uy) nen tend vers ¢ lorsque n tend vers +oo, si :

Ve>0 dN.eN VneN n>N, = |lu,—¥¢|<e.

A
°
O
{4 € frrmmmmmmmmmssssssesceecesessssssesssssossemena
p ° ° l ° ° ::_6
° ° xS
f—g _____________________ O e e e e ___. [ ) \re
11 !
° E
: >
0 1 N
°

Dans ce cas, on note Up /.
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C11.52. DEFINITION (LIMITE INFINIE D’UNE SUITE REELLE)  Soit (#,,) nen € RY.

1. On dit que la suite (1) ,en tend vers +oo lorsque n tend vers +oo, si :

VAeR 3TNy eN VneN n>2Ny = u, = A.

Dans ce cas, on note

AN
[ ]
[ ] [ ]
[ ] ( ]
° ° ?
[ ]
A e e ,
1t !
° :
. \
! (4
0 1 Ny
[ ]
Dans ce cas, on note Up +00.
2. On dit que la suite (1) ,en tend vers —oo lorsque n tend vers +oo, si :
VBeR INgeN VneN n>Np = u,<B.
A
]_ 1
g °
Ng N
: [4
0 1 '
° :
B f---- PO P PP P L P L PP LR PP PP EEPEEPE
[ ] [ ]
[ ] ( ]
[ ] [ ]

U; —— —00.

10
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n
C11.53. EXERCICE Démontrer que

—— 0, en revenant a la définition.
C11.54. EXERCICE Démontrer que la suite ((—1)"),en ne tend vers aucun élément de R.

1
C11.55. EXERCICE Démontrer que — —— 0, en revenant a la définition.
n

+00, en revenant a la définition.

C11.56. EXERCICE Démontrer que n —cos(n)

( )

C11.57. PROPOSITION  Soit une suite (i,,) neny € RY. On suppose qu’il existe ¢ € R telle que :

up—— 4.

Alors ¢ est unique et est appelé limite de la suite (u;,) ,en. On pose|  limuy, :=¢

- J

-
C11.58. DEFINITION (SUITE CONVERGENTE, SUITE DIVERGENTE)
Une suite (#y) nen € RN est dite convergente s'il existe ¢ € R telle que u;, — ¢. Elle est dite divergente
—T00
kdans le cas contraire.
( . P 2z
C11.59. ProrosiTioNn Toute suite réelle convergente est bornée. ]
-

C11.60. EXERCICE (VRAI OU FAUX)  Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Chaque
résultat sera justifié par une démonstration ou par un contre-exemple.

1. Une suite réelle (u,),cn converge vers un réel £ si et seulement si la suite (|u, — £1) ,en converge vers 0.
Si une suite réelle est bornée alors elle converge.

Une suite qui diverge vers +oo n’est pas majorée.

Une suite qui diverge vers +oo est minorée.

Si une suite réelle est non majorée alors elle diverge vers +oo.

Une suite réelle est soit convergente soit divergente vers —oo ou +oo.

Une suite réelle (u,) ,en converge vers un réel ¢ si et seulement si la suite (|uyl),en cOnverge vers |4].

Une suite réelle (u,) ,en converge vers un réel 0 si et seulement si la suite (|u,|) ,en converge vers 0.

© e N o ge W

Une suite réelle qui converge vers 0 a un signe constant a partir d'un certain rang.

p—
e

Une suite réelle qui diverge vers +oo est croissante a partir d'un certain rang.

[—
—

. Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est bornée a partir d'un certain rang.

—
[\

. Si (up) yen €St une suite telle que, pour tout n €N, u,, > 0 si (1) ,eny converge vers un réel £ alors ¢ > 0.

~

-
C11.61. PROPOSITION  Soit (&) nen € RN une suite qui converge vers un réel £ > 0. Alors u, > 0 a partir
d’'un certain rang, i.e. :

dngeN VneN n=zny=u,>0.

11
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( )

C11.62. PROPOSITION (OPERATIONS SUR LES LIMITES)  Soient (&) nen € RY, (0) nen € RN deux suites,
(£1,02) eR? et (¢7,05) e R* x R*.

(1) Addition de deux suites

(a) Siu,—— ¥1etv,—— ¥¢yalors u,+ v, —— 1+¥>.

(b) Siu,—— ¥lietv, +oo alors uy, + vy, +o00.
(¢) Siuy, —— ¥¢;etv, —— —ocoalors u, + v, —— —oo.

(d) Siu,

+oo et vy,

+oo alors uy, + vy, +o00.

(e) Siuy, —oo et v, —— —oo alors u, + v, —— —oo.

(2) Multiplication par un scalaire non nul A

() Siu, ¢ alors Auy, Alq.
(g) Siup +o0 alors Au, sgn(A) x +oo.
(h) Siu, —oo alors Au,, sgn(A) x —oo.

(3) Multiplication de deux suites

(i) Siwu, —— ¥;etv, — ¥y alors u,v, —— l1¢>.

G) Siuy, /7 et v, —— +oo alors u, v, —— sgn(¢;) x +oo.
(k) Siu, ¢} et v, —— —ooalors u, v, — sgn(¢;) x —oo.
(D Siu, +o0 et vy, +oo alors u, v, +o00.

(m) Siuy, +o00 et v, —— —oo alors u, v, —— —oo.

(n) Siu, —— —ocoetuv, —— —ooalors u,v, +o00.

(4) Quotient de deux suites On suppose qu’aucun des termes de la suite (v;,) ,en n'est nul.

u 14
(0) Siu, —— ¢ etv, —— ¢; alors L

u
(p) Siu, —— ¢ et v, —— +oo alors =2 _ 0.
Un

u
(@ Siuy,—— ¥, etv, —— —ooalors v_n — 0.
n

. u
(r)  Siup, —— +oo et v, —— ¢; alors L sgn(¢;) x +oo.
Un

u
(s) Siuy —— —ocoetv, — ¢; alors U—n — sgn(¢y) x —oo.
n

(a) Supposons u, — ¢; et v, — 0.
Soit € > 0. Alors il existe N} € N tel que :

€
(%) pour tout n > Nj, Iun—flléi
Démonstration .
et il existe N, € N tel que :
€
(%) pour tout n > No, |v,— 02| <§'

Soient N, := max{N;, N>} et n > N;.

12
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D’apres I'inégalité triangulaire :
[up+ vy — 1+ 2)| < lup—C011+|uy,— 42| .
Puisque n > N, > N; et n > N; > N, nous déduisons de (x) et (% %) :

E
luy, + vn—(€1+€z)|<Iun—£1|+|un—€zl<§+ =€.

DN ™

M >0tel que:
(%) pourtout neN, |u,l <M.

Il existe N; € N tel que :

€
* %k ourtoutn >Ny, |u,—01l<—mm
( ) P = 1V] |n 1|\2(|€2|+1)
et il existe N, € N tel que :
£
(% % %) pour tout 1 > N, |vn—€2|<m.

Soient N, := max{Nj, N>} et n > N, de sorte que n > Nj et n > No.

C11.63. EXERCICE  Soit (45),en Une suite a termes tous non nuls telle que u©;, —— 0.

1 —
1. La suite (—) possede-t-elle une limite dans R?
Un ) neN

1
2. On suppose de plus que u, > 0 a partir d'un certain rang. Démontrer que — —— +oo.
Up

David Blottiere

(i) Supposons u,, — ¢, et v, —— ¥». La suite (u,) ,en €st donc bornée, i.e. il existe

lunvn— 01621 = |upvy—upls+upls— 14|
< upl vy — ol + 105 luy, — 41| [propriété de la valeur absolue]
< M vy =20l +162] luy— 04 [()]
< Mo+l =————  [(%%) et (x % %)]
2M 2(1421+1)
< €

)
C11.64. PROPOSITION (PRODUIT D’UNE SUITE BORNEE PAR UNE SUITE CONVERGEANT VERS 0)
Soient (up) nen € RY, (V1) nen € RV,

Siuy, 0 et si (vy,) nen €st bornée alors uy, v, —— 0.

C11.65. Exercice Etudier le comportement asymptotique de la suite (

n% + sin(n))
n+1 neN

13
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§ 6 PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE LARGE

p
C11.66. PROPOSITION (PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE LARGE)
Soient (¢4,) peny € RY, (V) nen € RN deux suites possédant chacune une limite dans R.

Si u, < v, a partir d'un certain rang, alors limu,, <limv,.

On suppose que ¢; :=limu, et ¢, :=lim v,, sont des nombres réels.
Soit € > 0.

Par hypothese :
« il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, u, < vy;
o il existe N; e Ntel que pourtoutn > Ny, (1 —e < u, <l +¢;
n=>N,, 0—e<v,<¥lr+e.

Ainsi, si N := max{Ny, N1, N>}, 0 < vN—uN<€2+€—(€1—e) 252—51 + 2¢.
Nous déduisons de cette étude que :

« il existe N, € N tel que pour tout
Démonstration

(%) pourtoute >0, ¢;—¥,<2¢.

0,70
Si ¢, — ¢, > 0 alors (x) appliqué avec € — -2

l1-0,<0

> 0 livre une contradiction. Donc

C11.67. EXERCICE  Soit () neny € RN une suite minorée par 0 et majorée par 1. Sila suite () ,eny cOnverge,
que peut-on dire de lim u,, ?

§ 7 THEOREMES FONDAMENTAUX D’EXISTENCE DE LIMITES

( )
C11.68. THEOREME (EXISTENCE D’UNE LIMITE FINIE PAR ENCADREMENT) Soient trois suites réelles
(Un) neNs (V) nen €t (Wy) pen- On suppose que .

(H1) u, < v, < wy, apartir d'un certain rang;
(H2) les deux suites (i) nen €t (W) nen convergent vers le méme réel £.

Alors

(C1) lasuite (v,),en admet une limite finie (i.e. converge);
(C2) limv, =¢.

Soit € > 0. Par hypothése :
« il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, u, < v, < Wy;
e il existe N; e Ntelque pourtoutn> Ny, ¢ —e<u, <l +¢;
) ) o il existe Ny e Ntel que pourtoutn > Ny, { —e < w, < +e¢.
Démonstration
Soient N, := max{Ny, N1, No} et n > Ng, de sorte que n > Ny, n > N; et n > N,. Alors :

l—e<u,<vy,<w,<l+e¢

etdonc|v, —¥¢| <&
C11.69. ExercicE  Etudier comportement asymptotique d’une suite réelle (u,,) ,en telle que, pour tout
neN:

1
|ty =11 = 5 Jup =11

14
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C11.70. EXERCICE Soitunréel x. Onrappelle que, pour tout n € N, x;, (resp. x;,) désigne la valeur décimale
approchée par défaut (resp. par exces) de x avec une précision de 10~". Démontrer x,, xetx; X.

( )
C11.71. THEOREME (DIVERGENCE VERS +00 PAR DOMINATION) Soient (1) sen €t (Vn) nen deux suites
réelles. On suppose que :

(H1) u, < v, apartir d'un certain rang;
(H2) u;; —— +oo.
Alors

(C1) la suite (v,,) sery admet une limite dans R;

(C2) limv,, = +oo.

& J

Soit A € R. Par hypothese :

No, un < vp;

N1, A< uy,.
en>Nygetn> Np.Alors A< u, < vy,

« il existe Ny € N tel que pour tout n >
Démonstration « il existe N; € N tel que pour tout n >
Soient N4 := max{Np, N1} et n > Ny, de sorte qu
etdonc A< v,,.

C11.72. ExercicE  Etudier comportement asymptotique d'une suite réelle (1) ey Vérifiant, pour tout
neN:
1
Upt > S Up+1 -

( R
C11.73. COROLLAIRE (DIVERGENCE VERS —co PAR DOMINATION)  Soient (#,)en €t (V5) nen deux suites
réelles. On suppose que :

(H1) u, < v, apartir d'un certain rang;
(H2) v, —— —o0.
Alors

(R1) la suite (u#,,),,en admet une limite;

(R2) limu, = —oo.

On applique le théoréme C11.71 aux suites (—uy) nen €t (— V) nen, PUis un résultat sur

Démonstration les opérations sur les limites (cf. propriété (g) de C11.62).

C11.74. EXERCICE Démontrer que sin(n) + (-1)" — n —— —oo.

15



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

~

p
C11.75. THEOREME (DE LA LIMITE MONOTONE)  Soit (¢;) ,en une suite réelle. Si (u#,) ,en €St monotone
alors (1) ,en admet une limite dans R. Précisément on a les résultats suivants.

1. Si (u;)5en st croissante alors :
supu, € R si(u,)nen €St majorée;

neN
Un

+00 si (Up) nen N'est pas majorée.

2. Sila suite (uy) zen €St décroissante alors :

ig{l U, € R si(uy),en €St minorée;
n
Un >

+00 si (Up) nen N'eSt pas minorée.

& J

=

n
C11.76. EXERCICE Pour tout n€N*, on pose S,:= )
k=1

1
1. Démontrer que Sz, — Sy, > 3 pour tout n € N*,

2. Etudier les variations de la suite (S,,) jen-

3. Déduire des deux questions précédentes que S;, —— +o00.

~

p
C11.77. DEFINITION (SUITES ADJACENTES)  Deux suites réelles (1) nen €t (V) nen SOnt adjacentes si :
1. I'une est croissante;
2. l'autre est décroissante;

3. Ltn—l}n—>0.

Soient (1) nen €t (V) nen deux suites réelles. On peut avoir u, — v, —— 0 sans qu’aucune des deux
suites (Un) nen €t (V1) nen Nadmettent de limite. Un contre-exemple est donné par les suites (u,) zen
@ et (V) nen définies par, pour tout n € N :

1
Uy = (—1)n+m et Uy = (—l)n

~

rCl 1.78. THEOREME (DES SUITES ADJACENTES)  Soient (1) nen €t (V) nen deux suites adjacentes. Alors :
(C1) les deux suites (uy) nen €t (V5) nen admettent une limite finie (i.e. convergent);
(C2) limu, =limuv,.

En outre si (¢#,,) ,en €St croissante et (v;,) en €st décroissante alors :

YV (p,q) e N? up <limu, =limv, <v,.

C11.79. EXERCICE Démontrer que les suites () nen« €t (V5) nen+ définies par, pour tout n € N* :

no1
et Upi= Uy +

! !
i—o k! nxn!

convergent et que lim u,, =lim v,,.

16



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 8 SUITES EXTRAITES

C11.80. DEFINTION (SUITE EXTRAITE)  Soit (1) nen Une suite réelle. On appelle suite extraite de (1) nen
toute suite (u(p(n)) nen OU @ N N est une application strictement croissante.

C11.81. EXEMPLE  Soit (u,),en une suite réelle. Alors les suites (425,) ,eny, (U2n+1) nen €t (Usn) neny SONt des
suites extraites de la suite (i) en-

C11.82. EXERCICE (DOUBLE EXTRACTION D’UNE SUITE REELLE)  Soit (#,) ,en Une suite réelle. Soit (u(p(n))neN
une suite extraite de (u,) ey OU @ N N est une application strictement croissante. Justifier qu'une suite
extraite de (up(n)) . €St une suite extraite de (1) nen.

( B
C11.83. LEMME (CLE POUR LES SUITES EXTRAITES) Soit ¢: N —— N une application strictement
croissante. Alors :

VneN pn)=n.

Nous raisonnons par récurrence. Posons, pour tout n € N, & (n) le prédicat « p(n) = n».
e Initialisation Comme ¢ est a valeurs dans N, ¢(0) € N et donc ¢(0) > 0.
o Hérédité Soit n € N tel que ¢(n) > n. Comme n < n+1 et ¢ est strictement

. . croissante :
Démonstration

n<epn<en+l)

etdonc n < ¢@(n+1). Comme n et ¢(n+ 1) sont entiers, nous en déduisons :

n+1<epn+l1).

( R
C11.84. THEOREME (LIMITE D’UNE SUITE EXTRAITE D’UNE SUITE ADMETTANT UNE LIMITE)  Soit (¢4;) sen
une suite réelle. Soit (up(n)) sen Une suite extraite de (u,) pen O 2 N N est une application stricte-

ment croissante. Soit ¢ € R.

Supposons que la suite (u,) ,en converge et posons ¢ :=limu, € R.
Soit € > 0. Comme u,, ?, il existe N, € N tel que :

) ) (%) pourtout m > Ng, |up,—¥¢|l<c¢.
Démonstration

Soit n > N;. Par le lemme précédent ¢(n) > n > N, et donc d’apres (x) (m — ¢(n)) :

|Lt(p(n)—€|<€.

C11.85. EXERCICE  Soit (4,)en une suite telle que u,, —— 0. Que dire du comportement asymptotique
des suites suivantes.

(Un+1) neN (U21) neN (U2n41) neN (U3p217) neN

17
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C11.86. REMARQUE Lethéoreme C11.84 a de tres nombreuses applications. Il permet, par exemple, d’éta-
blir que des suites n'ont pas de limite (cf. exercices suivants).
C11.87. EXERCICE Déduire du théoreme C11.84 que la suite ((—1)") ey n'a aucune limite dans R.
C11.88. EXERCICE Déduire du théoréme C11.84 et des relations :

cos(n+1) = cos(n) cos(1) —sin(n) sin(1) et cos®(n) +sin®(n) = 1

valables pour tout n € N, que la suite (cos(n)) ,en N'a aucune limite dans R.

g
C11.89. EXISTENCE DE LIMITE VIA LES SUITES EXTRAITES DES TERMES D’INDICES PAIRS ET IMPAIRS
Soient (1) zen. Soit £ € R.

(ugn ety —»[) = u,—/.

Supposons ¢ € R, uz, letuy,.——F.

Soit € > 0. Par hypothese :
(a) il existe N; € N tel que pour tout p > Ny, |u2p — €| <e
(b) il existe N» € N tel que pour tout p >

Soient N; := max{2N;,2N, + 1} et n > N.

e Casou n est pair. S’il existe p e N tel que n =2p, alors::

N, |ugp1— €| < e

Démonstration 2p=nz=N; > 2N;

livre p > Ny. D’apres (@), |un, — 0| = |uzp — €| <&

e Casoun estimpair. S'il existe pe Ntelque n=2p+1, alors:
2p+1=n=>2N; 22N> +1

livre p > N,. D’apres (b), |u, — €|:|u2p+1—€|<£

Dans tous les cas, |u, — 4| <¢

C11.90. REMARQUE  Ce théoreme peut étre utilisé pour établir la convergence d'une suite définie par
récurrence dans le cas ou la fonction sous-jacente est décroissante.

C11.91. THEOREME (DE BOLZANO-WEIERSTRASS)

Toute suite réelle bornée possede une suite extraite convergente.

C11.92. EXERCICE  Soient (up)nen €t (V5)nen deux suites réelles bornées. Démontrer qu’il existe une ap-
plication ¢: N —— N strictement croissante telle que les suites (g (1)) nen €t (Vpm)) nen convergent.

C11.93. EXERCICE Soient () en Une suite non majorée.
Démontrer qu'’il existe une application ¢: N —— N strictement croissante telle ;) —— +oo.

18
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§ 9 TRADUCTION SEQUENTIELLE DE CERTAINES PROPRIETES

C11.94. DEFINITION (PARTIE DENSE DER)  Une partie A de R est dense si :

V(a,b)eR®> a<b = Anla,b[# @.

C11.95. ExeEMPLE Les parties D, Q et R\ Q sont denses dans R, cf. C11.17 (énoncé et démonstration) et
Cl11.18.

( A
C11.96. CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA DENSITE  Soit A une partie de R. Alors A est dense si
et seulement si :

VxeR 3(ay) ey € AN a X.

Supposons que A est dense dans R et considérons un réel x.

Alors, pour tout n € N :
1 1
X — X+
n+1 n+1

NA#Z@.

1 1
X+

, N A.
n+1 n+1

Soitdonc a, € | x—

Par construction :

— la suite (ay) ,en €st une suite de points de A :

— pour tout neN, x — x (théoreme d’enca-

<a,<x+
n+1 n+1

et donc a,

Démonstration drement).

Supposons que, pour tout x € R, il existe (a,) e € AN tel que a,, —— x. Consi-

dérons deux nombres réels a et b tels que a < b.
a+b

b-a
Par hypothése, il existe (a,) ey € AN tel que a,, —— . Comme € := — 0, il

existe N, € N tel que, pour tout n > N,

a+b N
a, — — < e. En particulier :

5a+b a+b b-a b-a b—a a+b b-a a+5b
6 2 3 3 eSS tes - =

+ b.
3 2 3 6

a<

Ainsi an, € Anla,bl.

n
C11.97. EXERCICE (DENSITE DES NOMBRES TRIADIQUES) Démonter que A := {3_;; 2 (n,p)eZx I\I} est
dense.

( D
C11.98. CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA BORNE SUPERIEURE Soient A une partie de R non
vide et majorée, M € R.

YacA a<M [ M majore A|

M=sup(d) = { J@ap)pene AN a, — M [une suite de points de A converge vers M]
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( . . D
C11.99. CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA BORNE INFERIEURE  Soient A une partie de R non vide
et minorée, m € R.

YacA m<a [m minore A]
I(a)nen € AN ap m [une suite de points de A converge vers m|

m=inf(A) << {

§ 10 SUITES COMPLEXES

)
C11.100. DEFINITION (SUITE COMPLEXE CONVERGENTE)  Soient (u;),en Une suite de nombres com-
plexes et ¢ € C. On dit que la suite (u,,) ,en converge vers £ et on écrit uy, lsi:

Ve>0 IN.eN VneN n=N,=|u,—-¥¢|<e¢.

ol |- | désigne le module.
k

( . 3
C11.101. CARACTERISATION DE LA CONVERGENCE PAR LES PARTIES REELLE ET IMAGINAIRE  Soient (#4;) neN
une suite de nombres complexes et ¢ € C.

Re(u;) —— Re (¥)

U, — ¥ < et
Im (u;) —— Im(¥)

C11.102. NOTIONS ET RESULTATS SUR LES SUITES REELLES QUI S’ETENDENT AUX SUITES COMPLEXES
e Les théoremes d’opérations.
e Le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

C11.103. NOTIONS ET RESULTATS SUR LES SUITES REELLES QUI NE S’ETENDENT PAS AUX SUITES COMPLEXES

e Lanotion de suite monotone, le théoreme de convergence monotone.

» Lanotion de suites adjacentes, le théoréme des suites adjacentes.

C11.104. EXERCICE (MODULE ET ARGUMENTS)  Soit (py)nen une suite de réels positifs. Soit (0,,) ,en une
suite de réels. On suppose que la suite (z,) ,en, de terme général

2= ppedn

est convergente et on note z = pe'? sa limite (que I'on suppose non nulle), o1 p est un réel positif et § un réel.
1. Les suites (p,) nen €t (05) nen convergent-elles nécessairement?

2. Reprendre la question 1 avec I’hypothese additionnelle suivante.
(H1) VneN, 0,€10-m,0+n]
3. Reprendre la question 1 avec les hypothéses additionnelles suivantes.

(H1) VneN, 0,€10 —m,0+m)
(H2) p>0

20
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C11.104.01. DELASUITE (¢"),_,, OU g EST UN NOMBRE COMPLEXE

neN

(1) Si|q|<1alors g" ——0.
(2) Sig=1alorslasuite (g"),,, est constante égale a 1 donc g" — 1.

(3) Si |q| =1et g #1 alors la suite (q”)neN est bornée mais ne possede aucune limite dans C.
(4) Si |q| > 1 alors la suite (¢") nen TV est pas bornée donc ne possede aucune limite dans C.

§ 11 SUITES ARITHMETIQUES

( A
C11.105. DEFINITION (SUITE ARITHMETIQUE ET RAISON D’UNE TELLE)  Soit (u#,) ,en Une suite. Elle est
dite arithmétique sil'on passe d'un terme de (u,) ,en au suivant en ajoutant une méme constante, i.e. si :

dreR VneN upii=u,+r.

De plus, si un tel réel r existe alors il est unique (puisque égal u; — 1) et il est appelé raison de la suite.

\ J

C11.106. EXERCICE
1. La suite (uy) ,en définie par, pour tout n €N, u, := 3 —2n, est-elle arithmétique ?

2. Lasuite (1) zen définie par, pour tout n € N, u,, := 4" est-elle arithmétique?

( D
C11.107. FORMULE EXPLICITE POUR LE TERME GENERAL D’UNE SUITE ARITHMETIQUE  Soit (i) zen UNE
suite arithmétique de raison r.

Y(n,p)eN?  u,=uy+(n-pr.

C11.108. EXERCICE Soit (u,) =1 une suite arithmétique de raison 3. Donner une expression de u, en
fonction de u;, pour tout n € N*.

( B
C11.109. DEFINITION (D’UNE SUITE ARITHMETIQUE PAR SON PREMIER TERME ET SA RAISON) Soient
no € N et deux nombres réels a, r.

1. Il existe une unique suite arithmétique (u,);>,, de premier terme u,, = @ et de raison r. On la
nomme suite arithmétique indicée par N ,, de premier terme « et de raison r.

2. La suite arithmétique (u,) >, de premier terme u,, = a et de raison r vérifie :

VneNsy,, Up=a+n—-ngyr.

C11.110. Exercice Etudier le sens de variation et la limite éventuelle de la suite arithmétique (u,),>1 de
premier terme 3 et de raison 7.

C11.111. EXERCICE  Soient deux nombres réels a et r. Soit (u,) ,en 1a suite arithmétique indicée par N
de premier terme « et de raison r. Soient n; et n, des entiers naturels tels que n; < ny. Calculer la somme

n2
Z Uj.

k= n

21



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 12 SUITES GEOMETRIQUES

( A
C11.112. DEFINITION (SUITE GEOMETRIQUE ET RAISON D’UNE TELLE) Soit (1) ,en une suite. Elle est
dite si’on passe d'un terme de (u,) ,eny @u suivant en multipliant par une méme constante, i.e. si:

dgeR VneN Un+1 =G X Up .

De plus, si le premier terme ug de la suite (u,) ,en €St non nul et si un tel réel g existe alors ce dernier est
unique (puisque égal a u;/uy) et il est appelé raison de la suite.

\ J

C11.113. EXERCICE
5
1. La suite (1) nen définie par, pour tout n €N, uy, := o est-elle géométrique?

2. Lasuite (1) ,en définie par, pour tout n €N, u, :=2n+ 1 est-elle géométrique ?

( D
C11.114. FORMULE EXPLICITE POUR LE TERME GENERAL D’UNE SUITE GEOMETRIQUE  Soit () n>p, une
suite géométrique de raison q.

Vn€N>n0 u”ZUnoan_no.

C11.115. EXERCICE  Soit (4p)nen+ une suite géométrique de raison 2. Donner une expression de u, en
fonction de u;, pour tout n € N*.

( A
C11.116. DEFINITION (D’UNE SUITE GEOMETRIQUE PAR SON PREMIER TERME ET SA RAISON) Soient
np € N, deux nombres réels «, g.

1. Il existe une unique suite géométrique (u,),>,, de premier terme u,, = a et de raison ¢. On la
nomme suite géométrique indicée par N>, de premier terme « et de raison q.

2. La suite géométrique (1) ,>n, de premier terme u,, = a et de raison q vérifie :

VneNsy, uUp=axq" ™.

\ J

C11.117. Ex©ERrcICE FEtudier le sens de variation de la suite géométrique (u,) ,en+ de premier terme 6 et de

) 1
raison —.
3

C11.118. EXERCICE Soient deux nombres réels a et g. Soit (1) ,en 1a suite géométrique indicée par N de

12
premier terme « et de raison ¢g. Soient n; et n, des entiers naturels tels que n; < n,. Calculer Z Up.
k=l’l1

C11.119. THEOREME (LIMITE DE (¢"), 00 g€R) Soitg€R.

0 si-1l<gxl
q' — 1 sig=1
+oo0 sig>1.

Si g < —1 alors la suite (g") ,en n"admet pas de limite.
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§ 13 SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

C11.120. DEFINITION (SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE)  Soit (¢#,) ,en une suite réelle. Elle est dite
arithmético-géométrique si :

I(a,b)eR® VneN ups =au,+b.

C11.121. REMARQUE  Soit (#y)en une suite arithmético-géométrique. Alors :
(a,b)eR®> VneN  upy =au,+Db.

1. Si a=1, alors la suite est arithmétique.
2. Si b =0, alors la suite est géométrique.

Les suites arithmético-géométriques généralisent donc les suites arithmétiques et les suites géométriques.

C11.122. METHODE POUR EXPLICITER LE TERME GENERAL D’UNE SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE
Soient np €N, a un réel différent de 1 et b un réel. On considere la suite (u,) >, définie par la donnée de son
premier terme u,, dans R et la relation de récurrence :

Upi1=aly+Db
valable pour tout n € N> ,,. La suite (u,),>5, est bien définie et est arithmético-géométrique (par définition

méme). Pour obtenir une formule explicite de u,, (n € N ,,), on peut procéder comme suit.

1. On calcule le point fixe de I'application affine x — ax+b, i.e. onrésout’équation ax+b = x d'inconnue
x € R. On note xp 'unique solution de cette équation.

2. On démontre que la suite (v,) ;>5,, définie par, pour tout n > ng :

est géométrique de raison a.
3. On en déduit une expression de v, en fonction de n (n € N3;,).

4. De v, = u, — xp, pour tout n € N>, et du résultat de I'étape 3., on déduit une formule explicite pour u,
en fonction de n (n € N3 ,).
C11.123. EXERCICE  Soit (#,)sen+ la suite définie par u; = 2 et la relation de récurrence

1 1
Up+1 = gun"‘i

valable pour tout n € N*. Exprimer u,, en fonction de n, pour tout n € N*.

§ 14 SUITES RECURRENTES LINEAIRES D’ORDRE 2

C11.124. DEFINITION (SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2)  Soit (i) ,en Une suite réelle. Elle est
dite récurrente linéaire d’ordre 2 si :

3(a,b)eR®> VneN Upio = AUny1 + buy,.
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-
C11.125. FORMULE EXPLICITE POUR LE TERME GENERAL D’UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2

Soient a et b deux nombres réels. On considere la suite (u,) ,en définie par la donnée de ses deux premiers
termes ug et u; dans R et la relation de récurrence :

Up+2 = AUp+1 + buy

valable pour tout n € N. La suite (1) ,en est bien définie et est récurrente linéaire d’ordre 2 (par définition-
meéme). On introduit son équation caractéristique :

(Ecar) : *—ax—-b=0

d’inconnue x € C.

e Cas ot (Ecqp) possede deux solutions distinctes dansR  Si ((Ecar) possede deux solutions distinctes r;
et r, dans R, alors il existe deux réels 1; et A, tels que :

VneN up=Arr'+ 2,1}

e Cas out (Ecqy) possede une unique solution dans R Si (Ecqr) posseéde une unique solution ry dans R,
alors il existe deux réels 1, et A, tels que :

VneN up=Mri+Axnrj.

e Cas ot (Ecqy) possede deux solutions complexes conjuguées dans C  Si (E¢yr) possede deux solutions
complexes conjuguées dans C, alors celles-ci sont non nulles; on peut donc les écrire sous la forme
rei® et re=1% ot r € Rog et 6 € R (forme exponentielle). Il existe deux réels 1; et A, tels que :

VneN U, = A1 r'*cos(nf) + A, r'*sin(n).

Démonstration I Ce théoreme sera démontré plus tard dans I’année, a I'aide des matrices.

C11.126. REMARQUE Le théoreme précédent présente une forte analogie avec celui donnant !’ensemble
solution d'une EDLCCH2 dans le cas ol K = R. Toutefois on prendra garde qu’ici, dans le troisieme cas,
on considere une forme exponentielle des deux solutions (et non une forme algébrique comme pour les
EDLCCH?2).

C11.127. EXERCICE

1. Expliciter le terme général de la suite (u,,) ,en définie ©y = 1, u; =2 et la relation de récurrence :
Up+2 = —Up+1 +2Up

valable pour tout n € N.

2. Expliciter le terme général de la suite (u,,) ,en+ définie u; =0, up = 1 et la relation de récurrence
Un+2 =2Upt1 —2Up

valable pour tout n € N*.
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