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CHAPITRE N°10
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

C10.1. NoratioNn Lalettre K désigne R ou C.

§ 1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

(C10.2. DErNITION (EDL1)  Une équation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDLI) est une équation de |
la forme :
(E) y+ax)y=bx) , ye€'UK)

oll (a, b) € €°(I,K)? avec I un intervalle de R. Si le second membre de (E) est nul, i.e. si b est la fonction
nulle sur I, alors 'EDL1 (E) est dite homogene (EDLH1).

~

(C10.3. DEFINITION (SOLUTION D'UNEEDL1)  Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I, K)? et 'EDLI :
(E) y+ax)y=bx) , ye€'UK).
1. Une solution de (E) sur I est une fonction y € €' (I,K) telle que :
Vxel y'(x)+ax)yx) =bkx).
2. L'ensemble solution de (E) sur I est :

Sol(E),I:{yecél(I,[K) cVxel y’(x)+a(x)y(x):b(x)}c%l(I,K).

C10.4. DEFINITION (EDLH1 ASSOCIEE A UNE EDL1)  Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I,K)? et
I'EDL1:
(B) Y+axy=bx) , ye€' (K).

LEDLHI]1 associée a (E) est :

(EH) y'+a®)y=0 , ye€'UK).

& J

C10.5. EXERCICE Soit]’'EDL1:
, 1
(E) y—;y:x , 1=]0,+00][.

Expliciter 'TEDLH1 (E H) associée a (E) et donner une solution de (EH) sur ]0, +oo[ puis une solution de (E)
sur ]0, +ool.

r

C10.6. DEFINITION (COURBE INTEGRALE D’UNE EDL1)  Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I,R)? et
I'EDL1:
(E) y+ax)y=bx) , ye€'(K).

Une courbe intégrale de (E) est une courbe représentative d'une solution de (E), dans le plan muni d'un
repere orthonormé.
-
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C10.7. REMARQUE Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I,R)? et 'EDLI :
(B) y+ax)y=bx) , ye€'(K).

Considérons une solution y € €' (I, R) et sa représentation graphique %y dans un repere orthonormé du plan,
qui est par définition une courbe intégrale de (E). Alors pour tout x€ I :

la tangente a €y au point de coordonnées (x, y(x)) a pour pente ¥ (x) = —a(x)y(x)+b(x)
donc le vecteur de coordonnées (1, —a(x) y(x) + b(x)) en est un vecteur directeur.

On peut donc en tracant le champ de vecteurs :

IxR — R?
(x,y) — 1Q,—ax)y+b(x)

avoir une intuition géométrique des courbes intégrales de (E). En effet, les courbes intégrales épousent le
champ de vecteurs.

C10.8. CHAMP DE VECTEURS ET COURBES INTEGRALES DE y' +sin(x) y =sin(x) , [ =R
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C10.9. EXERCICE Soient I unintervalle de R, a € €°(I,K) et 'EDLH1 :
(E) y+ax)y=0 , ye€'UK).

1. Donner une solution « évidente » de (E) sur 1.
2. Justifier 'existence d'une primitive A de a sur I, donner une expression intégrale de A.

3. Déterminer une solution de (E) sur I qui ne s’annule pas sur 1.

-
C10.10. DEFINITION (ENSEMBLE DES COMBINAISONS LINEAIRES D’UN NOMBRE FINIE DE FONCTIONS)
Soient A une partie de R, n e N* et fi,..., f;; des fonctions de A dans K. Alors :

n
Vect(fl,...,fn) = { Z/lkfk (A, A EKn}CKA
k=1

est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des fonctions fi,..., f;.

-

C10.11. EXERCICE  Soit A une partie de R et f € KA. Décrire Vect( f) al'aide d’'une phrase.

C10.12. EXERCICE On considere les trois fonctions suivantes.

R — R
X — X

R — R
2

R — R
x +— cos(x)

h I

X — X

La fonction g appartient-elle a Vect(fi, f2)?

C10.13. EXERCICE On considere les trois fonctions suivantes.

R — R
X — cos(x)

R — R
x — cos(3x)

R — R
X — cos3(x)

f f2

8

La fonction g appartient-elle a Vect(fi, f2)?

r

C10.14. THEOREME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLH1) Soient I un intervalle de R, a € €°(I,K) et
I'EDLH]1 :

(B) yY+ax)y=0 , ye€'UK).
La fonction a possede une primitive A sur [ et :

I — K I — K
P ke_A(x) :kEK} =: Vect(yH o e_A(x)

- ~

ensemble des multi;)ies de la fonction yp

SOI(E),[ = {

C10.15. EXERCICE Résoudre les trois EDLH]1 suivantes.
1. (B) y'+2y=0 , ye€¢'®RR)

/ X
2. (B) V41—

X
. (E "+ —_y=0 , 1) =00,-1[,R
3. (E3) J’+x+1y 0 Y€€ (]—00,—1[R)

y=0 , ye€'RR)
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C10.16. EXERCICE
1. Déterminer les fonctions y € € L(R* R) vérifiant y' =0.
2. Déterminer les fonctions y € € LR\ Z,R) vérifiant y' =0.

3. Qu'en déduire?

C10.17. EXERCICE (UN PROBLEME DE RECOLLEMENT)
1. Déterminer les fonctions y € ¢! (R,R) vérifiant xy’ — y = 0.

2. Qu'en déduire?

(C10.18. PROPOSITION (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDL1) Soient I un intervalle de R, )
(a, by, b)) € €°(1,K)3, (11, 12) € K? et les deux EDLL1 :

() yY+axy=bh(x) , ye€'UK) (B2) yY+a@y=bx , ye€ UK.
Si y; est une solution de (E;) et y» est une solution de (E>) alors la fonction :

N K

/11y1+12,}’2 X — /11y1(x)+/123’2(’”

est une solution de I'EDL]1 :

(B3) y'+a(x)y=Mb(x)+Aabs(x) , ye€'(K).

« Lafonction A;y; +A2)» estde classe € 1 sur I comme combinaison linéaire de telles
fonctions.

e Soit x € I. Nous calculons :

Démonstration (A1 +A2)2) (%) + a(x) A1 y1 + A2y2) (%)
= (My] + 205 (x) + a(x) (A1 y1(x) + A2 y2(X)) [dérivation linéaire et évaluation]
= A yi (x)+ Ay yé (x) + a(X)A1y1(x) + a(x)A2y2(x) [évaluation et développement]
= A (Y0 +a@y () + A2 (¥, (x) + a(x) y2(x)) [regroupement et factorisation|

= Mbi(x)+A2bo(x) [1 solution de (E;), y» solution de (E»)]

rC10.19. THEOREME (DESCRIPTION DE ’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDL1) Soient I un intervalle de )
R, (a,b) € €°(I,IK)% et 'EDLLI :

(B) y+a®)y=bkx) , ye€'UK).

Soient :
e Aune primitive de a sur I (qui existe d’apres le théoréme fondamental de I’analyse);

* yp une solution particuliere de (E) sur I (qui existe d’apres la méthode de la variation de la constante,
cf. C10.21).

Alors :

I — K
—Ax)

I — K
x — ypx)+ke

Solg),1 = { _Aw ke [K} =: yp + Vect (yH

X — €




MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

C10.20. EXERCICE Résoudre les deux EDLI suivantes.
1. () y'+5y=t , ye€€'(]0,+oo[,R)

2
2. (E») y’—;yztz , yE€€(0,+0o[,R)

C10.21. METHODE DE LA VARIATION DE LA CONSTANTE.  Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I,K)? et
I'EDLI :
(B) y'+awy=bx , €¢'IK).

Supposons déterminée une fonction yy € €' (I,K) telle que Solgm),; = Vect(ym). Alors, yg ne s'annnule
pas sur [ et on peut déterminer une solution particuliére y, de (E) sur I sous la forme :

I I K N 1
Yp X — k@) yu® oukeé6 (I,K)
e . } b(x)
en primitivant la fonction x — .
yu(x)

C10.22. EXERCICE Résoudre les EDLI suivantes.

(E1) y’—(2x—§)y:1 ,  y€€1(0,+oo[,R)
(E,) y —y=xFe* (keN) , ye € (R,R)

(F3)  x(1+In*(®) Y +2In(x)y=1 , ye€'(0,+ool,R)

(Ey) y —4y=2e" , y€€ 'R, R)

(Es) y' —tan(x) y = sin(x) , ye%l(]—g,g[,ﬂ%)
(Ee) y=2+x . y€%€'(0,+00[,R)
(E7) Xy -Qx-1)y=x* . y€€'(10,+00[,R)
(Eg) y' -2y=2x : ye € R,R)

(Eo) V= yT” ,  y€€'(0,+00[,R)
(E10) (x+1)y —xy+1=0 , ye€€'1-1,+00[,R)

C10.23. REMARQUE Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°(I,K)?, xo € I et 'EDLI :
(E) y+axy=bx) , ye€(K).

D’apres C10.14, C10.19 et C10.21 une fonction y € €¢1(1,K) est solution de (E) si et seulement si :
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X b(t) X
dkeK Vxel yx)= k+f dr exp(—f a(t) dt)
X0 exp (—fxto a(u) du) X0

C10.24. THEOREME (DE CAUCHY POUR LES EDL1)  Soient I un intervalle de R, (a,b) € €°(I,K)? et
EDLI :
(B) y+aXy=bx) , ye€'UK).

Pour tout (xp, yo) € I x K, le probleme de Cauchy :

P) y +alx)y b(x)
yx0) = Yo (condition initiale)

d’inconnue y € €' (I,KK) posséde une unique solution.

- J

C10.25. EXERCICE Résoudre’EDLI :
(B) (¥*+1)y +2xy=3x*+1 , ye€' (R
tracer des courbes intégrales, puis déterminer la solution vérifiant y(0) = 3.
C10.26. EXERCICE Résoudre ’EDLI1 :
(E) sin(x)y —cos(x)y+1=0 , ye®€'(0,n[,R)

tracer des courbes intégrales, puis déterminer la solution vérifiant y (Z) =4.

C10.27. EXERCICE Soient I un intervalle de R, a € 6° ([0, +oo[,R)) et 'EDLH1 :
(EH) y'+ax)y=0 , ye€'®R,R).
Soit y une solution de (E H). Démontrer que :

(y estla fonction nullesur I) ou (y garde un signe constant sur I) .

C10.28. EXERCICE Soient I un intervalle de R, (a, b) € €°([0, +oo[,R)? et 'EDLI :

(E) y+ax)y=bx) , ye€ (R,R.

On suppose qu'’il existe une solution y, de (E) telle que y,(x)
1. Quedirede ysi y(0) = y,(0)?
2. On suppose que y(0) > y,(0). Démontrer que y(x)

+00. Soit y une solution de (E).
X—+00

+00.
X—+00
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C10.29. EXERCICE Soient I un intervalle de R, (a,b) € 6°(I,R)* et 'EDLI :
() yY+axy=bx) , ye€'UR).
1. Soient 6, et 6> deux courbes intégrales de (E). Démontrer :
GC1N6Br=¢0 ou € =%>.
2. Démontrer que les courbes intégrales de (E) forment une partition de la partie I x R de R?, i.e. que :
L] €,=IxR.

yESOl[E],]

S 2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2 A COEFFICIENTS
CONSTANTS

( R
C10.30. DEFINITION (FONCTIONS LINEAIREMENT INDEPENDANTES)  Soient A une partie de R, n € N* et
(fi,...fn) € ([KA)n. Les fonctions f7,..., f;; sont dites linéairement indépendantes si :

n
VAL A €K Y Akfk=0 = (Vkell,n] Ax=0).
k=1

Siles fonctions fi, ..., f; ne sont pas linéairement indépendantes, on dit qu’elles sont liées.

& J

C10.31. EXERCICE Démontrer que les fonctions :

R — R R — R R — R
x — e~ f2 3x

h

X — er
sont linéairement indépendantes.

C10.32. EXERCICE Soient A une partie de R, n € N* et (fi,..., fn) € (KA)H. Démontrer que les fonctions
fi,..., fn sontliées si et seulement si une des fonctions fi,..., f; est combinaison linéaire des autres.

C10.33. EXERCICE Soient A une partiedeRet (f,g) € ([KA)Z. Les fonctions f, g, f + g sont-elles linéaire-
ment indépendantes ou liées?

C10.34. EXERCICE Justifier que les fonctions :

R — C R — C R — C

x — ei¥ fa X — e’ix & x — sin(x)

h

sont liées.

~

(C10.35. DEFINITION (EDLCC2) Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
(EDLCC2) est une équation de la forme :

(E) y'+ay +by=fx , I

ot (a,b) € K2, fe €¢9(1,K) avec I un intervalle de R. Si le second membre de (E) est nul, i.e. si festla
fonction nulle sur I, alors 'EDLCC2 (E) est dite homogene (EDLCCH2).

& J
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C10.36. DEFINITION (SOLUTION D’UNE EDLCC2)  Soient I un intervalle de R, (a, b) € K2, f € €°(I,K)
et ’'EDLCC?2 :
(E) y'+ay +by=fx) , ye€*(UK).

1. Une solution de (E) sur I est une fonction y € €2(1,K) telle que:
Vxel y'x)+ayx)+byx) =/f(x).
2. L'ensemble solution de (E) sur I est:

Solg) 1 ={ye6€*(,K) : Vxel y'(x)+ay x)+byx) =fx)}cE*UK).

~

C10.37. DEFINITION (EDLCCH2 ASSOCIEE A UNE EDLCC2) Soient I un intervalle de R, (a, b) € K2,
fe€°U,K) et 'TEDLCC2 :
(E) y'+ay +by=fx , ye€*UK).

LEDLCCH?2 associée a (E) est:

(EH) y'+ay' +by=0 , ye€*UK).

C10.38. EXERCICE Soit 'EDLCC2:
(B) y'-y=x , ye€*RR).
Expliciter '"EDLCCH2 (E H) associée a (E) et donner une solution de (E H) puis une solution de (E).

C10.39. EXERCICE

1. Donner deux solutions linéairement indépendantes de 'TEDLCCH2 :
(E) V'+y+y=0 , ye€ R0).
2. Donner deux solutions linéairement indépendantes de 'EDLCCH2 :

(B) ¥'+y+y=0 , ye€*RR).

rC10.40. PROPOSITION (PRINCIPE DE SUPERPOSITION POUR UNE EDLCC2) Soient I un intervalle de R, )
(a,b) eK?, (fi, o) € €°(1,K)?, (A1,1,) € K? et les deux EDLCC2 :

(E) ¥Y'+ay +by=fix) , ye€*UK) (E) V'+ay +by=FHx) , ye€*(UK).
Si y; est une solution de (E7) et y» est une solution de (E>) alors la fonction :

I — K

My +A2y x — Myx)+2A2)(x)

est une solution de 'EDLCC2 :

(Bs) ¥'+ay +by=MAX+LhHE , ye€*(UK).
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rC10.41. COROLLAIRE (COMBINAISON LINEAIRE DE DEUX SOLUTIONS D’UNE MEME EDLCCH2) Siy; et )

¥2 sont deux solutions d'une méme EDLCCH2 (E H), alors toute combinaison linéaire de y; et y» est encore
solution de (EH).

|

rC10.42. LEMME (CLE POUR LA RESOLUTION DES EDLCCH2, cAs K = C) Soient I un intervalle de R, )
(a,b) € K? et 'EDLCCH2 :
(E,H) y'+ay +by=0 , ye¥*(UC).

1. Soit r € C tel que r? + ar + b = 0. Alors la fonction suivante :

I — C

X — erx

y

est solution de (E H).

2. Si y: I —— C est une solution de (E H), alors la fonction

I — C

‘ x — yx)e

rx

est de classe €2 sur I et sa dérivée z' est solution de 'EDLH] :

(BEH) u+Q@r+au=0 , ue€'d,C).

rC10.43. THEOREME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCCH2, cAs K =C) Soient I un intervalle de R, )
(a,b) € C?> et 'EDLCCH2 :
(BH) y'+ay +by=0 , ye¥*(UC).

L'équation caractéristique associée est :
(Ecar) Z°+az+b=0 , zeC.

1. Casoit A =a?>—4b #0 L'équation (E.,;) possede deux solutions complexes distinctes ry, 12, les

fonctions :
I — C I — C

N X — X V2 X — X

sont linéairement indépendantes et :

I — C

x — Mie'f+ et :(AI’AZ)ECZ}-

SO](E),] = Vect (yl,yz) = {

a
2. Casoit A= a?—-4b=0 Léquation (E,y) posséde une unique solution complexe r = =5 les fonc-

tions :
I — C I — C
N X — e'* Y2 x — xe'*
sont linéairement indépendantes et :
I — C

x — AMef+Axe™

: (Al,/lz)ecz}.

SOl(E),[ = Vect (yl, yg) = {
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C10.44. EXERCICE Résoudre les EDLCCH2 suivantes.
1. (1) y'+4y=0 , ye%€?R,C)
2. (B) y'"+2y'+y=0 , ye%?*R,0C)
3. (B3) y'+iy'-y=0 , ye%€?*R,C)

(C10.45. THEOREME (ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCCH2, cAs K =R) Soient I un intervalle de R, )
(a,b) € R? et 'TEDLCCH2 :
(E,H) y'+ay +by=0 , ye€*(U,R).

L'équation caractéristique associée est :
2 —
(Bcar) z2°+az+b=0 , zeC.

1. Cas ot A = a®> —4b >0 Léquation (Ec,) posséde deux solutions réelles distinctes ry, 7>, les fonc-

tions :
I — R I — R

X Pt y2 X

N X — e

sont linéairement indépendantes et :

I — C
x — e+ Ae?*

Sol(g),1 = Vect (y1,y2) = { t (A, A) € RZ} )

a
2. CasoitA=a?—-4b=0 Léquation (E,) posséde une unique solution réelle r = — les fonctions :

I — R I — R
X — e'x Y2 X — xe'x

N

sont linéairement indépendantes et :

I — C
x — e+ Arxe™*

Sol(g),1 = Vect (J’l,yz) = { (A, ) E IRZ} .

3. Cas ot A= a®>—4b <0 Léquation (E.,;) posséde deux solutions distinctes complexes conjuguées
a+iweta—iw,ol (a,w)eR? les fonctions :

I — R I — R

N x — e%* cos(wx) 2

x — e*sin(wx)
sont linéairement indépendantes et :

_ _ I — C . 2
Sol, = Vect (yl’yz) B { x — Are** cos(wx)+ Ay e* sin(wx) (A1, 42) €R } :

& J

C10.46. EXERCICE Soient (a,w) € R? et les fonctions :

R — R £ R — R
x — e cos(wx) 2 x — e sin(wx)

h

Démontrer qu'il existe (A, @) € R? tel que:

R — R
x — Ae* cos(wx+ )

Vect(yl,yg):{ : (A,(p)elR{er[R} )

10
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C10.47. EXERCICE Résoudre les EDLCCH2 suivantes.
1. () y'-2y'-y=0 , ye€*RR)
2. (B) y'"-2y+y=0 , ye€*RR)
3. (B3) y'"-2y'+5y=0 , ye€’RR)

C10.48. EXERCICE (OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI) Soient wg € R (pulsation propre) et Q € R
(facteur de qualité). Résoudre 'EDLCCH2 :

w
(E) x”+60x'+a)%x:0 , x€C*R,R)

en distinguant plusieurs cas (ou régimes) en cours d’étude.

rC10.49. THEOREME (DESCRIPTION DE ’ENSEMBLE SOLUTION D’UNE EDLCC2) Soient I un intervalle )
deR, (a,b) e K?, f e €°(I,K) et 'EDLCC2 :

(B) y'+ay+by=fx) , ye€’UK).
Supposons connue une solution particuliere y, de (E). Alors :

I — K
x — Yp()+yax)

SO](E)'] = {yp +YH P YHE SOI(EH)J} = {

:YHE SOI(EH)’]} =5 yp A SO](EH)J .

-

C10.50. EXERCICE Résoudre les EDLCC2 suivantes.
1. (1) y'+3y'—-y=x3 , ye®€*RR)
2. (B) y'-y=¢e* , ye€*RR)
3. (B3) y'—y=¢e" , ye€*RR)

-
C10.51. PROPOSITION (EDLCC2 AVEC SECOND MEMBRE EN « POLYNOME-EXPONENTIELLE »

Soient I un intervalle de R, (a,b) € K2, A: I K une fonction polynomiale de degré d e N, 1 € K et
I'EDLCC2 :

(E) y'+ay +by=Axer* , ye€?UK)

d’équation caractéristique :
(Ecar) Z°+az+b=0 , zeC.

1. Casoit A n'est pas racine de (E.,r) Alors (E) posséde une solution particuliere de la forme :
x— B(x) e** , B est une fonction polynomiale de degré d.
2. Cas ou A est racine simple de (E.,;) Alors (E) possede une solution particuliére de la forme :
x— B(x) eM* , B est une fonction polynomiale de degré d + 1.

3. Cas ou A est racine double de (E.,;) Alors (E) possede une solution particuliére de la forme :

x— B(x) eM* , B est une fonction polynomiale de degré d + 2.

11
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C10.52. EXERCICE Résoudre les EDLCC2 suivantes.

(E1) y'-2y=x*+x-1
(E2) y'-2y =2x+1
(E3) y'—4y' +4y=(x+1)e**
(Es) y' =2y +y=sin(x)
(E5) y'=2y +y=ch(x)
(Ep) y'—y=1+x*

(E7) ¥y =9y =6cos(3x)

3
(Eg)  y"—2cos(a)y' +y=e"?cos (% x)

(Es) y'-2y +ay=a(x*-1)-4x+2

e—x

(E10) Y3y +2y=—;

)

)

)

y € €% (R,R)
y € €*(R,R)
y € 6?*([R,R)
y € €% R,R)
y € €*(R,R)
y € €% R,R)

y € €*(R,R)
aeR et ye€*[RR)

acR et ye€’RR)

y € €2%(]0, +oo[,R)

David Blottiere

€¢°(I,K) et 'EDLCC2 :

Pour tout (xo, yo, 1) € I x K x K, le probleme de Cauchy :

y+ax)y = bx)

d’inconnue y € 6?(I,K) posséde une unique solution.
-

C10.53. THEOREME (DE CAUCHY POUR LES EDLCC2) Soient I un intervalle de R, (a, b) € K?, fe

(B) y+ay +by=fx , ye€*UK).

(P) yxo) = Yo (1% condition initiale)
y'(x) = y1  (2°mecondition initiale)

~N

C10.54. EXERCICE Résoudre les problemes de Cauchy suivants.

1. (P)) y'-3y'+2y=-x*>+x+2 , y0)=0 , y0)=1
2. (P) y'—4y'+5y=2cos(x) , y0)=0 , y0)=0 |,
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y € €?*([R,R)

y € €*(R,R)



