MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

CHAPITRE N°8
FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE
A VALEURS DANS R oU C

C8.1. OBJECTIFS

1. Introduction de fonctions pour établir des inégalités ou optimiser des quantités

2. Etendre le corpus des fonctions usuelles

3. Calculer des dérivées
On privilégie I'aspect pratique, reléguant a plus tard I'établissement des fondements qui sont ici admis.
C8.2. NOTATIONS

—

1. On fixe un repére orthonormé (O; 7, j ) du plan 2.

—_—

2. Les coordonnées d'un point M de &2 dans ce repere seront notées (xps, ya), doUOM =xp i +yp j -

3. Lalettre K désigne I'un des corps R ou C.

§ 1 ENSEMBLE DE DEFINITION D’UNE FONCTION

( A
C8.3. DEFINITION (ENSEMBLE DE DEFINITION D’UNE FONCTION)  Soit f: x— f(x) une fonction de la
variable réelle x a valeurs dans K. Lensemble de définition de f est1’ensemble :

P :={xeR : f(x)estdéfini | .

\ J

11—-x
1+2x)

C8.4. EXERCICE Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f: x — ln(

p
C8.5. DEFINITION (PARTIE DE R INVARIANTE PAR TRANSLATION)  Soit A une partie de R.

Soit T € Rsp. On dit que A est invariante par
translation par 7 si: T

VaeR aeA<— a+TeA. 0 1

C8.6. PROPRIETE (D’UN ENSEMBLE DE DEFINITION STABLE PAR TRANSLATION)  Soient T € R.g et A une
partie de R stable par translation par T. Alors :

YacA VYkeZ a+kTeA.
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Soit a € A. Nous démontrons que pour tout k € N :
P(k):a+kTeAeta—kTe A

en raisonnant par récurrence.
o Initialisation a k = 0 La proposition 22(0) s’écrit a € A. Elle est donc vraie,
d’apres ’hypotheése faite sur a.
o Hérédité Soit k €N tel que 22 (k) est vraie.
— D’apres 2 (k), a+ kT € A. Comme A est invariant par translation par T :

Démonstration

(a+kT)+T=a+(k+1)TeA.

— D’apres (k) :
(a—(k+1)T)+T=a—-kTeA.

Comme A est invariant par translation par 7, a— (k+ 1) T € A.

cos(x)

C8.7. ExErcICE Lafonction cotangente est définie par cotan: x — — =k
sin(x

1. Déterminer Pcotan-

2. Démontrer qu'il existe une famille (I})cz d’'intervalles ouverts de R telle que Dcotan = |_| I..
kez

3. Démontrer que Pcotan €st stable par translation par 7.

-
C8.8. DEFINITION (PARTIE DE R SYMETRIQUE PAR RAPPORT A UN POINT)
Soit ¢ € R. On dit que A est symétrique par rapport a
CcSi: a-c a-—c
—_— — >
| | | f f R
VaEA 2C_a€A. 0 1 2c—a Cc a
- J

C8.9. EXERCICE Soient c € R. Justifier que A:=R\ {c} est symétrique par rapport a c.

§ 2 REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE FONCTION

p
C8.10. DEFINITION (COURBE REPRESENTATIVE)

Soit f: x— f(x) une fonction de la variable réelle x y
a valeurs dans R. La courbe représentative de f est:

cgf:: {ME:@ : xMEQf etyM:f(xM)}.
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C8.11. EXERCICE

y
Soient T € R et f: x — f(x) une fonction de la va-
riable réelle x a valeurs dans R tel que 2 := 9 est 3+
stable par translation par T. Soit g la fonction définie
par: 2+
9 — R
§ | x — flx+7) 14
Quel lien existe-t-il entre les courbes € et € ? | | | | .
0 1 2 3 4
C8.12. EXERCICE
Soit f: x— f(x) une fonction de la variable réelle x, a v
valeurs dans R. Soit g la fonction définie par : 3+
Quel lien existe-t-il entre les courbes € et 6 ? 1L
: : : : : — X
-3 -2 -10 1 2 3
C8.13. EXERCICE
Soit f: x— f(x) une fonction de la variable réelle x, a v
valeurs dans R. Soit g la fonction définie par : 3+
g: x— f(2x). 24 b €r
Quel lien existe-t-il entre les courbes € et € ? 1L
: : : : X
0 1 2 3 4
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§ 3 PARITE ET PERIODICITE

Ve

.
C8.14. DEFINITION (FONCTION PAIRE, FONCTION IMPAIRE, FONCTION PERIODIQUE)  Soit f: x — f(x)
une fonction de la variable réelle x a valeurs dans K.

1. Lafonction f est dite paire si:

Dy est symétrique par rapport a 0 et, pour tout x € D¢, f(—x) = f(x).

2. Lafonction f est dite impaire si :

P est symétrique par rapport a 0 et, pour tout x € Dy, f(—x) = —f(x).

3. Soit T € R5(. La fonction f est dite périodique de période T si:

P est invariant par translation par T et, pour tout x € ¢, f(x+ T) = f(x).

(C8.15. PROPRIETE (D’UNE FONCTION PERIODIQUE)  Soient T € R,q et f: x — f(x) une fonction de la ]
variable réelle x a valeurs dans K, périodique de période T. Alors :

VxeDr VkeZ x+kTePDyret f(x+kT)=f(x).

rC8.16. PROPRIETE (REDUCTION DE I'INTERVALLE D’ETUDE D’UNE FONCTION PAIRE) )
Soit f: x — f(x) une fonction de la variable réelle x
a valeurs dans K, qui est paire. y
* 6r est symétrique par rapport a I'axe (Oy). Pl %
e Le domaine d’étude de f peut étre réduit a
@f N R;Q. 14
: : : : : — X
-3 -2 -10 1 2 3
\ J
e*+e "

C8.17. EXERCICE Proposer un domaine d’étude pour la fonction ch: x — 5

( - - - 3
C8.18. PROPRIETE (REDUCTION DE I'INTERVALLE D’ETUDE D’UNE FONCTION IMPAIRE)
Soit f: x— f(x) une fonction de la variable réelle x

a valeurs dans K, qui est impaire. Y
* 6 est symétrique par rapport a I'origine O. 14 6/
e Le domaine d’étude de f peut étre réduit a
Dy N Rxo. : : : — X
-3 = 1 2
_]_ 4
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eX—e ¥
C8.19. EXERCICE Proposer un domaine d’étude pour la fonction sh: x — >
1-x
(C8.20. EXERCICE  Proposer un domaine d’étude pour la fonction f: x—1In (T)
x

.
C8.21. PROPRIETE (REDUCTION DE 'INTERVALLE D’ETUDE D’UNE FONCTION PERIODIQUE)

Soient T € Ry et f: x— f(x) une fonction de la va-
riable réelle x a valeurs dans K, qui est périodique de
période T.
* 6y est invariante par translation de vecteur
T7.
e Le domaine d’étude de f peut étre réduit a
Prnl0,Tlova2rn[-T/2,T/2].

cos(x)
sin(x)

C8.22. EXERCICE Proposer un domaine d’étude pour la fonction cotan: x —

C8.23. EXERCICE Proposer un domaine d’étude pour la fonction f: x— x — [x].

C8.24. EXERCICE Soitla fonction f: x+— In(10 — 19x + 6x?).
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Démontrer que €y posséde un axe de symétrie.

3. Proposer un domaine d’étude pour f.

§ 4 OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

C8.25. DEFINITION (SOMME DE DEUX FONCTIONS)  Soient A une partie de R et (f,g) € &F(A,K)2. La
fonction f + g est définie par:

N K

f+g x — f)+gk).

(C8.26. DEFINITION (MULTIPLICATION D’UNE FONCTION PAR UN SCALAIRE)  Soient A une partie de R et ]
(A, f) e K x F(A,K). La fonction A f est définie par :

A — K
Af x — Af(x).
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C8.27. DEFINITION (COMBINAISON LINEAIRE DE FONCTIONS)  Soient A une partie de R, n € N5,

n
A1,.., An) eK™ et (f1,..., fu) € F (A K)". La fonction Z Ak fx est définie par :
k=1

n A — K
A, n
kgl kJi X — Z Ak fie(x) .
k=1

N

C8.28. DEFINITION (PRODUIT DE DEUX FONCTIONS)  Soient A une partie de R et (f, g) € F(A,K)?. La
fonction f g est définie par:

A — K

/8 x — f)gkx).

(C8.29. DEFINITION (INVERSE D’UNE FONCTION)  Soient A une partiede Ret f € F(A,K).

Si, pour tout x € A, f(x) #0, alors on définit la fonction ? par:

C8.30. DEFINITION (QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS)  Soient A une partie de R et (f, g) € F (A, K)2.

Si, pour tout x € A, g(x) # 0, alors on définit la fonction g par:

A — K
f(x)

gx)’

o <

N

(C8.31. DEFINITION (COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS)  Soient A et B deux parties de R. Soient deux
fonctions f: A Retg: B——R.
Si, pour tout x € A, f(x) € B, alors on définit la fonction go f par:

A — R

8o/ | x — g,
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C8.32. EXERCICE (COURBE D’UNE SOMME DE DEUX FONCTIONS)
Soient Aune partiedeRet (f,g) € F(A, [K)2. Comment
peut-on construire €y, ¢ a partir de €y et €g?
3x2+1

C8.33. EXERCICE (DECOMPOSITION D’UNE FONCTION)  Soitla fonction f: x— 5— ne—7)"
n(x—

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Déterminer des fonctions fi, f2, f3, f1 telles que f = f4 0(

f2]‘:3f1 )

§ 5 MONOTONIE ET STRICTE MONOTONIE

( )
C8.34. DEFINITION (MONOTONIE ET STRICTE MONOTONIE D’UNE FONCTION)  Soit A une partie de R et
f: A—— R une fonction.

1. Lafonction f est croissante sur A si V(x,eA? x<y= fO)LfY)

2. Lafonction f est décroissante sur A si V(x,eA? x<y= fx)=fy)

3. Lafonction f est strictement croissante sur A si V(x,y) € A2 x<y= fx)<f

4. Lafonction f est strictement décroissante sur A si Y (x,y) € A? x<y= fx)>f

(C8.35. STRICTE MONOTONIE ET EQUIVALENCE  Soit A une partie de R et f: A—— R une fonction.

1. Si f est strictement croissante alors :

Vi, p)eA?> x<y=fx)<fy).

2. Si f est strictement décroissante alors :

V(x,y)eA? x<y<=fx)=fy).

Ces équivalences, sous condition de stricte monotonie, sont un outil précieux dans la résolution d’inéqua-
tions.
|

(C8.35.01. REMARQUE  La propriété C8.35 est particulierement utile pour résoudre des inéquations en
raisonnant par équivalences.

rC8.36. PROPRIETES (OPERATIONS SUR LES FONCTIONS ET MONOTONIE)
1. Soient A une partie de R et (f, g) € F(A,R)%.

f et gcroissantessur A —  f + g croissante sur A

f et g décroissantessur A = f + g décroissante sur A
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2. Soient A et B deux parties de R, f € #(A,R) et g € F(B,R).
On suppose que, pour tout x € A, f(x) € B, de sorte que go f: A—— R est bien définie.

f croissante sur A et g croissante sur B =  go f croissante sur A
f décroissante sur A et g croissantesur B = go f décroissante sur A
f croissante sur A et g décroissante sur B =—> go f décroissante sur A

f décroissante sur A et g décroissantesur B =  go f croissante sur A

C8.37. EXERCICE Soient Aune partiedeRet (f, g) € % (A,R)2.Si f et g sont croissantes sur A, que peut-on
dire du sens de variation de fg?

+In(2 + cos(x)) est décroissante sur [0, 7].

C8.38. EXERCICE Démontrer que la fonction f: x — — 1
X

(C8.39. EXERCICE (FONCTION PENTE EN UN POINT)  Soient A une partie de R et f € &% (A,R). On suppose
que f est croissante et on fixe a € A. Etudier le signe de la fonction :

A\{a} — R
Pf.a P fx) - fla)

X—a

et interpréter géométriquement le résultat.

§ 6 FONCTION MAJOREE, MINOREE, BORNEE

rC8.40. DEFINITION (FONCTION MAJOREE, MINOREE, BORNEE)  Soient A une partie de Ret f € #(A,R). )

» Lafonction f est dite majorée si: v y
y =

< .
AMeR YacA f@<M /-—- Z;
Il Il x

« Lafonction f est dite minorée si: y

dmeR VaeA m< f(a).
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» Lafonction f est dite bornée si elle est minorée et

Lo 1
majorée, i.e. si: / %

Im,M)eR? YaceA m< fla) <M. -4 -3 2710 1 3 4

\ J

(C8.41. PROPRIETE (CARACTERISATION DES FONCTIONS BORNEES) Soient A une partie de R et f € |
F(AR).

festbornée <« (IMeR, VYacA |f(a)|<M)

cos(7x+1) + e 2X+>
3 +sin(11 -2x)

(C8.42. EXERCICE Démontrer que la fonction f: x — est bornée sur R>.

C8.43. EXERCICE Démontrer que la fonction f: x — xsin(x) n’est ni minorée, ni majorée sur R.
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§ 7 DERIVEE D’UNE FONCTION

(C8.44. CORDE D’UNE COURBE REPRESENTATIVE  Soient I un intervalle de R et f € & (I,R) une fonction.

Une corde de la courbe € est un segment joignant
deux points distincts de la courbe €. 4

Si (a, b) € I? alors la corde joignant les points A(a, f(a)) €/
et B(b, f (b)) a pour équation :

T(x—a)+f(a) ou x€[a,b].

_f)~f(a)
y= a

( B
C8.45. DEFINITION (DERIVABILITE EN UN POINT ET NOMBRE DERIVE)  Soient I un intervalle de R, f €
Z (I,R) une fonction et a € I.

e La fonction f est dite dérivable au point a s'il
existe £ e R tel que :

fx)-fla

X—a x——a

I

e Si f est dérivable en a, alors son nombre dérivée
en aest:

fx) - f(a) .

X—a

! 12
f(a)'_;lcl—r»r}z R.

e Si f est dérivable en g, la tangente 9, au point
A(a, f(a)) € € est la droite d’équation passant par
Ala, f(a)), de coefficient directeur f’(a). Elle a donc
pour équation : _5 |

y=f'(a)(x-a)+ f(a).

( A
C8.46. DEFINITION (DERIVABILITE SUR UN INTERVALLE ET FONCTION DERIVEE) Soient I un intervalle
deR, f € #(I,R) une fonction.

« Lafonction f est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

e Si f estdérivable sur I, la fonction dérivée de f est:

I — R

A P f’(x)=:d%c(f(x)).

10
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C8.47. EXERCICE

Mathématique

Démontrer que la fonction :

est dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée.

C8.48. EXERCICE

n’est pas dérivable en 0.

C8.49. EXERCICE

Ro — R
1
f X — —
x
Démontrer que la fonction :
R — R
Démontrer que la fonction :
R+ —_— IR
f x — Jx

est dérivable sur R, mais non dérivable en 0.

C8.50. EXERCICE

C8.51.

David Blottiere

Démontrer que les courbes représentatives des fonctions carrées et inverse possedent
une unique tangente commune.

LA DERIVABILITE EN UN POINT ENTRAINE LA CONTINUITE EN CE POINT

¢ Soient I un intervalle de R, f € & (I,R) une fonction, a € I. Si f est dérivable en a, alors f est continue en

a.

« Lafonction partie entiére n’est donc dérivable en aucun point entier.

§ 8 DERIVEES DES PREMIERES FONCTIONS USUELLES

Fonction f Nombre dérivé f'(x) de fen x € @} @}
R — R N Ievy —
f v — & otacR flx)=0 R
R — R N . _

f o m ouneN fl(x) = nx"! R

R* — R .
f o i:x—” ou neN* f’(x):—anrl =—nx""" R*

xn

11
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Fonction f Nombre dérivé f'(x) de fen x e @} 9}
f ' [O’;oo[ — \;R% f’(x)zﬁ 10, +o0[
f E . siﬁx) f'(x) = cos(x) R
f Hj : Coﬂj(x) £'(x) = —sin(x) R
f ,CLEJZ]_ngk”’g“Lk” — R f'(%) = —5—=1+tan*(x) U]—z+kn,z+kn
x —  tan(x) cos=(x) ezl 2 2

§ 9 OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

rC8.52. PROPRIETE (COMBINAISON LINEAIRE DE FONCTIONS DERIVABLES)  Soient I un intervalle de R,
n € N>y, (A1,...,A,) € R et (f1,..., fn) € F(U,R)". Si les fonctions fi,..., f, sont dérivables sur I, alors la

n
fonction Z Ak fi est dérivable sur I et :
k=1

Vxel (Z ﬂkfk) (X)) =) A fi(x) .
k=1 k=1

(C8.53. PROPRIETE (PRODUIT DE DEUX FONCTIONS DERIVABLES)  Soient I un intervalle de R et (f,8) €
Z (I,R)?. Si les fonctions f et g sont dérivables sur I, alors la fonction fg est dérivable sur I et :

viel (fg) @) =f0gx+fxgx) .

( C8.54. PROPRIETE (INVERSE D’UNE FONCTION DERIVABLE)  Soient I un intervalle de R et f € & (I,R).

Si, pour tout x € A, f(x) # 0 et sila fonction f est dérivable sur I alors la fonction ? est dérivable sur I et :

1 !/ f/(x)
Vxel (—) (X)——% .

f

12
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( C8.55. PROPRIETE (QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS DERIVABLES)  Soient / un intervallede R et (f, g) € )
ZF(I,R).

Si, pour tout x € A, g(x) # 0 et si les fonctions f et g sont dérivables sur [ alors la fonction g est dérivable

sur [ et:

Vxel (i) (x) = S (X)gx) - fx)g'x) .
g g%(x)

(C8.56. PROPRIETE (COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS)  Soient I et J deux intervalles de R. Soient deux |
fonctions f: | —— Retg: ] —R.

Si, pour tout x € I, f(x) € ], et si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J alors la fonction go f est
dérivable sur [ et :

Vxel (gof)/(x) =f' g (fx) .

(C8.57. COROLLAIRE
« Soient [ un intervalle de R et f € & (I,R). Si, pour tout x € I, f'(x) > 0, et si la fonction f est dérivable
sur [ alors la fonction :

est dérivable sur I et :

Vxel (\/?),(x):% .

e Soient / unintervalle de R, f € % (I,R) et n € N. Sila fonction f est dérivable sur I alors la fonction

I — R
x — f(x)"

fn

est dérivable sur I et :

vxel (Y @=nf " w .

C8.58. EXERCICE Lafonction f: x— (9x* —3x+ 4)5 est dérivable sur R. Calculer sa dérivée.

C8.59. ExErcICE Lafonction f: x— Vx2+ x+2 est dérivable sur R. Calculer sa dérivée.

. Calculer sa dérivée.

1 2
C8.60. EXERCICE Lafonction f: x— tan (—) est dérivable sur | —, +oo
X b/

C8.61. EXERCICE Lafonction f: x — cos?(3x— 1) est dérivable sur R. Calculer sa dérivée.

C8.62. EXERCICE Lafonction f: x— v x°+5x est dérivable sur R*. Calculer sa dérivée.

13
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ExXercICE Lafonction f: x+—

Mathématique

5+ 4cos?(x)
1+ cos(x)

David Blottiere

est dérivable sur | — 7, m[. Calculer sa dérivée.

/4
EXERCICE  Lafonction f: x— /2cos2(x) — cos(x) est dérivable sur [0, 3 [ Calculer sa dérivée.

sin*(x) — sin*(a)

EXERCICE  Soit a € R. Démontrer que la limite lim existe et la calculer.
X—a

X—a

§ 10 CRITERES DIFFERENTIELS DE MONOTONIE

C8.66. PROPRIETE (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES CONSTANTES)
vallede Ret f: ] —— R une fonction dérivable.

f estconstantesur I <=

(Vxel f'(x)=0)

Soient I un inter-

C8.67. PROPRIETE (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES MONOTONES)
valle de Ret f: ] —— R une fonction dérivable.

f estcroissantesur I <=

f estdécroissantesur I <=

(Vxel f'(x)>0)

(Vxel f'(x)<0)

Soient I un inter-

y

C8.68. PROPRIETE (CARACTERISATION DES FONCTIONS DERIVABLES STRICTEMENT MONOTONES)
I'unintervalle de R et f: ] —— R une fonction dérivable.

Soient

e f eststrictement croissante sur I <=

vxel f'(x)>0
et

V(a,b)el? a<b = ﬁ,[a,b] # 0z (a,b,R)

e feststrictement décroissante sur I <=

vxel f'(x)<0
et

Viabel* a<b= Fian %07 (abR

C8.69.

C8.70.

ExerciCE  Etudier la fonction f: x —

EXERCICE

x%-1
x+2°

1. Démontrer que, pour tout x € R, sin(x) < x.

2. Démontrer que, pour tout x e Ry, 1 -

. X
3. Démontrer que, pour tout x € Ry, sin(x) > x — —.

2

— < cos(x).

2 (x)
3

6

14
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4. Pour tout n € N*, on pose u, := Z sin| — |. Encadrer, pour tout n € N*, u,, et en déduire le comporte-
k=1 n
ment asymptotique de (1) ,en--

p 1+x
C8.71. ExERrRcICE Etudier lafonction f: x— ln(l—).
-X

C8.72. EXERCICE Déterminer toutes les fonctions f: R —— R dérivables sur R et vérifiant, pour tout
(X, ) €R?, f(x+y) = f(0) + f().

§ 11 COURBE, DERIVABILITE ET DERIVEE D’UNE FONCTION RECIPROQUE

p
C8.73. PROPRIETE (COURBE D’UNE FONCTION RECIPROQUE)

Soient A, B des parties de Ret f: A—— B une fonc-
tion bijective. Alors la courbe représentative €-1 de
sa réciproque, est le symétrique de la courbe € par
rapport a la premiere bissectrice (droite d’équation
y=X).

(C8.74. THEOREME (DE LA BUECTION)  Soient I un intervalle de R et f:I—R.
Si:

(H1) f eststrictement monotone sur [;

(H2) f estcontinue sur [;
alors :

(C1) f(I) estun intervalle;

(C2) T'application :

est bijective.

15
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rC8.75. THEOREME (DERIVABILITE ET DERIVEE D’UNE FONCTION RECIPROQUE) Soient I un intervalle )
deRet f: [
(H1) f estdérivable sur I;
(H2) f eststrictement monotone sur .
D’apres le théoreme de la bijection C8.74, ’ensemble J := f(I) est un intervalle et la fonction :

est bijective.

(C1) Pourtoutye J:

(C2) Pour tout point y de J en lequel f‘l est dérivable :

R. On suppose que :

I — ]

] x — fx)

flestdérivableeny < f'(f~1(»)#0.

C8.76. EXERCICE (FONCTION ARCTANGENTE)

1.

Démontrer que la fonction :

25—

X — tan(x)

f

est bijective. La réciproque de f est appelée fonction Arctangente et notée Arctan.

. Calculer Arctan(0), Arctan(1) et Arctan(v/3).

51 117
Calculer Arctan (tan (T )) et Arctan (tan (— = )) .

. Etudier la parité de Arctan.

. Démontrer que Arctan est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

1
Calculer, pour tout x € R*, Arctan(x) + Arctan (—)
X

. Préciser les limites de Arctan en —oo et +oo.

. Préciser la position relative de la courbe représentative de Arctan par rapport a sa tangente au point

d’abscisse 0.

. Tracer la courbe représentative de Arctan.

16
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§ 12 FONCTION DE CLASSE €' ET DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR

C8.77. DEFINITION (FONCTION DE CLASSE ¢')  Soient I un intervalle et f € % (I,R). La fonction f est
de classe € sur I'si:

f est dérivable sur I et si f’ est continue sur I.

.
C8.78. DEFINITION (DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR)  Soient I un intervalle et f € #(I,R).

e Onpose| f©O:=f.

« Soit k€ N. Si f® est définie et dérivable sur I, alors on pose| f*+D .= (f0)’,

C8.79. EXERCICE Soitl'application:

R — R
x — x3-5x2+7x-13.

f

Démontrer que f admet des dérivées de tout ordre et les calculer.

(C8.80. EXERCICE Soit’application :
R* — R
1
! X — —.

X
Démontrer que f admet des dérivées de tout ordre et les calculer.

C8.81. EXERCICE Démontrer que, pour tout x e Ry, x+2 > (2 - x)e”.

§ 13 FONCTION EXPONENTIELLE

(C8.82. THEOREME DE CAUCHY LINEAIRE  Pour tout 4 € R, il existe une unique fonction f: R — R ]
telle que :

(P1) f estdérivable sur R;

(P2) pourtout xR, f'(x) = f(x);

(P3) f(0)=a.

\ J

C8.83. EXERCICE Quelle est la fonction f: R —— R telle que f est dérivable surR, f' = f et f(0) =0?

(C8.84. DEFINITION (FONCTION EXPONENTIELLE) Lunique fonction f: R —— R telle que:
(P1) f estdérivable sur R;
(P2) pourtout x€R, f'(x) = f(x);
(P3) f(0)=1;

est appelée fonction exponentielle et est notée exp. Pour tout x € R, on note e* le nombre exp(x).

(C8.85. NOTATION (NOMBRE ¢) Lenombre
exp(1) = 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277

est noté e.

17



MP2I - Lycée Henri Poincaré

Mathématique

David Blottiere

C8.86. PROPRIETE (ALGEBRIQUE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE)

V(x,y)eRZ eV =e%el |, e

_x:i ex_y:_

(C8.87. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x,n) € R x

N, e™ = (eM)".

1.

VxeR e*>0

C8.88. PROPRIETES (SIGNE ET VARIATION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE)

La fonction exp est strictement croissante sur R.

C8.89. INEGALITE DE CONVEXITE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE
tion exponentielle est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, i.e. :

VxeR e*>x+1.

La courbe représentative de la fonc-

C8.90. PROPRIETES (LIMITES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE)

X

e +00 et

X—+00

C8.91.

REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

18
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X 3x

e
C8.92. EXERCICE Justifier que les limites lim et lim ) existent et les calculer.

x—0 X x—0sin(2x

n
C8.93. EXERCICE Soit n € N. Calculer la somme S;,(x) := Z ekx.
k=—n

C8.94. EXERCICE Démontrer:

x2

VxeR, ex>1+x+?.

ex
En déduire le comportement asymptotique de — lorsque x tend vers +oo.
X

§ 14 FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

David Blottiere

C8.95. PROPRIETE-DEFINITION (FONCTION LOGARITHME NEPERIEN) La fonction:

ool [ R — Rso

(S
p G o 7

R>0 — R

est bijective. Son application réciproque est appelée logarithme népérien et est notée In :

y +~— l'unique solution de I'équation y = e* d'inconnue xeR .

C8.96. PROPRIETE (COMPOSITION DE exp ET In)

VxeR In(exp(x)) =x VyeRso exp(n(y)=y

C8.97. PROPRIETE (ALGEBRIQUE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN)

X

1
V(x,¥) ERso xRso In(xy) =In(x) +In(y) , ln(;) =-In(x) , ln(;) =In(x) —In(y)

C8.98. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x,n) € Rsg x N, In (x") = n In(x).

, 1
VxeRsy In'(x)= T

C8.99. PROPRIETE (DERIVABILITE ET DERIVEE DE In)  La fonction In est dérivable sur R et :

C8.100. PROPRIETE (VARIATION ET SIGNE DE In)

1. Lafonction In est strictement croissante sur R-.

sur |1, +ool.

2. La fonction In s’annule uniquement en 1, est strictement négative sur ]0, 1[ et strictement positive

19
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(C8.101.

PROPRIETES (LIMITES DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN)

In(x)

+00
X—+00

et In(x) —— —o0
x—0t

C8.102.

INEGALITE DE CONCAVITE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

VXER>0

Inx) <x-1

ce qui peut également se formuler comme suit :

Vxe]l—-1,+oo[

Inl+x)<x.

La courbe représentative

de la fonction lograithme népérien est en dessous de sa tangente au point d’abscisse 1 : i.e. :

\

C8.103. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

C8.104.

C8.105.

C8.106.

C8.107.

C8.108.

C8.109.

) In(x) +In(y) x+y
EXERCICE Démontrer que, pour tout (x, ¥) € Rsg x Rx, <1 ( )
EXERCICE  Déterminer les couples de réels (x, y) tels que e*e? =10 et e* 7V = 5
EXERCICE  Résoudre I'équation In (x*> —1) = In(2x— 1) +In(2) = 0.
1\" 1\
EXERCICE ~ Démontrer que, pour tout 7 € Nx», (1 + —) <e< (1 — —) .
n n
In(1+x In(1+sin(4x
EXERCICE Justifier que les limites lim nd+x In( +sin(dx) existent et les calculer.
x—0 X x—0 tan(3x)
EXERCICE Justifier que pour tout x > 1:

0<In(x) <2vVx-2

20
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In
et en déduire le comportement asymptotique de

lorsque x tend vers +oo.
C8.110. EXERCICE

Démontrer queIn(n+1) ~ In(n).
n—+oo

§ 15 FONCTIONS PUISSANCES

g
C8.111. DEFINITION (FONCTION PUISSANCE)

Soit a € R.
» Si @ € Nla fonction p, est définie sur &, :=R par:

sia=0

XXXX..xx siaeN*,
(-

a fois
e Sia€Z<_lafonction p, est définie sur 9, := R* par:

R* —

R
1 1 1
Pa X — x%¥i=—x—x..x—.
X X X
(S —

—a fois

e SiaeR5o\N*lafonction p, est définie sur 2, := R>( par:

R> — R
Pa 0 six=0

X [ —— xa =

eIn®  gj x>0,

e Sia€Rqo\Z<_;lafonction p, est définie sur 2, := R>o par:

Pa

p
C8.112. PROPRIETES (DES FONCTIONS PUISSANCES)
1. Pour tout x € R~q, x%

Soit a € R.
_ In(x)
=e% .

2. Lafonction p, est continue sur son domaine de définition &,,.

3. Sia € Z\{0}, la fonction p, est dérivable sur &, et :

Vxeg,

d
—x%=qx%1,
dx

4. Sia e R\ Z, la fonction p, est dérivable sur R :
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d
VxeRsy —x%=ax®!.
dx

C8.113. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE QUELQUES FONCTIONS PUISSANCES

y
12 -

11 4

C8.114. EXERCICE Soit @ € R5¢ \N*. Donner une CNS sur a pour que pq: 9, = R>9 —— R soit dérivable
en 0.

'C8.115. PROPRIETES (ALGEBRIQUES DES FONCTIONS PUISSANCES)
Soient (a, B) € R? et (x, y) € Rsg x Rsg.

xy*=x%y% ,  x%P=xixf , aHf=xP

(C8.116. PROPRIETES (CROISSANCES COMPAREES)  Soit (a, ) € Rsg x Rsg.

exp(ax In%(x
pla too ,  |x%er——0 W0, | mwl 0
xP x—+o0 x——00 B x—+oo *—0+
. ax
C8.117. EXERCICE  Soit (a, ) € R x Rs. Etudier le comportement asymptotique de lorsque x

In# (%)
tend vers +oo.
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C8.118. EXERCICE
C8.119. EXERCICE
C8.120. EXERCICE
C8.121. EXERCICE
C8.122. EXERCICE
C8.123. EXERCICE
C8.124. EXERCICE
C8.125. EXERCICE
C8.126. EXERCICE
C8.127. EXERCICE
C8.128. EXERCICE
C8.129. EXERCICE
C8.130. EXERCICE

Mathématique David Blottiere

Etudier le comportement asymptotique de x°In(x? + x) lorsque x tend vers 0.
Etudier le comportement asymptotique de In(x) — e* + x> lorsque x tend vers +oo.

Etudier le comportement asymptotique de 2x —In (9% + xz) lorsque x tend vers +oo.

3

2 . . x
Etudier le comportement asymptotique de Ve lorsque x tend vers +oo.
e X

In(1+e%)
Vx

eVx

e +1

Etudier le comportement asymptotique de lorsque x tend vers +oo.

Etudier le comportement asymptotique de lorsque x tend vers +oo.

eﬁ

e¥ +1

Etudier le comportement asymptotique de lorsque x tend vers +oo.

X\ X

Etudier le comportement asymptotique de lorsque x tend vers +oo.

e

. P ) a@)
Soit a > 1. Etudier le comportement asymptotique de 5 lorsque x tend vers +oo.
X

X\ X
Etudier le comportement asymptotique de — lorsque x tend vers +oo.
X

x2

=
x2-1)

Etudier la fonction f: x— xe~

Etudier la fonction f: x — exp (

1. Etudier la fonction f: x — x*.

2. Soit y € R. Quel est le nombre de solution de I'équation f(x) = y?

C8.131.

C8.132.

C8.133.

et x> = y3.

EXERCICE

EXERCICE

EXERCICE

Etudier la fonction f: x — x~ ™,

Résoudre I'équation xV* = (y/x)".

Déterminer I'ensemble des couples (x, y) de réels strictement positifs tels que x¥ = y*

§ 16 FONCTIONS LOGARITHMES DE BASE a 0U a > 1

-

-
C8.134. DEFINITION (FONCTION LOGARITHME DE BASE a OU a > 1)
de base a, noté log,,, est définie par :

Soit a > 1. La fonction logarithme

R>0 — [R

In(x)

In(a)

log,

C8.135. REMARQUE

La fonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérien, i.e. In = log,,.
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.
C8.136. PROPRIETE (EXPONENTIELLE VS. LOGARITHME DE BASE a > 1)
La fonction log,,: Rs
finie par :

R —s
exp,,

\

R est bijective et son application réciproque est I'exponentielle de base a, dé-

Soita > 1.

(C8.137. REMARQUE  Quel estle nombre de chiffres en base 10 de

C8.138. REMARQUE  Démontrer que log,,(2) estirrationnel.

2123456789 ¢

C8.139. REMARQUE  Soient x et y des réels strictements positifs. Simplifier log (logx (x(xy))).

§ 17 FONCTIONS HYPERBOLIQUES

rC8.140. DEFINITION (DES FONCTIONS ch, sh ET th)
hyperbolique (sh) et tangente hyperbolique (th) sont définies comme suit.

R — R R — R
ch eX+e* sh e¥—e™* th
X [— X — _—
2 2

Les fonctions cosinus hyperbolique (ch), sinus )

R
sh(x) eX—e”

ch(x) e*+e*

e
X

—_—

p
C8.141. UNE FORMULE DE TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE

VxeR  ch®(x)-sh?(x) =1

\

(C8.142. EXERCICE Soit (x,y) € R2. Démontrer :
sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y) ,

et en déduire une expression pour th(x + y).

x
(C8.143. EXERCICE  Soient x et y des nombres réels. Exprimer e* + ¢’ en fonction de ch(

Yy

X
en fonction de sh(

)

Soit (x, n) € R* x N. Calculer S, (x) := Z ch(kx).
k=0

C8.144. EXERCICE

1+th(x)

ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y)

a4

)etex—ey

n _ 1+th(nx)

(C8.145. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x, n) € R x N*, (1 th(x)
—th(x

|

C8.146. EXERCICE

a
b

ch(x)
sh(x)

+ ch(y)
+ sh(y)

{

d’inconnue (x, y) € R? posséde une solution.

24
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rC8.147. PROPRIETES (DE LA FONCTION ch) )
1. Lafonction ch est paire. 6 Y
2. La fonction ch est dérivable sur R et ch’ = sh. 5 T
3. La fonction ch est strictement croissante sur 4 T Gch
R, et strictement décroissante sur R_. 1
4. VxeR chx)>1 3,,
5. ch(x) +00 2 1
X—+00 1
6. ch(x) +00
X——00 y — 1
T X
-3 -2 -1 01 2 3
(C8.148. ProPRIETES (DE LA FONCTION sh) ]
1. La fonction sh est impaire. J
2. La fonction sh est dérivable sur R et sh’ = ch. 3T %
3. La fonction sh est strictement croissante sur 2+ y=x
R.
14+
4. VxeRsp sh(x)>0 -3 -2 1
| | | | | — X
5. VxeR, sh(x)<O0 01 2 3
6. sh(x) +00 1
X—+00
7. sh(x) —— -0 )
X——00
+—3
( C8.149. PROPRIETES (DE LA FONCTION th) )
1. Lafonction th est impaire.
2. Lafonction th est dérivable sur R et, pour tout
xeR:
y
th'(x) = o= =1- th?(x) . y=1 7 L
e 1 Gth
3. Lafonction th est strictement croissante sur R. 1 1 1 1 1 — X
4. VxeRsy th(x)>0 -3 -2 -0 1 2 3
5. VxeR, th(x)<0 -1 y=-1
6. th(x) 1
X—+00
7. th(x) —— -1
X——00
C8.150. EXERCICE Démontrer que, pour tout x € Ry, sh(x) > x.
2
C8.151. EXERCICE Démontrer que, pour tout x € Ry, ch(x) > 1+ ?
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C8.152. EXERCICE Démontrer que, pour tout x € R, 2sh(x) + th(x) > 3x.

C8.153. EXERCICE Démontrer que la fonction sh: R —— R est bijective; puis effectuer une étude com-
plete de sa réciproque, appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée Argsh.

§ 18 FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

( )
C8.154. PROPRIETE-DEFINITION (FONCTION ARCSINUS) La fonction:
[ /4 n] C1.1]
- |[-1,1] T 525 — =L
SN, (712 7/2] 22 .
X — sin(x)

est bijective. Son application réciproque est appelée fonction arcsinus et est notée Arcsin. Ainsi :

73]

[_1) 1] -
Arcsin

. T T .
y ~— l'unique x € [_E'E] tel que sin(x) =y

et:

Vxe[-n/2,n/2] Arcsin(sin(x)) =x , Vye[-1,1] sin(Arcsin(y))=y.

1
C8.155. EXERCICE Calculer Arcsin(0), Arcsin(1) et Arcsin (5)

. (. (15w . 57
C8.156. EXERCICE Calculer Arcsin|sin v et Arcsin | sin 5|

g
C8.157. PROPRIETES (DE LA FONCTION Arcsin)

—

. La fonction Arcsin est impaire.
. La fonction Arcsin est continue sur [—1, 1].

. La fonction Arcsin est dérivable sur ] — 1, 1] et,

/2

CgArcsin

pourtoutxe]—1,1[:

1

1-—x2

€. 11-11

Arcsin’ (x) = ,
(%) S (_z/2,7/2]

4. La fonction Arcsin est strictement croissante * * * * X
sur [—1,1].

5. Vxe]l-1,0[
6. Vx€l0,1[

Arcsin(x) <0

Arcsin(x) >0

C8.158. EXERCICE Soit f: x— Arcsin (Zx\/ 1- xz).
1. Déterminer 'ensemble de définition ¢ de f.

2. Pour tout x € @, exprimer f(x) al’aide de Arcsin(x).
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1+x
C8.159. EXERCICE Soit f: x-—»Arcsin(l—).
-X
1. Déterminer I'ensemble de définition D¢ de f.
2. Déterminer 'ensemble de dérivabilité 9} de f.

3. Réaliser une étude complete de la fonction f.

.
C8.160. PROPRIETE-DEFINITION (FONCTION ARCOSINUS) La fonction :

_ 0, — [-1,1
cos! EL1 ' [0, 7] [ ]

| [0,7] X — cos(x)

est bijective. Son application réciproque est appelée fonction arcosinus et est notée Arccos. Ainsi :

ArCCOS [_]-; ]-] - [Oy ”]
y ~— l'unique x € [0, 7] tel que cos(x) =y
et:
Vx€[0,m] Arccos(cos(x)) =x , Vye([-1,1] cos(Arccos(y))=y.

\ J

3
C8.161. EXERCICE Calculer Arccos(0), Arccos(1) et Arccos (%)

T 2023w
C8.162. EXERCICE Calculer Arccos (cos (— g)) et Arccos | cos .

.
C8.163. PROPRIETES (DE LA FONCTION Arccos)

1. La fonction Arccos est continue sur [—1, 1]. y
. L. chrccos L
2. Lafonction Arccos est dérivable sur]—1,1] et, zd L
pourtoutxe]—1,1[:
/ 1 R
Arccos (x) = — . .
1-x2 L

3. La fonction Arccos est strictement décrois-
sante sur [—1,1].

4, Vxe[-1,1[ Arccos(x)>0

f f X
-1
Ceos|joht
,l _1 —
'/ }I: X
( C8.164. PROPRIETE (LIEN ENTRE Arcsin ET Arccos) )
. b/
Vxe[-1,1] Arccos(x)+ Arcsin(x) = 5
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C8.165. EXERCICE Calculer, pour tout x € [—1, 1], sin (Arccos(x)).
) .. ) ) 1 1
C8.166. EXERCICE Résoudrel’équation Arcsin(x) = Arccos (5) — Arccos (Z)

C8.167. EXERCICE (POLYNOMES DE TCHEBYCHEV)  Démontrer que, pour tout n € N, les deux fonctions f;,
et g, définies par:

1-1,1[ — R
fi I-L1[ — R f sin (nArccos(x))
X — cos(nArccos(x)) X —
V1-x2
sont polynomiales.

p
C8.168. PROPRIETE-DEFINITION (FONCTION ARCTANGENTE) La fonction :

] T 7 R
tan|j—x/2,n/2( 2'2
X —  tan(x)

est bijective. Son application réciproque est appelée fonction arctangente et est notée Arctan. Ainsi :

@ — 54
2’2
Arctan
) T
y +— Tluniquexe ]_E’E[tel que tan(x) = y
et: S
Vxe]—g,g[ Arctan(tan(x)) = x . VyeR tan(Arctan(y))=y.

( C8.169. PROPRIETES (DE LA FONCTION Arctan)
. . . y %%mhkmzmm
1. La fonction Arctan est impaire. .

2. Lafonction Arctan est dérivable sur R et, pour p
tout xeR: K

....................................

1+x2° .’

Arctan’(x) =

3. La fﬂ(énctlon Arctan est strictement croissante /2 /2
sur R. *

4. YVxeR,y Arctan(x)<0 77

5. VxeR-y Arctan(x)>0 0

T STTTTTTTELT T
6. Arctan(x) — -x —m/2

x—+o00 2 y=X

T
7. Arctan(x) ——— —— .
X——00 2 .
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.
C8.170. PROPRIETE (ARCTANGENTES D’UN REEL NON NUL ET DE SON INVERSE)

1 b4
VxeR* Arctan(x)+ Arctan (;) = sgn(x) 2

C8.171. ExERrRCICE Simplifier, pour tout x €] — 1, 1|, tan (Arcsin(x)).
C8.172. EXERCICE Calculer Arctan(2) + Arctan(5) + Arctan(8).

C8.173. EXERCICE

1 1
1. Démontrer que, pour tout n € N, Arctan (—) — Arctan (—) = Arctan (—) .
n+2 n+1 n?+3n+1

n
2. Pour tout n € N, on pose S, := Z Arctan ) Etudier le comportement asymptotique de S,

1
= ( k?+3k+1
lorsque n tend vers +oco.

3 1
C8.174. EXERCICE Démontrer Arcsin (E) = 2 Arctan (5)

§ 19 NOUVEAUX EXEMPLES DE FORMULES DE DERIVEE D’UNE COMPOSEE

( C8.175. PROPRIETE Soient I un intervallede Ret u: I R une fonction dérivable sur I.

1. Lapplication x — e“¥) est définie et dérivable sur I et, pour tout x € I,

d

o (e¥™) = v/ (x)e"™.

2. Lapplication x — Arctan(u(x)) est définie et dérivable sur I et, pour tout x € I,

u'(x)

d
P (Arctan(u(x))) = 1+ 20

3. Si, pour tout x € I, u(x) > 0, 'application x — In(u(x)) est définie et dérivable sur I et, pour tout
xel,

4 ny = L&
dx Cux)’

4. Si, pour tout x € I, —1 < u(x) < 1, 'application x — Arcsin(u(x)) est définie et dérivable sur I et,
pour tout x € I,

d ) u'(x)
— (Arcsin(u(x))) =

dx \/l—uz(x)'

B 1
C8.176. ExERrcICE Etudier la fonction f: x — Arcsin (—)
x
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1—x2)
1+x%)

C8.177. Exercice Etudier la fonction f: x — Arccos(

C8.178. EXERCICE
1 1
[t
0 x*+x+1

§ 20 COMPLEMENTS SUR LES ETUDES DE FONCTIONS

Ecrire le trindme du second degré X2 + X + 1 sous forme canonique, puis calculer

X.

( D

C8.179. DEFINITION (BRANCHES INFINIES D’UNE COURBE REPRESENTATIVE DE FONCTION)  Soit f: x—
f(x) une fonction dont le domaine de définition est noté Y et la courbe représentative est notée €. On
suppose que f est définie au voisinage de +oo, i.e. qu'il existe a € R tel que [a, +oo[c Dy.

1. Si:

f)

X

A(a, b) € R? b

——a et f(x)—ax

X—+00 X—+00

alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote a €y au voisinage de +oo.

2. Si:
X
dacR M—»a et (f(x)—ax -o0o ou f(x)—ax +oo)
X X—+oo X—+00 X— 400
alors la courbe 6y admet une branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax, au
voisinage de +oo.
3. Si:
S — ou S +00
X x—+4oo X x—+oo

alors la courbe €y admet une branche parabolique de direction (Oy), au voisinage de +oo.

Tout ce qui précede se généralise mutatis mutandis au voisinage de —oo.

\

C8.180. ILLUSTRATION GRAPHIQUE DES BRANCHES INFINIES D’UNE COURBE REPRESENTATIVE

Branche parabolique de

Droite asymptote d’équation  djrection asymptotique la droite Branche parabolique de

y=x/2+1 d’équation y = x/2+1 direction (Oy)
y y
3+ 31
2 1 ,—"_x+1 2+
V=3

1+ 1-

1 2 3 1 2 3

1 1 1 X 1 2 3 1 1 1 X

0 : : — X 0
0
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C8.181. Exercice Etudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction f: x — In(x) +

VX.

x2+1

x+2°

C8.182. Exercice Ftudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction f: x —

C8.183. Exercice Etudierles branches infinies de la courbe représentative de la fonction f: x — xIn(x+

V).

rC8.184. DEFINITION (AXE DE SYMETRIE D’UNE COURBE REPRESENTATIVE)  Soit f: x— f(x) une fonc- )
tion dont le domaine de définition est noté Y etla courbe représentative est notée €r. Soit a € R. La droite
d’équation x = a est axe de symétrie de la courbe 6 si les deux conditions suivantes sont vérifiées.
(C1) VxeR a+txe9Df=—a-xeYy.
(C2) VxeR a+txe%r= fla+x)= fla—x).
Si tel est le cas, on peut choisir ¢ N [a, +oo[ comme domaine d’étude.

- J

C8.185. EXERCICE Soient f: x — f(x) une fonction et a € R. Démontrer que la droite 'équation x = a
est axe de symétrie de € si et seulement si la fonction g: x — f(x + a) est paire.

C8.186. EXERCICE Démontrer que la courbe représentative de f: x — x? —4x + 7 — |x — 2| posséde une
axe de symétrie.

rC8.187. DEFINITION (CENTRE DE SYMETRIE D’UNE COURBE REPRESENTATIVE) Soit f: x — f(x) une )
fonction dont le domaine de définition est noté 9 etla courbe représentative est notée €. Soit (a, b) € R2.
Le point Q(a, b) est centre de symétrie de € siles deux conditions suivantes sont vérifiées.
(C1) VxeR xe€e9y=—2a—-x€eYy.
(C2) VxeR xe€PDr= fRRa-x)=2b- f(x).
Si tel est le cas, on peut choisir ¢ N [a, +oo[ comme domaine d’étude.

- J

(C8.188. EXERCICE Soient f: x — f(x) une fonction et a € R. Démontrer que la droite 'équation x = a
est axe de symétrie de € si et seulement si la fonction g: x— f(x+ a) + b est impaire.

2x
C8.189. EXERCICE Démontrer que la courbe représentative de f: x— 1
X

possede une axe de symé-
trie.

C8.190. PLAN D’ETUDE D’UNE FONCTION  Soif f: x — f(x). On liste quelques étapes pour étudier la
fonction f.

(1) Détermination du domaine de définition 2 de f.

(2) Recherche de périodicité, parité, axe de symétrie, centre de symétrie et réduction du do-
maine d’étude le cas échéant.

(3) Etude des variations de f, par exemple en étudiant la dérivabilité et la dérivée de f.

(4) Etude des limites éventuelles aux bornes de 2 [

(5) Le cas échéant, étude des branches infinies de €.

(6) Tracer de l'allure de €, en ajoutant éventuellement quelques tangentes en des points re-
marquables.
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§ 21 FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE A VALEURS COMPLEXES

(C8.191. DEFNITION  Soit f: x— f(x) une fonction de la variable réelle a valeurs complexes, dont le )
domaine de définition est noté 2. On lui associe les fonctions Re (f) et Im (f) définies par :

Dy — R Dy — R
de sorte que, pour tout x € 2y, f(x) = Re(f) (x) + i Im(f) (x).
1. Ondit que f est dérivable sur @y siles fonctions Re (f) et Im (f) a valeurs réelles sont dérivables sur
P;.

2. Si f est dérivable sur Dy alors sa fonction dérivée est :

2 — C

s — e w+i(m(A) w

de sorte que :

Vxez,  f'x)=(Re(f)) @) +i (Im(f)) x).

( 1\
C8.192. PROPRIETES (OPERATIONS SUR LES FONCTION DERIVABLES A VALEURS COMPLEXES) Les résul-
tats sur :

1. les combinaisons linéaires de fonctions dérivables C8.52;
2. les produits de fonctions dérivables C8.53;

3. les inverses de fonctions dérivables C8.54;

4. les quotients de fonctions dérivables C8.55;

énoncés et démontrés pour les fonctions de la variable réelle a valeurs dans R s’étendent aux fonctions de
la variable réelle a valeurs dans C.
|

~

-
C8.193. PROPRIETE (DERIVEE D’UNE COMPOSEE D’UNE FONCTION DERIVABLE PAR ’EXPONENTIELLE)
Soient I un intervalle de Ret ¢: [ C une fonction dérivable. Alors la fonction :

I — C

est dérivable sur I et :

Viel  (expog) (t)=¢' (1) e?®.

C8.194. EXERCICE Déterminer une fonction ¢: R —— C, non identiquement nulle, deux fois dérivable
sur R telle que :
VieR " ()+¢ () +@(1)=0.

32



